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TECNICO UNIVERSIDADE DE LISBOA

1¢ Semestre 2026/2027
Cursos : LEMec e LEAN

1 Exercicios da 12 Semana — 7 de setembro

1. Determine se os pontos P(3,-1,5) e Q(-1, 3,4) pertencem a superficie parametrizada por

g(u,v) = (u+v,u2 —v,u+v2).

2. Determine uma representacao paramétrica das superficies descritas por:

(a) o plano que passa pelos pontos (1,2, -3), (2,3,-4) e (2,1, -2).
(b) A porgio do cilindro y? + z2 = 16 que se encontra entre os planos x = 0 e x = 5.
(c) A por¢do no primeiro octante do cone z = /x2 + y2 entre os planos z = 0 e z = 3.

(d) A parte do plano z = x + 3 no interior do cilindro x> + y> = 1.

3. Identifique e fagca um esbogo da imagem da superficie parametrizada por

(@) g(u,v) = (u, V1 —u? —=v2,v) com u? +v2 < 1

(b) g(u,v) = (2senu,3cosu,v),0<v<?2

() g(u,v) = (vcosu,vsenu,é) com0<u<2mev>0.
(d) g(u,v) =(w+v,3—v,1+4u+5v),parau,v € R.

4. Mostre que as equacdes paramétricas x = a coshucosv, y = b coshu senv, z = ¢ sinh u, represen-
tam um hiperboloide com uma folha.

5. Determine a expressio geral do vector normal unitério a superficie S definida por x> + y? + z2 = 9,

orientada para fora.

6. Determine uma equago do plano tangente a superficie parametrizada por g(u, v) no ponto especi-
ficado.
@ x=u’,y=viz=uvemu=1,v=1.
(b) x=u+v,y=3u? z=u-vnoponto (2,3,0).
(¢) g(u,v) = (arctan(uv), e”z“’z, u —v) no ponto g(1,-1).
2

2
X Yy
7t 2

7. Considere o paraboloide eliptico z = 25 + 7.

(a) Determine uma representagio paramétrica g : D ¢ R?> — R? da superficie.

(b) Calcule a equagio do plano tangente & superficie no ponto (—an, 0, 72).
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Solucodes
1. P pertence a superficie e Q ndo pertence a superficie.
2. @x=14+u+v,y=24u—-v,z=-3-u+vcomu,v €R
®b) x=u,y=4cosf,z=4senfcom0<u<5e0<6<2x
(c) x=rcos(d),y =rsen(d),z=r,com0<r<3e0<6<7.
(d) x=rcos(8),y=rsen(d),z=3+rcos(f),onde0<r<1le0<6<2n.
3. (a) Semi superficie esféricax®> + y> +z2=1ley > 0.
(b) Parte do cilindro XTZ + %2 =lem0<z<2
(¢) Graficode f(x,y) = #yZ
(d) Oplano4x —y —z = —4.

x2 y2 z
4. Noteque 75 + 35 — 5 =1

5. Sendo a superficie dada por F(x,y,z) = x> + y> + 72 = 9 = 0, entdo (por exemplo)

1
N(x,y,z) = FVEF = (x,y,2)

( ) N 1
v, y,2) = — = —————
INIF Va2 +y2+ 22

para cada (x, y, x) satisfazendo F(x,y,z) = 0.

1
(x,y,2) = 3 (x,y,2)

6. (A x+y-2z=0
®) 3x—-y+3z=3
© (ty.2)=(-%1,2) +s(-3.2.1) +1(3,2,-1), 5,1 €R.

u?

2
7. (a)x:u,y:v,z=;+"—2,comu,veR.

(b) EZEx+z=-x2

a
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2 Exercicios da 22 Semana — 14 de setembro

1. Calcule a 4rea da superficie dada por:

(@ g(u,v) = (w,v,1—u—-v),u>0,v>0ecu+v<l.

®) gu,v)=(u,v,1 —u—-v)eu> +v> < 1.

(¢) A superficie esférica x2 + y? + z2 = 1 que se encontra no interior do cone z > Vx2 + y2.

(d) g(u,v) = (cosu,v,senu) e u® +4v> < 1.

(e) Porcdo da superficie cilindrica z> + x> = 4 que se encontra no interior do cilindro x* + y*> < 4

e acima do plano xoy.

2. Considere a superficie parametrizada por
g(u,v) = (uv,u+v,u—v)

(a) Determine o valor de ¢ de forma que o ponto (c, 1, 0) pertenca a superficie

2

(b) Admitindo que se restringe o dominio de g ao disco u> + v> < 1, calcule a 4rea da parte da

superficie correspondente.

3. Considere a superficie S = {(x, v,2) ER iy =4-x2-7y> —5}. Sendo a densidade em cada
ponto de S dada por o (x,y,z) = 1/V1 + 4x2 + 472, calcule a massa e as coordenadas do centro de

massa de S.

4. Seja f um campo escalar e F um campo vectorial, ambos de classe C2. Diga se cada expressio tem
significado. Em caso negativo, explique por qué. Em caso afirmativo, diga se € um campo vectorial

ou escalar.
(@) rot(Vf)
(b) V(divF)
(¢) div(div F)
(d) div(rot(Vf))
5. Determine o rotacional e a divergéncia dos seguintes campos vectoriais
(@) F(x,y,2) = (logx,log(xy),log(xyz))
(b) F(x,y,z) = (e*seny,e*cosy,z)

() F(x,y,2) = (0, e*Y sen z, y arctan %)
6. Verifique as seguintes identidades sendor = (x,y,z) er = ||r||.

@ V(}) =%
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(b) V(lnr) =%

(c) V2r® =12r
(d Vxr=0

7. Calcule a massa e o centro de massa da superficie de um cone cujo raio da base é R e cuja altura é
h. Admita que a densidade de massa € igual a distdncia do ponto ao eixo de simetria do cone.

8. Verifique se os seguintes campos vectoriais sdo irrotacionais e/ou incompressiveis:

F(x,y,2) = (yz.xz,xy) . G(x,y,2) = (x4 %75
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Solucodes

L (@ AS) =¥
(b) A(S) =7V3
(©) A(S) = (2 -V2)

) A(S) =7
(e) A(S) =16
2. (@ c=14

() A(S) = («/6— g)zn
3. M =9re(%,5,2) = (0,-1,0).

4. (a) é um campo vectorial. (b) € um campo vectorial. (c) ndo tem significado pois div F é um campo

escalar. (d) € um campo escalar.

5. (@) rotF = (l,—l,l)edivF: 1,141
(b) rot F=0ediv F =1
, : N
(c) Tot F = (arctanf — e cosz, — 7,7, ye sen z) e div F = xe™ senz — 52
6.

7. M= %nRZVRZ +h?e (%,7,2) = (0,0, éh) (considerando um sistema de coordenadas em que o

cone tem o vértice na origem e eixo Oz).

8. F éirrotacional e incompressivel; G € irrotacional e ndo € incompressivel.



1° SEMESTRE 2026/2027
CAvLcuLo DirereNcIAL E INTEGRAL III — 3?2 semana Cursos : LEMEec E LEAN

3 Exercicios da 32 Semana — 21 de setembro
1. Calcule o fluxo do campo vectorial F através da superficie S orientada da forma indicada, sendo:

(a) Considere o campo vectorial
F(x,y,2) = (0,xz, 3xzy?)
e a superficie
S={(x,y,2) €R® : z==x>+y>,0<x<1,0<y<1}

orientada com a normal unitdria cuja terceira componente é positiva.

(b) F(x,y,2) = (yz,xz,2xy) e S o cone definido por
z=vVx2+y2 |, 0O0<z<l1

orientado com a normal n com terceira componente positiva.

(c) F(x,y,z) = h(r)(x,y,z),emquer = yx2 + y2 + z2e h :]0, +oo[— R é uma fungio continua,
e S a superficie esférica de raio igual a um, centro na origem e orientada com a normal #n tal
que n(0,0,1) = (0,0, 1).

2. Calcule o fluxo do campo vectorial F através da fronteira da regido E segundo a normal exterior
utilizando a defini¢@o de fluxo e o teorema da divergéncia, sendo:
(a) F(x,y,z) = (x,y,2) e E é abola unitaria x> + y> + z> < 1.

(b) F(x,v,2) = (xy,yz,zx) e E é o cilindro sélido x> + y> < 1,0 < z < 1.
3. Use o teorema da divergéncia para calcular //S F -vdS onde

(@) F(x,y,z) = (0,0,x + y + z%), S a fronteira do cilindro x> + y> <4e 0 < z < 3 e v é anormal

unitdria que aponta para fora o cilindro.

(b) F(x,y,z) = (y’e?,—xy,xarctany) e S é a superficie da regido delimitada pelos planos

coordenados e o planox +y +z = 1.

(c) Use o teorema da divergéncia para calcular o fluxo de F através de S, onde F(x,y,z) =
(x3y, —x%y?, —xyz) e S é a superficie do sélido delimitado pelo hiperboléide x? + y> — 72 = 1
e pelos planos z = -2 e z = 2.

(d) Use o teorema da divergéncia para calcular o fluxo de F através de S, onde F(x,y,z) =
(3x,xz,2%) e S é a superficie da regido delimitada pelo paraboldide z = 4 — x> — y> e o

plano-xy.
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(e) Use o teorema da divergéncia para calcular o fluxo de F através de S, onde F(x,y,z) =
(x*, —x322,4xy?z) e S é a superficie do sélido constituido pela parte do cilindro x> + y> < 1

limitada pelos planos z =x +2e z = 0.

4. Use o teorema da divergéncia para calcular ffs F -ndS onde
2 13 2 2
F(x,y,2) = (z X, 3y +tanz, x°z+Yy )

S é o hemisfério superior da esfera x> + y> + z> = 1 e n é a normal unitdria a S orientada para cima.

Nota: S nao é uma superficie fechada.

5. Seja F = (zarctany?, z3In(x? + 1), z). Determine o fluxo de F através da parte do paraboléide

x% + y% + z = 2 que estd acima do plano z = 1 e estd orientada para cima.

Nota: S nao é uma superficie fechada.

6. Calcule o volume do conjunto
{(t,y,2) eR® : X2 +y?<z< 1)}

usando o teorema da divergéncia.

7. Sejam S e E nas condigdes do teorema da divergéncia e e o campo vectorial definido por

F(x,y,2) = (x,5,2)

1
Volume E = 3 //F -vdS
N

sendo v a normal unitaria exterior a S.

Mostre que

8. Demonstre a identidade abaixo, supondo que S e E satisfacam as condi¢des do teorema da di-
vergéncia e que as funcdes escalares e as componentes dos campos vetoriais tenham derivadas

parciais de segunda ordem continuas.

//S (195 =595 nds = [ [ (9% - g5 prav

Sugestao: Use o teorema da divergénciae o factode Vf - Vg = Vg - Vf.

9. Sejam S e E nas condicdes do teorema da divergéncia e f uma funcdo escalar de classe C2, mostre

//SDNfdsszfEAfdv

onde Dy f é a derivada de f na direcdo da normal a S, Ne Af = V2 £ é a laplaciano de f.

que
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Solucodes

1. (@0
() 0
(c) 4rh(1)

2. (@4 (b)n/2

3.@36r (b)-3 (©0 (dBr (o)
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4 Exercicios da 42 Semana — 28 de setembro

1. Considere o campo vectorial
F(x,y,2) = (y,2,%)

e a superficie S igual ao hemisfério x> + y? + z2 = 1, y > 0, orientada de forma a que o seu vector

normal tem segunda componente positiva. Calculo o fluxo do rot F através de S utilizando

(a) A defini¢ao de fluxo.

(b) O teorema de Stokes.
2. Use o teorema de Stokes para calcular ffs rot F' - v dS sendo

(a) S é aporgio do paraboldide z = x* + y? que se encontra no interior do cilindro x? + y? = 4,

em que se considera a normal v com terceira componente positiva e
F(x,y,2) = (2,32, xy2).

(b) S é o hemisfério x> + y> + z> = 1, x > 0, em que se considera a normal v com primeira

componente positiva e
F(x,y,2) = (e¥ cos z, (x*y* + 1)z, —y).

(¢) S a superficie parametrizada por g(u,v) = (u,v,1 — w—v),u>0,v>0,u+v<1,sendo

vy a normal com terceira componente positiva e
2
F(x,y,2) = (y,—x",2).

3. Use o teorema de Stokes para calcular fc F - dr, em que:

(a) C é a curva obtida a partir da interseccdo do cilindro x2 + y?> = 2y com o plano y = z,
p P

percorrida no sentido anti-horario quando vista de cima e
F(x,y,2) = (y+2,-2,y)

(b) C éacurva de intersecciio do plano x +z = 5 com o cilindro x> + y> = 9, percorrida no sentido

directo quando vista de cima e
F(x,y,z) = (xy,2z,3y)

(¢) C é o triangulo de vértices A = (1,0,0), B = (0,2,0) e C = (0,0, 1), orientado no sentido
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anti-horario quando visto da origem para o primeiro octante, e
F(x,y,z) = (x—z,y—-x,z2—xy).

4. Calcule o trabalho realizado pelo campo vectorial F ao longo da curva C, sendo:

(a) C obordo da superficie
S = {(x,y,z) eR3 : y2+z2= 1,0<x< 1},
orientada com uma normal a sua escolha, e
F(x,y,z) = (z,—xy, —xz).
(b) C € a curva parametrizada por
y(t) = (cost,sent,cos(2t)) , 1€ [0,2n]
e F' o campo vectorial dado por
F(x,y,2) = (& =y,9* —x,y* —x*+7%).
5. Considere a superficie
S = {(x,y,z) eR? : y=x>+7; 1<y<4},

orientada com a normal v cuja segunda componente € positiva.

(a) Sabendo que S tem densidade superficial de massa dada por o (x,y,z) = V1 +4(x2 + z2)
calcule a massa total de S.

(b) Calcule o fluxo do campo vectorial
f(x,y,2) = (2x, -y, —2)

através de S no sentido da normal v.
6. Obtenha um potencial vectorial dos campos abaixo.

(@) F(x,y,2) = (yz,-x2,xy = 2)
(b) F(x,y,z) = (ysenz,ysenz,cosz)

7. Considere a superficie
S={(x.y,2) R’ : y=x’+7", 1 <y<4},

10
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orientada segundo a normal unitdria n = (ny, ny, n;) tal que ny, < 0.

(a) Calcule a area de S.

(b) Calcule o fluxo de G(x,y,z) = (=xy,y? —yz) através de S no sentido de m, utilizando o

teorema da divergéncia.
(c) Calcule o fluxo de G(x,y,z) = (=xy,y%, —yz) através de S no sentido de n, utilizando o

teorema de Stokes.

8. Considere a superficie
S={(x,y,2) €R® : z=1-x*=y?>;x>0, y>0, z>0}.

(a) Parametrize a superficie S.
(b) Calcule a area de S.
(c) Considere o campo vectorial F(x,y,z) = (-y,x, z) e calcule o trabalho

W= F -dr
a8

no sentido hordrio quando visto do ponto (10, 10, 10), usando o teorema de Stokes.
(d) Determine o fluxo de G(x,y,z) = (x, —y4 -, 4y3 7 + 2) através de S no sentido da normal

com terceira componente positiva, usando o teorema da divergéncia.

9. Sejamr = (x,y,2), 7 = Vx% + y2 + z2 ¢ V um dominio nas condi¢des do Teorema de Gauss. Mostre

que o fluxo do campo vectorial

1
F(x,y,2) = r—3r

através da superficie dV € igual a zero quando a origem estd no exterior de V. Qual serd o valor

desse fluxo quando V contiver a origem no seu interior?

11
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Solucodes
1. —m
2. (@0
(b) -2
© -3
3. (a) 2m
(b) 9n
© 3
4. (@0
(b) 0
5. (a) 33«
(b) —15x7

6. (a) (2y - %(y2 +2%),0, yZTZ) (por exemplo)
(b) (0, (x + y)cosz,—xysenz) (por exemplo)
7. (@) £ (1732 -5%?)
(b) 6371
(¢) —63x
8. (a) g(u,v) = (u,v,1 —u?>—v?),definidaem U = {(u,v) :u> +v> <1 Au>0Av >0}
b) % (5V5-1)
(©) -5
@ 7

9. 4n

12
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5 Exercicios da 52 Semana — 5 de outubro

1. Diga qual das seguintes equacdes € uma equacao linear

@x-y =xy (b)y =—+

= | =
< | =

2. Determine a solucdo geral das seguintes equagdes diferenciais ordindrias lineares

d d
(a)—yz—ye’ (b) ¥ =x>—2xy (c)—y+y:2+2x
dt dx

d d d 1
(d) td—);+2y:et, t>0 (e) d—}yC—Sy:e”senx ) d—);:y(;—tgt)+tcost
3. Determine as solucdes dos seguintes problemas de Cauchy:

(a) (x2+1)@+3x(y—1)=0, y(0)=1 (b) @+y=sent, y(r) =1
dx dt

dy 2 cost 3 dy 1 ~
(© E+;y—t—2, y(m) =0, t>0 (d) E_y(t tant)+tcost, y(r) =0
X +h(t)x-1t=0 0 set<O0
(e) tomando-se  h(f) =
x(=1) =2 t set>0

4. No instante t = 0 a quantidade de um certo material radioativo armazenado € xo. A equacdo para

x(t), a quantidade de material radioativo é ‘fi—;‘ = —ax, onde a > 0 € uma constante.

(a) Encontre a solugdo x(t)

(b) Calcule a meia-vida, ou seja o tempo necessdrio para que a concentragdo inicial xo se reduza
a metade. Note que a “meia-vida” nao depende da concentracao inicial.

5. Considere a equagao diferencial
dy
2 3
rr—=4+2ty-y" =0
dt Yo
(a) Determine a solucio geral da equacdo efectuando a mudanca de varidvel v = y~2.
(b) Determine a solucgdo que verifica y(1) = 1, indicando o seu intervalo maximo de existéncia.

(c) No caso geral, considere a equagdo diferencial de Bernoulli

dx n
i a(t)x + B(t)x

onde a e 8 sdo fungdes continuas e n € nimero real diferente de 0 e de 1. Mostre que a

mudanga de varidvel y() = (x(¢))' ™ transforma a equagiio numa equagio linear.
6. Resolva os seguintes problemas de valor inicial, envolvendo equacdes de Bernoulli:

@ ¥ +2=xy5. y(1)=1

13
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, 4x 1
) y' =5y-—, y(0)=-¢
y 5

7. Considere a equagdo de Ricati escalar

8.

9.

10.

de 1 2
-y 1
dt t T M)

(a) Mostre que a fungdo ¢(z) = % + ¥ (1) € solucdo da equacdo de Ricati sse ¥ € solucdo de uma

certa equagao de Bernoulli.

(b) Determine a solugdo da equagao (T).

(a) Mostre que a substituicdo z = 1/P transforma a equacdo logistica
P
P =kP(l-—
(-]

na equagao linear

k
"tkz=—
SRy
(b) Resolva a equagao diferencial para obter uma expressdo para P(t),

Considere a equagdo diferencial separdvel xe” senx — yy’ = 0. Determine a solu¢io (na forma

implicita) deste equagdo que satisfaz a condig@o inicial y(5 = —1.

Resolva a equagao diferencial
y = (8x+2y+1)2

efectuando a mudanca de varidvel v = 8x + 2y + 1.

14
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Solucodes
1. (a) sim; (b) nao
2. (a) y(r) =ce™® (b) y(x) =F(x*-1)+ ce™ (©) y(x) =2x+ce
(d) y(r) = S (&) y(x) = e**(c — cosx) () y(t) = (2 + ct) cost
com ¢ € R, em todas as alineas.
3. @y =1 )y = %(sent —cost + e”") (©) y(r) = %t
(d) y(t) = (1> = nt) cos t
’ZT+3 se t<0
() x(1) = :
1+%e"/2 se t>0
4. @x()=xe ™ ()T =2
5. @ y(0) = 3 ou v(0) =72 0)y(0) = 52 e hvas = [0.00]
2
6. @) = (¥ +55) 0y = e
7. (@) ‘fl—‘f = % — ¢ — ¢?* é equivalente 2 equagio ill—”f + (% + l)w =y
® @) = +y(0) =} + ——
t2(f ‘%2[ dt+C)
kt
8. () P(1) = 37rp e
9. (1+y)e™ =xcosx—senx + 1
10. 8x+2y+1=2tg(4x+c),comc € R

15
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6 Exercicios da 62 Semana — 12 de outubro

1. Para cada uma das seguintes equacdes diferenciais, esboce o campo de direc¢des e trace os respec-

tivos tipos de solucdes .

(@) y’=% ® Y=Q2-»G-1) © ¥=y(1-»)@ y’=§—ti

2. Mostre que o problema de valor inicial

dy _ 12
di”
y(0) =0,

tem infinitas solugdes, e explique porque esse facto nao contradiz o Teorema de Picard.

3. Majorando e minorando as seguintes equagoes, obtenha estimativas para os intervalos méaximos de

definicdo dos problemas de valor inicial indicados.

dy ecos(ty)

dy 3 3
(@) — =arctan(ty), y(0)=2 b — 5 , ¥(0) =1

dt

dy 2.y
= = , y(0) =1
(c) oV y(0)

Nota: Em (c), a funcio constante igual a 0 € uma solugdo da equacao.

4. Determine o limite quando ¢+ — oo da soluc@o do problema de valor inicial
-4 ’ 4 1
(ey+sm y)y=y—y o (0=
5. Considere o seguinte problema de valor inicial

dy
1-1f)y—==1-y?
( t)ydt y
y(1/2) =2,

(a) Determine uma solug¢ao do PVI, e justifique que essa € a Unica solu¢cdo do problema numa

vizinhanga suficientemente pequena de % onde esteja definida.
(b) Mostre que o PVI admite um nimero infinito de solu¢des definidas em R.

(c) Diga, justificando, porque nao ha contradi¢io ao Teorema de Picard.

6. Considere o problema de Cauchy:
y’ =y+ e—(t+y4)
y(0) =1

16



1° SEMESTRE 2026/2027
CAvLcuLo DirereNcIAL E INTEGRAL III — 6% semana Cursos : LEMEec E LEAN

(a) Mostre que o problema tem solugdo tnica definida numa vizinhanga de 0, | — @, «[.

(b) Mostre que o intervalo maximo de solug¢do do problema contém [0, co[ e determine tlim y(1).

(c) Escreva uma equagio integral que é equivalente ao P.V.I. paray € C!(] — a, a|).

7. Considere a equagdo

dy
= = r+ y
" cos(t +e”)

(a) Justifique que a solucéo de qualquer problema de valor inicial y(#p) = yq € Unica.
(b) Mostre que a solucdo do problema de valor inicial y(0) = 0 satisfaz —¢ < y(¢) <t parat > 0.

(c) Mais geralmente, mostre que
ly(6) = yol < |t =20l V1

(d) Conclua que o intervalo maximo de definicdo de qualquer das solugdes desta equagao é R.

8. Seja f : R — R uma funcdo continua tal que f(,0) = 0 para qualquer r € R e

1
[f(t.) = f(, )| < 5ly—x| , paratodosos (1,x), (1,y) € R’

Considere o problema de valor inicial y’ = —y + f(z,y), com y(0) = 1.

(a) Mostre que este problema tem solucao tinica numa vizinhanga de ¢ = 0.
(b) Mostre que o intervalo maximo de existéncia de solugdo é R.
(c) Indique o valor de tlim y(1).
9. (a) Se x(¢) é a solugdo de uma equacdo diferencial ‘Zl—f = f(t,x(r)), determine uma equagio
satisfeita pela fungio y(7) = x(—t).

(b) Mostre que todas as soluc¢des da equacdo diferencial
d
a’_)tc = sen(fx) +

s@o fungdes pares (quando prolongadas ao seu intervalo maximo de defini¢o).
10. Considere o problema de valor inicial

d)’_ 2 _
E—t(1+y) , y(I)=0 (2)

(i) Determine a solugdo de (2) e indique o seu intervalo maximo de solugao.

(ii) Considere agora o problema de valor inicial

— =t(l+ Yo, =0
I (L+y)e y(1)
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(a) Sem tentar resolver a equacao, justifique que o problema tem localmente uma e uma sé
solugdo.
(b) Mostre que o intervalo maximo de existéncia de solu¢do é limitado superiormente, isto
¢, existe 8 > 1 tal que lim y(f) = +oo.
t—B~
Sugestao: Comece por mostrar que a solugdo é uma fungdo crescente para t > 1, e

relacione com o problema (2).
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Solucées

ry
1+1¢2

1. (@y =

ry

Figure 1: Campo de direcoes e algumas solugoes de y’ = T2
+

®y =2-y)(»-1

Figure 2: Campo de dire¢des e algumas solugoes de y' = (2 —y) (y — 1)
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©y =y(1-y)

Figure 3: Campo de diregoes e algumas solugoes de y' =y (1 — yz)

, 1t
@D’=l—
y—t

+t

Figure 4: Campo de direcoes e algumas solucoes de y' = y_t
y -
(x +¢)?

2. Com a solugdo de equilibrio y(x) = 0 e a solugdo geral y.(x) = , ¢ € R, podemos definir

4
uma infinidade de solucdes do (PVI):

s paraa € R}

. se x<«
Va(x) =

_ 2
% se x>a
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* paraa €R;

N2
%sex<a

Volx) =
0 se x>a

3. (@) Iyax =R (b) Iyax =], +oo em que @ € [—e/4, —e~! /4]

(¢) Inax =] — 0, @[ em que a €]0,e7!]
4, lim y(¢) =1
1—+o00

5. (@) y(t) = 1+ 12(1 —1)2
(b) Com a solugdo do (PVI) y(¢) = 1 + 12(1 — £)2 e a solugdo geral (1) = 1 —c(1 -1)2,c € R

podemos definir uma infinidade de solug¢des do (PVI) definidas em R por

VI+12(1-1)2% se t<1

yc(x) = , c€eR
Vi-c(1-6)2 se t>1
6. (b) lim y(z) = +o0
t—+o00
7. (c) lim y(¢t) =0
t—+00

8. (@) 2 = —f(~1,y(1))

t
9. (i) y(t) = tan ,elviax = [-Va+ 1, Vo + 1.
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7 Exercicios da 92 Semana — 2 de novembro

Resolve cada de seguintes equagdes.

1. Para cada uma das seguintes matrizes determine eAl:

10 0 s 3]
(@) A=0 ® A=|0 2 0 @ A=|
0 0 —-n& L
210 . .
@A=|0 2 1 (e A= 4 12] ) A= > 4
-3 8 2 1
0 0 2 [

2. Resolva o seguinte problema de valor inicial:
"=2x-3y+eX 2
X x—3y+e . X(0) =
y =-8y+38 1
3. Considere o problema de valor inicial:
y = Ay + h(z)

¥(0) = (0,0,0,0)

onde
-1 0 0 O 0
5 -1 0 0
A= e h(r) =
0O 0 -2 =« ® —e
0O 0 -nm =2 0

(a) Determine a solugdo geral da equacdo homogénea associada.

(b) Resolva o problema.
4. Resolva o sistema de equacdes diferenciais
X=x+y+2

y=3x—-y+2
I=ty—tz

sujeito as condi¢des iniciais x(0) = y(0) = —z(0) = —1.

Sugestao: note que as primeiras duas equa¢des ndo mencionam z.
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5. Sejam A e B duas matrizes n X n de componentes reais ou complexas. Mostre que se AB = BA,
A+B _ LA _B

entio e = e”e”. Aproveite o resultado para calcular:
1 2 3

expft|] O 1 2

0 0 1

Sugestdo: mostre que X (7) = eA'e(B-4) satisfaz X = BX, X(0) = 1.
6. Determine a solucdo geral de cada uma das equacdes:

(a) y"” =2y’ =3y =cost (b) Yy’ —y" =2t + 10e* sint

© ¥ -2y =y @ -2 +y=9
7. Determine a solucao do problema de valor inicial
YI 42 4y -3=b0) . yO =y O =0 ., YD) =1
quando:
(@) b()=0 (b)  bH)=t () b)=e"'

8. Determine a solu¢do da equacao diferencial

X

Yy =2y +2y=
cosx
que verifica as condigdes iniciais y(0) = 1 e y'(0) =0
9. Considere a equagdo
y(4) - 3y(3) + 2y(2) =t+sent 3)

(a) Determine a solugdo geral da equagdo homogénea correspondente a (3)).
(b) Determine uma solugdo particular de (3).

(c) Determine a solucdo de (3) que verifica a condi¢ao inicial
y(0) =y'(0) =y?(0) =y (0) =0

10. Considere a equagao diferencial

"y r 1 -1 1
LIPS t

(a) Determine solu¢des da equagio homogénea associada da forma y(r) = t* e da forma y(r) =

e, e aproveite os resultados para escrever a solucdo geral da equagio homogénea.
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(b) Calcule a solugdo da equagdo que verifica as condi¢Ges iniciais y(2) = 1 e y'(2) = —1.
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Solucodes
et 0 0
3e4t _ eZI _364t + 3621
Ar _ At _ 2 Ar _ 1
1. @eM =1 ®eM=| 0 e+ _0 (c)e’—i[ G2 gl 3l
0 0 e ™
Lor 22 1-6t 12t
et =e|0 1 1 (e) e = &
-3t 1+6¢
00 1
() A = o cos(2t) + sen(2t) —2sen(2t)
sen(2t) cos(2r) — sen(2t)
o [ 20 ] 3+ e
y(1) 1
[ x(1) ] et 0 0 0 a
y() Ste™! et 0 0 b
3. (a) =
2(1) 0 0 e ?cos(nt) e sen(nt) c
w(t) 0 0 —e?sen(nt) e cos(nt) d
[ (1) 0
t o 0
o | 7O |-
z(1) T | —sen((mt)
I w(t) | 1 — cos(nt)
x(1) [ -1
4. | y(0) | = -1
2(1) | —1 4272
1 2t 3t+2
5. ¢ 1 2t
0 0 1

6. (a) y(1) = c1e> + cre™" — f—o(sent+200st) comciy,co €R

2

() y(t) = cre’ + cae™" +c3— 12 —e* cost com ¢y, ¢, c3 € R.

_ 2% _1,2_ 1.3
(© y(t) =c1 +cat + cze”’ — gt t

2 comcy,Cp,C3 € R

@) y(r) = cre’ + cote! + € (t log |t| — t) comci,ca €R

7. @y(t)=-5+5e"+2te"+3t (b)y(t) =-2+2e¢ " +te" + % +1

t

_ _ 2,-
(©y(t)=-4+4e" +1e7" + 3t - 5~

8. y(x) = ex(cosx —senx + cosx log(cosx) +x senx)
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2t

9. (a) yg (1) = ¢y + cat + c3e' + cqe”’, comcy, ¢y, c3ec4 €R

_ 32 | 2 _ sent+3cost _ 27,1 36,9 2t 32 2 sent+3cost
Oy yp() =F+p - @y =1p+gi-g¢ +ge’ + 5 +p- S

10. @ A=k=1;y,(t) =cre’ +cat  (b) y(t) = (2+log2)t —2¢'"2 -1 —tlogt
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8 Exercicios da 102 Semana — 9 de novembro

1. Determine a solucdo geral de cada uma das equacdes:

(a y’'-6y"+8y=0 (b) y”"+8y +4ly=0

() (D+2)2*(D?>-2D+5*(D-1)y=0 (d) y?+2y@ +y=0

(e) y(S) —3y® 4 3y(3) -y =0
2. Resolva os problemas de valor inicial:

(a) ¥y =" +y —y =0 verificando y(0) = y’(0) = —y”"(0) = 1

(b) " =5y"” + 8y’ — 4y = 0 verificando y(0) = y'(0) = 1 e y”(0) = 4
(©) y3) +4y” — 5y’ = 0 verificando y(0) = 4, y'(0) = =7 e y’'(0) = 23
) y™ +a, 1y 4o+ a1y + agy = 0 verificando

y® D (0) = y*=2(0) = --- = y"(0) = y(0) = 0 para quaisquer a; € R.

3. Seja m um nimero real estritamente positivo. Obtenha a solucao do (PVI)
Y =3my” +3m’y —m’y =0, y(0)=y'(0)=0, y'(0) =1

4. Considere a equagao diferencial
Y +apy” +a1y’ +axy =0

onde ag, a; e ap sdo constantes reais. Sabe-se que duas solu¢des linearmente independentes desta
equacio sdo dadas por y;(x) = xe ™ e ys(x) = e?*.
(a) Encontre uma terceira solucdo linearmente independente.
(b) Determine ag, a; e a; com as propriedades acima descritas.
5. Obtenha as equacdes lineares homogénas de coeficientes constantes, de menor ordem possivel, cujo
coeficiente da derivada de maior ordem € igual a 1 e que t€ém as fung¢des abaixo como solucio:

(a) ex’ e—x’ er, e—Zx'

(b) chux, shx, cosx, senx

(©) 1,x,e%;
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6. Determine a solucdo geral dos sistemas:

(a){x'i—4x—3y ®) {x’=3x—4y

y' =2x+3y y=x-y

X' =x+2y X' =-z
© 1 ¥Y=-x-y (d) Y =y-4z

=-x-z 7 =-4z

7. Resolva o problema de valor inicial X’ = AX, X(#9) = Xy, onde:

1 1 -3 4
A= X(0) = A= X(0) =
(a) s l (0) [ 0 (b) ,» X(0) [ 3 l
5 -1 0 1
© A=|0 5 o|.X()=]|o0
0 0 4 0
2 -2 2 1
@A=|0 0 1],.X(0=|0
0 0 1 0

8. Determine a solu¢do geral do sistema de equacdes diferenciais:

X=x-y+1
y=x+y-2

Sugestao: determine uma solucéo particular constante.
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Solucodes

1. (a) y(x) = cre™ + cpe®*

(b) y(x) = e~ (¢ cos(5x) + c3 sen(5x))

() y(t) = (A + Bt)e™® + (C + Dt + Et*)e’ cos2t + +(F + Gt + Ht*)e' sen2t + Ie' com
A,B,C,D,E,F,G,H,I e R

(d) y(t) = c1cost + catcost +cysent + cqtsent comcy,cy,c3,c4 € R

() y(1) = c1 + cat + c3e! + cate! + cste!

(b) y(1) = 4e’ — 3¢ + 3te?
dy(@) =0

. (@) y(t) = cost +sent
©y(t)=5-2e +e

. y(x) = %tze"”‘

. (b)aon,a1=—3ea2=—2

1’

L@yW =5y +4y=0 O)yHP-y=0 (©y"-y'=0

. Nota: as solucdes sdo apresentadas a menos de uma transformacao linear da base do espago de
solucdes. Para obter uma dessas bases pode-se utilizar varios métodos, produzindo outras tantas

respostas equivalentes.

s.[

x(t) A Vo c1 x(1) 2 1+2¢ cl
® | (1) | B [ —2¢¥ ¥ [ ca l (b)l y(1) l - etl 1 t l e l
[ x(1) | [ senr —cost —cost—sent 0
©| vy [=ca cost +c sent +c3| O
| z(1) | | cost sent e’
[ x(1) | [ 1 0 1/4
@/ y@) |=c1| 0 |+cae' | 1 |+c3e™| 4/5
| z(1) | | 0 0 1
e?! -3t+4
- @X@O =] ‘ (b) X(1) = eSfl 33
[ eS(z—l) x(t) eZz
(0) X(1) = 0 @] y@® |=] 0
0 z(1) 0
x(1) l:etl cost —sent l[ c1 l"‘ 1/2 l,ondecl,czeR
y(1) sent  cost c 3/2
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9 Exercicios da 112 Semana — 16 de novembro

1. Calcule as transformadas de Laplace e os dominios de convergéncia das fungdes definidas em
[0, +oo[ pelas expressdes seguintes:

(a) 4t -2 (b) 2cost+3sh(2f) (c) e cos(2t) (d) Hi(t)(t-1)?
1 0<r<1 '

@ 16 () sen’(wr) @ =1 5w M)
0 se t>1

Nota: para a alinea (h), use o valor do integral _L O:C 5‘7‘” dt =n.

2. Determine as fungdes cujas transformadas de Laplace sao dadas por

2s s—06 1 18s — 12
@ 241 ®) (s—-1)2+4 © s2(s2 + w?) @ 9s2 -1

2 y-2 s+1 _ 1
© -7 O 5% © oo ®arae

3. Utilizando a transformada de Laplace, resolva os seguintes problemas de valor inicial:

(@ 49" +y=0,y(0) =1,y (0) = -2

(b) y"=2y" =3y =0,y(0)=1,y(0) =7

(©) ¥ +3y =4y =672, y(0) =y (0) = 0

@y =y"+y -y=1,y(0)=y"(0) =y"(0)=0

(e) y" +y= f(t), y(0) = y’(0) = 0, sendo
0 se 0<r<1

f)=9 1 se1<t<?2

0 setr>2

(f) 4y” +9y = 9tH, (1), y(0) = y'(0) =0

(8) ¥y +y=0x(1) = 02(1), y(0) =0,y (0) =0

(h) y" +y =06x(t)cost, y(0) =0,y (0) =1

onde & () representa a distribuicdo delta de Dirac centrada em c¢; ou seja, §.(¢) = §(¢ — ¢).

4. Sendo A uma constante real e 7y > 0, considere a seguinte equacao diferencial:
X" +x = AHy (1) — Hyy (1)
Suponha as condi¢des iniciais dadas por x(0) = x’(0) = 0.
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(a) Obtenha a solug@o do problema (em fung¢do de tg).

(b) Obtenha os valores de A € R e de ¢y > 27 para os quais x(¢) = 0 para todo ¢ > 1.
5. Resolve as equagdes seguintes:

(@) yuy —xuy, =0,

(b) 2uy +3uy =1,

(©) uy +uy =u.
6. Resolve os problemas seguintes:

(@) uy +2uy =0, u(x,0) =senx;

(b) ux +4uy, =0,u(x,0)=1/(1 +x2);

(c) yuyx —xuy =0, u(x,0) = x, comx > 0;

(d) ux +xuy =0,u(0,y) =seny;

(e) yuy —2xyu, =2xu, u(0,y) = y2, com y > 0.
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Solucodes

4-2s 2s 6 3+s 2e¢”%
1. (a) S2‘,S>O (b)sz-:-l+s2_—4’s>2 (C)m,s>—3 (d) i3,s>0

@ s>a (D) 7% 5>0 (@150

s(s2+4w?)’ :
(h) § —arctan s = arccotg s, s > 0
2. (a)2cost  (b) e cos(2t) — 3 sen(2r)  (c) L — 2D (d)2ch L -4sht

(e) fchr—3sht (D) 2e¥ + 273 () %e” (h) ﬁ(sen(wt) - wt cos(wt))
3. A solugdo, y(t), é dada por:

(@) cosf —4senf  (b)2e* —e™' (c)e? (ez’ -8l + %e"")

(d) -1+ 4 (' +cost—sent) (e) (1 —cos(t— 1))H;(t) — (1 —cos(t — 2))Ha(t)

(1) H(t = 1) (1 = 3sen 2071 — cos 250
(g) —(H(t —m) + H(t —2r)) sint  (h) = (1 — H(t — «)) sint

4. (a)x(1) = AH(t = 2n) (1 — cost) — H(t — t9) (1 — cos( — 19))
dyA=1lety=2kn,comk =2,3,4,....
5. @ u(x,y) = f(x*+y?)
(®) ulx,y) = (y+f(3x-2y))/3
(©) ulx,y) = e/

6. (a) u(x,y) =sen ZXT_y
16
(b) ulx,y) = 16+ (4r—y)2

(©) u(x,y) = yx2 +y?

(d) u(x,y) =seny—x2/2

() u(x,y) = (x*+y)3/y
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10 Exercicios da 122 Semana — 16 de novembro
1. Calcule a série de Fourier da fungdo f : [—1, 1] — R definida por
-1 se
fx) = {

<x<0,
< 1

AN/

-1
+1 se 0

2. Determine a série de Fourier da fungfo g(x) = L — |x|, no intervalo [—L, L]. Utilizando a série

obtida num ponto adequado, aproveite para mostrar que

2

1 1
= +—+—+...:_.
Z(zn—nz 3252 8

3. Determine a série de Fourier da fungio A(x) = x2, no intervalo x € [~L, L]. Utilizando a série

obtida em pontos adequados, aproveite para mostrar que

+00

1 1 1 2 (1)"+1 1 1 1 n?
Zﬁ=1+§+?+"'=€ (S Z 2—2+§—4?+"'=ﬁ

n=1

4. Determine a série de Fourier da func¢do definida no intervalo [—n, 7] por

. 0 se -m<x<0
J(x) =
x se O0<x<nm

Indique a soma da série para x € [—-x, 7].

5. Determine a série de Fourier da fungdo definida no intervalo [-2, 2] por

0 se -2<x<0
Ix)=41 se 0<x<1
0 se 1<xx<2

Indique a soma da série para x € [-2,2].

6. Desenvolva a fun¢io definida no intervalo [0, 1] por f(x) = 1 numa série de senos e indique para

que valores converge (pontualmente) a série obtida.

7. Determine a série de cosenos da fung¢do r(x) = x no intervalo [0, 7], indicando a soma da série em
R.

8. Considere a fungdo f : [0,2] — R definida por

x se 0<x<l1

1- <x<
f(x):{l se 1<x<?2
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(a) Esboge o gréfico da extensdo par de f ao intervalo [-2,2] e obtenha o desenvolvimento em

série de cosenos de f nesse intervalo, indicando a respectiva soma da série em [0, 2].

(b) Esboge o grafico da extensdo impar de f ao intervalo [—2,2] e obtenha o desenvolvimento

em série de senos de f nesse intervalo, indicando a respectiva soma da série em [0, 2].

9. Determine os valores de A para os quais os seguintes problemas de valores fronteira tém solugdes

nao triviais:
a) y' -2y +(1+A)y=0; y(0)=0, y(1)=0.
b) y'+Ay=0; y(0)=y@2n), y(0) =y (2n).
10. Recorrendo ao método de separacdo de variaveis, determine solugdes para ¢t > 0 e para x € [0, 1]

de
du  0%u

E=@+M SeXE]O,l[
u(0,t) =0 se t>0
u(l,1) =0 se t>0

Determine a solugdo que satisfaz a condicao inicial

u(x,0) = sen(27x) — 3 sen(4nx).
11. Determine a solug@o dos seguinte problema de valor inicial e condi¢@o na fronteira:

u(=1,t) =u(l,r)
ur = @y, x € ]=1,1[, com { uy(=1,1) = ux(1,1)

u(x,0) =3 cos(mx) —4 sen(Snx).
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Solucodes
4 woo sin((2n+1)7mx)
L. 7 Zn=0 2n+1
) 2n—1 2z ) 2
2. % +% 5> (2n]_1)2 cos (( = L)”x). Fazendo x = 0 obtém-se Y, | m =X
3. &L 4LZ e n2 )" cos (“£%). Fazendo x = L obtém-se Y lz = %2;

( 1)n+1 _ nz

n2 v

fazendo x =0, obtém-se 3,

4. T+ ¥, [ﬁ (=)™ = 1) cos(nx) + —(*BM sen(nx)] = { J,.r(x) ¢ THSxsT

3 s€ X ==

0 se -2<x<0
1 se O<xx<l
1
5.1+ lrm[sen X cos 25X + (1 —cos &F) sen 25X | =
0 se 1<x<2
% se x=0oux=1

sin ((2n - N)7x) =

Lo
6.;2

7. SFeosr(x) = % + To ) == ((=1)" = 1) cos(nx) = § — T, ﬁ cos ((2n— 1)x) =

{1 se  O<x<l1

0 se x=0oux=1

x—2kn se 2kn<x<(2k+1l)m
= para k € Z.
2kn—x se (2k—-1)m <x <2kn
8. (a) SFC(,Sf()c):%+Zf=1 [#(1 cos &% —isen ox ]cos% =
I-x se 0<x<l1
=41 se l<x<2.
% se x=1

() SFen f() = Ty [ (1= (1) + cos 2 ) = o sen 2| sen 28> =
1-x se O<x<l1
se l<x<?2

se x=1

O DI= =

se x=0oux=2
9. (a) A =n’n? paraneZt
(b) A =n? paraneZ}

10. u(x,t) = e (6‘4”2’ sen(2mx) — 3e~ 1677 sen(47rx))

11. u(x,t) = 3e~ 07" cos(nx) — 4 €~ 257 gen(5x)
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11 Exercicios da 132 Semana — 30 de novembro

1. Determine a solucdo do seguinte problema de valor inicial e condi¢do na fronteira:

u(0,1) =u(m,1) =0

2
Uy = A Uxy, X € (0,7), com
= @t 1€ (0.1 { u(x,0) = sin(x) - 2 sin(5x).

2. Determine a solucdo do seguinte problema de valor inicial e condi¢@o na fronteira:

ux(0,t) =uy(L,t) =0

Uy = uxy —u, x € (0,L), com
u(x,0) = cos(3nx/L).

3. Resolva o seguinte problema de valores de fronteira e inicial paraQ <x <mer >0

u(0,1) =u(m,t) =0

Urr(x,1) = txx(x,7) com {
u(x,0) =0, u,(x,0)=sen(x)+ 3sen(3x)

4. a) Recorrendo ao método de separac@o de varidveis, determine as solucoes para t > 0 e para
x € [0, 7] de
ou d%u
ar  ox
u(0,t) = u(m,t) =0

(satisfazendo a equag@o diferencial para x €]0, 7 [).

b) Determine a solugdo que satisfaz a condigao inicial
u(x,0) = (r —x)x .

5. Seja f a fungdo definida no intervalo ]0, 2z [ por f(x) = x.

(a) Determine a série de cosenos da fungao f.
(b) Resolva a equagao
Uy = Uxx —tu, x € (0,27)
ux(0,t) =uy(2m,t) =0
u(x,0) = f(x)
d%u

6. Considere a equacgdo de propagagao do calor T2 (%)
ot Ox?

(a) Mostre que esta equacgdo possui uma solucdo estaciondria (isto é que nao depende do tempo)
da forma u(x) = Ax + B.

(b) Determine a solucdo estaciondria para o problema correspondente a uma barra situada entre

os pontos x = 0 e x = L, em que se fixam as temperaturas u(0,7) = Ty, u(L,t) = T».
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u(0,1) =20
(c) Resolvaaequagdo (x)para0 < x < 1eparaascondi¢desiniciais e de fronteira { u(1,) = 60

u(x,0) =75.

7. Considere a seguinte equacao diferencial parcial

ou 2u
— — (cost)— =0.
ot Ox?

Recorrendo ao método de separacdo de varidveis, resolva o problema de valor inicial e fronteira,

para a equagdo dada, com as condigdes

u(t,0)=0 t>0,
u(t,n)=0 t>0,

u(0,x) =sinx +2 sinx cosx O0<x<n

8. Recorrendo ao método de separagdo de varidveis, resolva o seguinte problema para a equacao das
ondas
u 0%

a2 = o
u(t,0) =u(t,1) =0
ou
0,x) =0, —(0,x) =1
u(0.%) =0, Z2(0,%)
parat > 0 e para x € [0, 1], satisfazendo a equagdo diferencial para x €]0, 1[, e onde ¢ é uma
constante real positiva.

9. Considere o seguinte problema de valores na fronteira, para (x, y) €]0, 1[x]0, 1]

gu_ 4
6x2+(9y2 @

Pu Pu_ {g—zm,y):z-;(l,y):o
u(x,0)=0, u(x,1)=f(x)

sendo

1 se 0<x<1/2,
fx) =
-1 se 1/2<x<1.

(a) Determine a série de cosenos da fungdo f no intervalo [0, 1] e indique para que valores

converge a série.

(b) Resolva o problema ().

10. Recorrendo ao método de separacio de varidveis, resolva o seguinte problema para a equagao de
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Laplace
u  0%u
W+a_y2:0’ x,y € [0,1]
0 0
xo=0, 2Lk 1) =cos (27x)
dy ay
ou ou
—(0,y) =0, —(1,y) = cos (27y)
Ox ox

11. Seja a fungéo f definida no intervalo (0, ) por f(x) = sinx.

(a) Determine a série de Fourier de cossenos da funcio f.
(b) Diga, justificando, qual o valor da soma da série de Fourier da alinea anterior para cada x no
intervalo [, 7].

(c) Resolva a equacao
U = Uyy +2u, x € 10, 7[
ux(0,1) = uy(m,t) =0
u(x,0) = f(x).

12. Recorrendo ao método de separacao de varidveis, resolva o seguinte problema para a equacao das

ondas
0%u _ @ 0%u

- = + —
a2 ox2  9y?

u(x,0,t) =x, u(x,1,1)=x
u(0,y,t) =0, u(l,y,t1)=1

u(x,y,0) =x

Z—l;(x, v,0) =cos(2m (x — y)) —cos(2x (x + y))

parax,y € [0,1] et e R.
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Solucodes
1. e sen(x) — 2¢~23%° gen(5x)
2
2. e (1+ L? )t cos 32X
L
3. u(x,t) =sen(t) sen(x) + sen(3r) sen(3x)

10.

11.

12.

@) Yoy B e~ (1n?)t sen(nx)

o 4(1-(=D") _(14n? o g (1+@mD?):
(b) anl %ﬂ)) e (1+n%)t Sen(n_x) = %ano E(QT]P

sen ((2n + 1)x)

@r+Y 714«12#(:05(2 )_n—%zz":om cos[(n+%)x]

n-m
2 n _ n2r42:2
(b) me™7 + %Z;" | = 1n)2 —1L o= Cos (5x)
(b) u(x) =Ty + Exlbx
(c) 20 + 40x + Zn AL (11 = 3(=1)")e " o sen(nmx)
u(t,x) = e " sen(x) + e 5" sen(2x)
2o % sen(nmct) sen(nmx)

1 se 0<x<1/2,
(@) SFeos f(x) = Z — sen( 2 )cos (nnx) = 0 se x=1/2

-1 se 1/2<x<1

) u(x,y) =3+ dsen(*F) cos(nmx) sh(nmy)

n=1 nrxshnn

C+ ch(2znix) cos(2ny) +ch(2ry) cos(2mx) .CeR

27 sh(2m)
oo l+(=D)"
@2-2%%, % cos(nx) = (1 - T cos(an))
(2 4n )
(b) [senx| (c) Ze* — 2 ¥ e 11 cos(2nx)

u(x,y,t) =x+ ﬁﬁ sen(2nx) sen(2my) sen(2V2xr)
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