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PARTE I

Superficies e Integracao

1 Subvariedades

Comecemos com algumas defini¢des. O simbolo R representa o conjunto dos niimeros reais. A norma

Ix|| = 1/xlz +x§ +x§.

Para x € R e r > 0 um ntmero real, a bola aberta de centro X e raio r é o subconjunto

dex = (xl,xz,X3) S R3 é

B.(x)={yeR:|x-yll <r}.

Um subconjunto U C R3 é aberto se para cada ponto x € U existe r > 0 tal que B,(x) C U. Dizemos
que um subconjunto V C R? é uma vizinhanca aberta de um ponto x € R3 se x € V e V é aberta.

1.1 Teoremas da Funcao Inversa e da Funcao Implicita

Recordamos os teoremas seguintes de Calculo Diferencial e Integral II:

1.1.1 Teorema (Func&o Inversa em R?). Seja ¢: U — R3, onde U C R? ¢ aberto, uma funcio de
classe C'. Se x € U e det Dp(x) # 0, entiio existe » > 0 tal que

) By(x) cU,
ii) ¢|p, (x) € um isomorfismo,
iii) ¢ (B,(x)) € aberta,
iv) a funcdo inversa ¢~ ': ¢ (B,(x)) — B,(x) é de classe C'.

Além disso
D¢~ (¢(x)) = (De(x)) "

1.2 Superficies e curvas

1.2.1 Definig&o. Dizemos que um subconjunto S C R? é uma superficie de classe C! se para cada
ponto X € S existe um subconjunto aberto U c R?, uma vizinhanca aberta V c R? de x e uma
fungio ¢: U — R de classe C! tal que

(i) ¢ € injetiva,

(i) ¢! é continua e Dy(y) tem caracteristica 2 para caday € U,
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(iii)
SﬂV:{cp(y):yeU}.

Dizemos que um subconjunto C ¢ R3 é uma curva de classe C! se para cada ponto x € C existe
um subconjunto aberto U ¢ R!, uma vizinhanga aberta V c R® de x e uma fungio ¢: U — R de
classe C! tal que
(iv) ¢ € injetiva,
(v) D¢(y) tem caracteristica 1 paracaday € U,
(vi)
cnV = {go(y): y € U}.

Dizemos que C C R? é seccionalmente uma curva de classe C! se existe um conjunto P = {p;} c C
finito ou numeravel de pontos tal que C \ P é uma curva de classe C'.

Dizemos que S C R® é seccionalmente uma superficie de classe C! se existe um conjunto C =
{pi, D;} finito ou numerdvel de pontos p; € S e curvas D; C S seccionalmente de classe C! tal
que S\ C é uma superficie de classe C!.

| 1.2.1 Nota. A funcdo ¢ em Definition 1.2.1 chama-se uma parametrizacdo local.

1.2.2 Exemplo. Se f(x,y) é uma funcio de classe C' definida num aberto U C R?, entio o
subconjunto

S ={(x,y, f(x, ) : (x,y) € U}
é uma superficie de R3. De fato
o(x,y) = (x,3, f(x,y))
¢ uma funcdo injetiva e
1 0

1

af
dy

Do(x,y) =

SIS
(o5

Por outro lado se S ¢ R? é uma superficie e ¢: U — R? é uma parametrizagio local de S, entio
para @(u,v) = (1, v), @2(u,v), @3(u,v)) = (x,y,z) a matriz

Ix Ox
ou dv

_| 9y oy
Dy =5 5

0z 0z
ou 0Ov
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tem caracteristica 2 se

ov
dy dy

dx Ox
det(a” ) #0
ou Ov

num ponto (a, b) € U. O teorema da funcdo inversa implica que a fun¢do

(M,V) = (QDI(u’V)a 902(”!9‘})) = (X’ )’)

tem uma inversa definida numa vizinhanga aberta de (¢;(a, b), p2(a, b)). Seja entdo ¥ (x,y) =
(Wl(x,y),lﬁz(x, y)) = (u,v) a inversa. Obtemos

‘P(‘ﬁl(x,)’), wZ(x’ y)) = (X,y, @30 lﬁ(x,y))

Portanto S é localmente um grafico de uma funcgio. Segue que S ¢ R é uma superficie se e s6 se
localmente S é um grifico de uma fungio de classe C'.

1.2.3 Definigdo. Um subconjunto S ¢ R? chama-se um subconjunto de nivel zero quando existe
um aberto V € R3 e uma funcdo ¢: V — R3-% com k = 1 ou 2, de classe C! tal que

S:{XEV:¢(X):0€R3_"}.

SejaU C R? e seja f: U — R uma funcdo de classe C'. Se S ¢ R3 é o gréfico de f entdo S é um
conjunto de nivel zero. De facto podemos definir ¢: U X R — R por

o(x,y,2) =z7- f(x,y).

Portanto S € um conjunto de nivel zero. Por outro lado se S € um conjunto de nivel zero de uma fungao
¢:V —> Re Vp(x) # 0, entdo o teorema da fungdo implicita implica que localmente S € um grafico de
uma funcdo de classe C'. Logo S é uma superficie em R>.

1.2.4 Exemplo.

1. Uma paribola de revolucio ou paraboldide é uma superficie S ¢ R* com uma parametrizagio
da forma
(r,0) — (rcosf,rsend,r?).

Notamos que S pode ser definida pela equagao
{0y, 2) i +y* —2=0}.

2. O conjunto S de nivel zero definido pela fungio F(x, y, z) = x*>+y?—z2 é seccionalmente uma
superficie. Temos VF(x,y,z) = 2(x,y,z) = 0seesdse (x,y,z) = (0,0,0) e F(0,0,0) = 0.
A superficie S\ {(0,0,0)} é de classe C'.
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3. O conjunto de nivel zero definido por
P+ +22-5%+16(z2 - 1)
€ um foro e tem uma parametrizacao

(0,¢) — (cosO(2 + cos ¢),sen (2 + cos ¢), sen ).

1.2.2 Nota. Em geral se S ¢ R? é uma superficie fechada e limitada, entio existe um aberto
UCR?*comS c Ueumafungio g: U — Rdeclasse C' talque S = g71(0) e

0 0 0
Vg(a,b,c) = —g(a,b,c), —g(a,b,c), —g(a,b,c) #(0,0,0) € R3
Ox ay 0z

para cada (a, b, c) € S.

1.3 Vetores tangentes e normais

Seja S ¢ R? uma superficie e seja ¢: U — S é uma parametrizacdo local. Se p = ¢(u), o espaco
tangente de S no ponto p € o espago afim

p+ t18—¢(u) + tza—"p(u), 1,1 €R,
8u1 6u2

que se designa por 7,,S. Notamos que o espago tangente 7,5 ndo depende da parametrizac@o ¢.

Se a superficie S ¢ R? é dada localmente por f(x,y,z) = 0, onde f é uma funcéo de classe C!
definida num aberto U C R3, entdo parap € S C U temos

TpS = {veR>: (Vf(p),v-p) =0}

1.3.1 Exemplo. Consideremos a esfera S = {X e R x| = 1}. A fungdo ¢(x,y) =
(x,y,vV1 —x2—y2), onde x> + y> < 1, é uma parametrizacido local de S no subconjunto

V ={(x,y,z) € S:z>0} Sendo z = y/1 — x2 — y2 temos

1
dp d¢ )
Dop=|— —|=| O 1
ox 0y
-x/z =y/z
No ponto (0,0, 1) = ¢(0,0) temos
1 0

% w0.00=10]. 2%0.0)=|1].
0x a0y
0 0
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Portanto o espago tangente T((0,1)S €

{(Il,lz, 1) (1, € R}.

Por outro lado como S é o conjunto definido por f(x,y,z) = x> +y>+z2 = 1e Vf(x,y,2) =
2(x,y,2), temos Vf(0,0,1) =2(0,0,1) e

(V£(0,0,1),(x,y,2) —(0,0,1)) =2(z—-1)=0 < z=1.

LOgO T((),O,l)S = {(l],l‘z, 1) 1, € R}

Dizemos que um vetor v € R? é um vetor normal a superficie S no ponto p € S se para qualquer
parametrizacdo local ¢: U — S com ¢(u) = p temos

Do(u)' v = (8) .

Aqui Dp(u)’ é a matriz transposta.
Designa-se por

TpSL = {p + v : véum vetor normal a S em p}.

Notamos que 7S+ é uma reta que contém p e é ortogonal ao espago tangente TpS, e se S € definida
localmente numa vizinhanca aberta U C R? de S por uma funcio f(x, y, z) de classe C' entdio a reta
normal no ponto p é

TpS* ={p+tVf(p):t€R}.

1.4 Integral de Superficie

Sejam v = (v, va,v3),u = (uy,uz,u3) € R3 linearmente independentes e seja 0 < @ < 7 o angulo
entre u e v. Recordamos que a drea do paralelogramo P, no plano com lados definidos pelos vetores v

eué
2
v v,u
drea(P) = V]| - Jull - [ senal = | det [ M (V)
(v,u) |lull
Notamos que para
V1 Uy
J=(v2un
V3 us

temos

(VP w
Jj‘hmw|mvy
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Seja agora S C R? uma superficie. Para ¢: U — S ¢ R? uma parametrizagio local com

e(x,y) = (@1(x,¥), 2(x, ), @3(x, )

sejam
9e1 d¢1
ox 0Oy
— _ | 9¢2 9
Dy = (sto Dysﬁ) = o |
93 d¢3
ox 0y
Definimos

wy = VdetD¢' - Dy = \/IID)A)DII2 IDyell* = (Dxp, Dyp)* = [IDx¢ X Dyepll,

onde D¢’ € a transposta de D¢. A fungdo (x,y) — wy(x,y) chama-se a drea Euclidiana infintesimal
de ¢(U).

Sey: V — § c R? é uma segunda parametrizacio com ¢ (V) = ¢(U), entido temos que
go_lwz VU
€ um isomorfismos e

Dy (x,y) = D(e(¢™'¥)) (x,y) = Dp(¢™ 'y (x,¥)) - D(¢™'¥)(x,y),

wy (u,v) = | det D(¢™"9) (u, v)| - 0y (9™ (u, ).

Pelo teorema de mudanca de varidveis temos para cada fun¢do continua f: S — R com suporte
compacta

/f(go(x, y)) - we(x,y) dxdy = /f(t//(u,v)) - wy (u,v) dudv.
U 1%

1.4.1 Definicdo. Se S ¢ R? é uma superficie limitada com uma parametrizacio ¢: U — S c R3,
entdo a dreade S é

vol(S) = / Wy dxdy.
U
Notamos que a area de S € independente da parametrizagao.

Por exemplo, se U c R? é limitado e aberto, e se S ¢ R é o gréfico de uma fungiio f: U — R de
classe C!, entdio S é uma superficie e ¢(x, y) = (x,y, f(x,y)) é uma parametriza¢do de S. Temos

1 0
Dp=|0 1
of af
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Logo

2 2
w¢:\/detD¢1D¢:\/1+(%) +(ﬁ) ,
Ox oy
Vol(S)—/ 1+ 0—f2+ gzdxd
2 U 0x oy Y
SeU = {(x,y) :x* +y* <r*} e f(x,y) = yr? —x? — y2, entdo

of > of . -y

= (] gy
ox  \fr2-x2_y2 Iy  \fr2-x2-y2

Obtemos que a drea da semi-esfera S = {(x,y,2) 1 x> +y* +z> =r’ ez >0} é

dxdy. (1.1)

r
voly(S) = / —_—
UArE—x2—y2

Usando coordenadas polares, x = pcos6 e y = p sen 6, obtemos

0
2r r
volp(S) = / / ;pdpde = 2nr\r? — p?| =2’
0 Jo +r2-p? .

1.4.2 Definicdo. Se S ¢ R? é uma superficie limitada com uma parametrizaciio o: U — S c R?
e se f: § — R é uma funcdo continua e limitada define-se

[ro0= [ o) wpau

O integral em Definition 1.4.2 € independente da parametrizagcao ¢.

1.4.1 Nota. Se S c U c R3, com U limitado, é seccionalmente uma superficie de classe C I com
1) S=51USHU---US,;
(i) 9S; C R3 ¢ seccionalmente uma curva paracadaj =1,...,n;
(iii) intS; NintS; = @ para j # k;
(iv) ¢;: int D; — intS; € uma parametrizagao de classe C ! para cada j;

entdo pela propriedade aditiva do integral temos

voly(8) = > voly(S))

J

e volo(S;) pode ser calculado pela férmula (1.1).
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Por exemplo, a esfera S = {(x, y,z) € R® : x*> + y? + z2 = 1} tem uma particio finita S; U S, com
Si={(x,y,2) €8?:2>0}e S, ={(x,y,2) € S?: 7 <0}. Segue que vol(S?) = 4n.

Se S ¢ R? é uma superficie com as propriedades da Nota 1.4.1 e se f: § — R é uma funcio
continua e limitada define-se

‘/Sf(x) = Z]: ij flei(u,v)) “wy,(u,v) dudv. (1.2)

1.5 Particoes da Unidade

A férmula em equagdo (1.2) é muito pratica. Em geral para definir o integral de uma funcdo numa
superficie que ndo possui uma parametrizacdo global vamos usar uma ferramenta técnica, que se chama
particdo da unidade. Se S ¢ R? é uma superficie compacta, entdo existe um nimero finito N de

parametrizacdes
@;: U,' — R3
de S tal que S = Uflltpi(U,-).
1.5.1 Teorema. Seja S ¢ R? uma superficie compacta. Existem abertos Vi, . .., V, de R3 tais que
ScV=ViuU..-UVyefungdes ¢1,...,dy: V — Rde classe C™ tais que para cada ponto x € S
tem-se
D) 0<gr(x) < 15
(ii) se x ¢ Vi, entdo ¢y (x) = 0;
(iii) Z?’:l ¢;(x) =1 paracadax € S.
As fungdes @1, . . ., ¢y chamam-se uma particdo da unidade subordinada a Vi, ..., Vy.
Demonstragdo. Sejam V; = B, (Xx), com k = 1,..., N, bolas aberta tais que x; € S e

S c U]kvz1 V. Define-se f: R — R por

1
Fl) = exp (x2 — 1), se |x| < 1;
0, se |x| > 1.
Para x € V seja
_ (X=Xl
Yr(x) = f( o :

Para cada x temos 0 < ¢1(X) + - - - + ¥ y(X) e portanto a fungcdo

Wi (x)
Y1(x) + -+ Yy (x)

¢x (x) =

¢ bem definida. As funcdes ¢y, ..., ¢, verificam as propriedades (i) — (iii). O
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Agora podemos definir o integral em superficies.

1.5.2 Definigcdo. Para S ¢ R’® uma superficie e f uma fungiio continua limitada com suporte

N
/Sf:;/SM'f,

onde ¢, ..., ¢ € uma particio da unidade subordinadaa Vi, . .., Viy comsupp(f)NS C V;U- - - V.

compacta define-se

1.5.1 Nota. Definition 1.5.2 ndo depende da parti¢do da unidade ¢y, ..., ¢y. Em praticamente
todos os casos concretos ndo utilizamos parti¢des da unidade para calcular integrais.

1.5.3 Exemplo. Seja S ¢ R? o toro de Definition 1.2.4. Consideremos a parametrizacio
¢:U—ScR’
comU = |-m,n[ X |-n,7[ e
o(a,B) = (cosa(2 + cos B), sen a(2 + cos 3), sen B).

Temos wy(a,B) = 2+ cosf e S\ ¢(U) é uma curva seccionalmente. Notamos que U =
{-n,n} X [-m, 7] U [-nr, 7] X {—n, 7} e podemos prologar ¢ a U. Temos

o(£m,B) = (2 + cos B,0,sen B), ¢(a,£m) = (3cosa,3sena,0).

Sendo C; = {(¢(m,B)) : 0 < B <2n}eCy = {(¢(a,xn)) ) <a <2x}temos p(U) = S\C,UC,.

Adreade S € o
/1:/ / (2 4+ cosB) dadB =2 -2 - 21 = 8n°.
S - J-1

1.6 Dominio Regular

Recordamos que se f é uma funcdo de classe C! em [a,b] C R, entdo o Teorema Fundamental de
Calculo (tFc) diz

b
[ s fa.

Notamos que o bordo do aberto |a, b[ € {a, b}. Também notamos que a direcdo exterior do bordo no

ponto a é a esquerdo e no ponto b € a direita, e portanto TFc indica que o integral da derivada de uma

fun¢cdo num intervalo aberto € igual ao valor da funcdo no bordo contado com orientagdo da dire¢ao

exterior. Para obter um teorema andlogo vamos estudar agora abertos apropriados de R® que se chama

dominios regular.

Para Q c R? aberto temos d Q = Q \ Q. Agora vamos supor que o subconjunto d Q c R? é uma
superficie. Parax € d Q, o espago tangente 7xQ é um plano, e portanto o complemento ortogonal 7, Q"
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é uma reta. Um vetor normal unitdrio a 0 Q em x € 9 Q é um vetor v(x) € R? tal que
vix) LTx0Q e |v(x)] =1.
Notamos que se v(x) é normal unitario a d  em X, entdo —v(x) também é.

Sejam D c R%, U c R? abertos e ¢: D — U é uma parametrizacdo local de um ponto p € 9 Q
com
UNaoQ=e(D).

Se x = ¢(y), entdo as duas colunas D¢(y) e D,¢(y) sdo linearmente independentes e determinam o
plano tangente Txd Q C R3. Seja p = ¢(q) e seja v € R? qualquer vetor niio nulo que niio pertence ao
plano gerado por D¢(q) e D2¢(q). Definimos

W(t,y) =tv+e(y).

Temos DW(¢, q) € a matriz com coluns v, D1¢(q) e D2¢(q), e portanto det D¥(z, ) # 0. Pelo teorema
da funcdo inversa existe § > 0 e uns abertos D’ ¢ D ¢ RZe U’ c U C R? e um isomorfismo

¥:]-6,6[xD" > U

Além disso,
UnoQ=¥0xD).

1.6.1 Definigdo. Dizemos que um aberto Q c R? é um dominio regular se 0 Q é uma superficie e
paracadax € d Qe cadavetorv ¢ T,0Q existem uma vizinhanga aberta U de x, uma parametrizacao
local p: D — U de dQemxe d > 0 tais que

) QNU={tv+¢(y) : -6 <t<0,ye D} ou

i) QNU ={tv+¢(y) :0<t<9,ye D}.

Intuitivamente, Q ¢ R? é um dominio regular quando d Q é uma superficie e Q pertence a um lado
de 0 Q. Um exemplo de um aberto Q c R* que n@o é um dominio regular, mas d Q é uma superficie é

Q={(x,y,2) eR*: z#0}.

Temos 0 Q = {(x, y,0) € R2} ¢ um plano, portanto uma superficie, mas Q pertence a dois lados de 9 Q
e por isso nao satisfaz as condicdes de Definition 1.6.1.

1.6.2 Teorema. Seja Q c R? um subconjunto aberto. As afirmacgdes seguintes sdo equivalentes.
1) Q € um dominio regular.

i1) Localmente d Q € um conjunto de nivel zero definido por uma fun¢do g: U — R de classe
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Cle
QﬂU:{XEU:g(X)<O}.

Demonstracdo. i) = ii). Se ¥(¢,y) = tv+¢(y) € umaisomorfismo com ¢ uma parametrizagao
local de Q podemos definir g = 71 o Y7, isto é se x = ¥(¢,y) entdo P~ (x) = (1,y) e g(x) = 1.
ii) = i). Sejam U c R3 aberto, g: U — R uma fungio de classe C' tal que QN U = {x :
gx)=0teUNQ={x:g(x) <0}ex e dQcom g(x) =0. Definimos uma curva por

t—y(t)=x+1-Vg(x).

Temos g(y(0)) =0e

d _ 2
Eg()/(t)) o IVex)[I~ > 0.

Logo 0 # Vg(x) L Tx0 Q e segue que localmente € é um dominio regular. O

1.6.3 Definicdo. Seja Q ¢ R? um dominio regular. Se x € 9 Q, v € R? \ T4 Q, dizemos que v
é um vetor exterior de Q no ponto X se existe uma funcdo g: U — R de classe C! definida numa
vizinhanga aberta U c R? de x tal que

) UnaQ={xeU:g(x) =0}
(i) UnQ={xeU:g(x) <0},
(i) (Vg(x),v) > 0.

Quando (i) e (ii) sdo validos mas (Vg(x), v) < 0, dizemos que v € um vetor interior.

Notamos que se ¢ — y(¢) é uma curva de classe C! em R> tal que
) y(0) =x,
ii) ¥"(0) = v,
iii) existe s >0com -6 <71 <0 = y(t) eQel<r<d = v(r) ¢ Q,

entdo v € um vetor exterior de £ no ponto x € 9 Q.
Se v € R? é um vetor exterior de Q no ponto x € d Q e ||v|| = 1, entdio dizemos que v é um vetor
normal unitario exterior. Notamos que se £ é um dominio regular, x € d Q e localmente 9 Q € definida

por {x : g(x) = 0}, entdo
Vg(x)
Vg (x)ll

€ um vetor normal unitério, e se ¢: D — 0 Q € uma parametrizac¢do local entao

D1¢(y) X Dag(y)
ID1¢(y) X D2o(y) I’

€ um vetor normal unitario de d Q no ponto x = ¢(y).
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1.7 Teorema Fundamental de Calculo

1.7.1 Teorema. Seja Q C R? um dominio regular e limitado. Seja v(x) = (v(x), v2(x), v3(x)) €
R3 um campo normal unitdrio exterior de 9 Q. Se f: V — R é uma funcio de classe C' com
V c R? abertoe Q C V, entao

/ Df(x) dx = / £ @)
Q 0Q
onde

v1(X)

v(x)" = | v(x)].
v3(x)

Demonstracao. Comecamos a notar que a férmula acima é equivalente a

/ Df(x)-wdx = / FO ()W)
Q 0Q

para qualquer w € R3 ou se {w1, wo, w3} é uma base de R> entio

/ DF(x) - wdx = / £ )W)
Q 0Q

parai = 1,2,3. Também € equivalente a

Lg_idxz /mf(y)-w(y)

parai = 1,2, 3. Para provar o teorema vamos considerar dois casos particulares.
Caso 1. Existe um ponto x € Q e um intervalo aberto

x €I =]ay, bi[ X ]az, ba[ X ]az, b3[ C Q
com supp( f) C I. Obtemos
Y
/ dx —/ / / —dxldX3d)C2
ébcl
/bz b3
a as
0

(f(b1,x2,x3) = f(a1,x2,x3)) dxzdxs
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biopbs b gf
—d = —d dxsd.
Q 0x2 ¥ / ./ a, 0x2 T2
by b

1 3
= / (f(x1,b2,x3) — f(x1, a2,x3)) dxzdx;
aj as

=0,

etc. como suporte( f) C I. Também temos que f|5 o = 0. Assim deduzimos a validade da férmula
no caso 1.

Caso 2. Sejax € 0 Qe seja ¢: D — U uma parametrizacio local de 9Q com D c R?> e U uma
vizinhanga aberta de x. Sendo x = p(ug) e vi = D1p(up) e vo = Drgp(u) vetores fixos, define-se
V3 = V| X V3 se V| X v, € um vetor normal exterior de €2 em x. Caso contrdrio, seja v3 = vp X Vj.
Obtemos uma base {vy, vp, v3} de R3. Sejam agora wi; = V| + V3, Wp = Vo + V3 € W3 = V3. Se w;
(respetivamente w;) nao € um vetor exterior, troque-o multiplicando por —1. Obtemos trés vetores
exteriores wi, wo € w3, estes vetores sao linearmente independentes e cada um € um vetor exterior
de Q.

Seja w = wj. Existe 6 > 0 tal que a fungdo W(7,u) =7 - w + ¢(u) define um isomorfismo

¥ ]-6,6[xD —> U, CU,

Y(t,u) erara—5<t<06%—lf =W.
Agora vamos supor que supp f C Uj. Temos

0
/QDf(x)-de:// Df(¥(t,u)) - w-|det D¥|dtdu
// Df(¥(t,u)) - — - |det D¥| dtdu
:/I)La(fow)-memlmdzdu

Como DY é a matriz com colunas w, D¢ (u) e Dy¢(u) temos det D¥Y = (w, Dyp(u) X Drp(u))
que nio depende da varidvel ¢. Portanto

/Q DF(x)-wdx = /D (f 0 B)(0. p(w) — (f o ¥)(~5, o(w))) - (D1o() X Dap(w)) du
- /D £ o @(u) - (W, D1p(u) X Dag(w)) du

Como
Dip(u) X Dap(u)

1D 1¢(u) X Drp(u)|

v(y) = wy = [[D1¢(u) X Dag(u)l,
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obtemos
[ o0 wDig(w x Dap) du= [ fo ) wr(w)- v, du
- [ 5 v ay.
Q
Analogamente existem vizinhangas U, e Us de x tais que para w = w;, i = 2,3 a funcdo
(t,u) > t-w+ ¢(u)

€ um isomorfismo de |-8, [ X D — U; e se supp f C U; entdo

/ Df(x) - wdx = / FO () w).
Q 0Q

Se supp f c Uy N U; N Us, entdo

/ Df(x) dx = / £ v
Q 0Q

Para terminar a demonstracio do teorema notamos que  é fechado e limitado, e portanto existe
uma familia finita V = {Vj, ..., Vy} de abertas de R3 tais que Qc (U; Vi e a férmula do teorema
e valida para funcdes com suporte em V;, i = 1,...,N. Seja {¢;} uma particdo de unidade
subordinada V. Como f = }};¢;f, temos Df = >; D(¢;f) e supp(;f),supp(D(¢;f)) C V.
Assim deduzimos a validade da formula. O
1.7.2 Exemplo. Consideremos os abertos / = |0, 1[ c Re Q = I’ ¢ R®. O bordo d Q nio é uma
superficie. Temos
0Q=8SU---US¢

com vetor normal v(x, y, z)

51:{(1,y,z)€R3:0§y,zsl}, v(x,y,z) = (1,0,0),
So={(x,L,z) eR*:0<x,z< 1}, v(x,y,2) = (0, 1,0),
S3 = {(x,y, 1) e R3:0 <x,y< 1}, v(x,v,2) =(0,0,1),
Sy = {(O,y,z) eR*:0<y,z< 1}, v(x,y,z) = (-1,0,0),
S5:{(x,0,z)eR3 :0<x,z<1}, v(x,y,2) =(0,-1,0),

56:{(x,y,0)€R3:0$x,ys 1}, v(x,y,2) =(0,0,-1).




Teorema da Divergéncia de Gauss

Se f: R3 - Réuma funcéo diferencavel e ) = (1,0,0), e, = (0,1,0) ee3 = (0,0, 1), temos

/QVf(x)dx:/ol‘/OI/OI(g—ﬁ,g—]yc,g—i) dxdyd:
=Aiévﬂdﬁm@ﬂ—4ilvmmdm@ﬂ
+/0]/Olf(x,l,z)ezdxdz—/olLlf(x,o,z)ezdxdz
+/Olllf(x,y,1)e3 dxdy—/Ol/OIf(x,y,O)e3 dxdy

= [ fv+-+ | fv
S Se

- / f,y,2)-v(x,y,2)
0Q

Notamos que d  menos doze segmentos de reta € uma superficie.

Para muitas aplica¢des temos o seguinte teorema.

1.7.3 Teorema. Seja Q C R* um subconjunto aberto e limitado com bordo 9 Q. Se S ¢ 9 Q é
fechado e localmente uma subvariedade de dimensdo < 2 e se 3’ Q = d Q\ S € uma superficie com
um vetor normal exterior v, entao

[pr@ax=[ v ay,
Q Q
onde f: Q — R é uma funcio de classe C' tal que f e Df podem ser prolongadas a funcdes

continuas em Q.

1.8 Teorema da Divergéncia de Gauss

1.8.1 Definicéo. Seja U c R" aberto e seja f: U — R” uma funcio de classe C' a divergéncia de

fé
div f =tracoD f.

Parax = (xi,...,x,) € Ue f(x) = (fi(X), ..., fu(X)) temos

Para a base candnicae;,...,e,de R" e

15
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temos

divf=V- f=(V,f).

1.8.1 Nota. Para g: U — R uma funcio de classe C* definida num aberto U C R” temos um
campo vetorial Vg = Vg de classe C' e

. 8
divVg =(V,Vg) = —.
g =(V.Vg) ;:1 552
O operador
A=(V,V)=V.V= -
(V.V) o

i=1

chama-se o Operador de Laplace e Ag = div Vg chama-se a Laplaciana de g.

Agora seja Q ¢ R? um dominio regular e seja f: Q — R? uma funcio de classe C!. Vamos supor
ainda que f e D f podem ser prolongadas a fungdes continuas em Q. Parax € d Qe

fi(x) v1(x)
fx) =| LX) |, v(X) = | va(x)
f(x) v3(X)

temos
AX)vi(x) fi(x)v2(x) fi(x)v3(x)
FEvE) = LE)vi(x) HLX)v(x) HE)va(x) ]
H@vi(x) f3(x)r2(x) f3(x)v3(x)

Obtemos
trago f (x)v(x)" = (f(x),v(x)).

Pelo Definition 1.7.1 temos parai = 1,2, 3

of of of _ [,
/Q (a’a—y’a_z)(") dx = /6 A0 ) 0) dy.

Obtemos

[prwax=[ (r-v)way
Q 0Q

Aplicando o trago obtemos o teorema de Gauss.

1.8.2 Teorema. Para Q c R? um dominio regular e f: Q — R? uma funcio de classe C! tal que
f e Df podem ser prolongadas a fun¢des continuas em Q temos

/ div £ (%) dx = / £y (y) dy.
Q 0oQ

A fun¢do y — (f,v)(y) € a componente do campo vetorial f perpendicular a superficie d Q e
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chama-se o fluxo de f através de 0 Q.

1.8.3 Exemplo.

1. Para Q = {(x,y,2) : |(x,y,2)| < 1} e f(x,y,2) = (x,y,2) temos div f(x,y,z) =
v(x,y,z) = (x,y,7) e portanto (f,v) = 1. Assim obtemos

1 1
vol3(Q) = 3 / 3dx = 5‘/6 dy = drea de S°.
Q Q

2. Sejama > 0, Q = {(x,y,2) € R : |[(x,y,2)|| <aez>0}e f(x,y,2) = (xz%,x%y —
23,2xy + y%z). Temos 0 Q = S U S, com

Si={(x,y,2) eR:[[(x,y,2)=aez>0}, S={(x,,0) R :x*+y* <d’}.

div f = X2+ y2 + 22, v(x, v,0) = (0,0,-1) para (x,y,0) € S, e v(x,y,z) = (x,y,z)/a para
(x,y,2) € S1. Em §; temos (f, v) = —2xy. Temos

2r n/2
/lede—/ / / r2r? seny drdydo

_2r 4
-5
2n a
(f,v) dy:/ / —2r3cos @ - sen 6 drdf
Y
1 1 2r
= —§a4 3 —sen® 6 ; =0.

Aplicando o teorema de Gauss obtemos

2
(f.v)dy = =a°
S1 5

3. Consideremos o campo de Newton f(x) = definida para 0 # x € R. Calculemos

lIx ||3

1 x? 1 y? 1 Z

div f(x,y,z2) = -3 + -3 + -3 =0
I[P xS P )P

Portanto se Q ¢ R? é um dominio regular e 0 ¢ Q, entdo o fluxo de f através d Q é zero, ou
seja

/ (f,v)dy = 0.
0Q

Se 0 € Q entdo existe € > 0 com B.(0) C Q, e portanto Q \ B.(0) € um dominio regular que
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ndo contém a origem. Logo o fluxo de f através de 9 Q €

/<f,v>dy=/ (Fovy dy
0Q 0 Be(0)

X X
= —, — ) dx
/aB (0)<||X||3 €>
2r
:/ / — € Zseny dydo

2 Teorema de Stokes

2.1 Orientacao

Sejam vi = (vi1,va1,v31), V2 = (Vi2,Vv22,V32), V3 = (V13,V23,v33) € R? vetores linearmente indepen-
dentes. Dizemos que a base {vy, V2, v3} tem orientacdo positiva se

Vil V12 V13
det| va; vao vo3 | > 0.

V31 V32 V33

No caso contrdrio dizemos que a base tem orientacdo negativa.

Seja S ¢ R? uma superficie. Dizemos que S é orientdvel se existe um campo vetorial v: § — R3 tal
que v(p) € um normal unitdrio. Quando tal campo v existe dizemos que S € orientada por v ou v € uma
orientacdo de S. Seja v uma orientagio de S. Dizemos que uma parametrizagdo local ¢: D — S ¢ R?
tem orientacdo coerente com v, se para cada ponto u € D a base

{ (p(w)). (u) ( )}

de R? tem orientagdo positiva.

2.1.1 Nota. Se S ¢ R® é uma superficie ¢ v é uma orientacdo de S, entdo —v também é uma
orientacdo de S, e ¢: D — S é uma parametrizacao local que tem orienta¢ao coerente com v entao

{—v (o(u)). g—z<u>, 5—;;@)}

tem orientag¢do negativa.

2.1.1 Exemplo. Seja f: R* — R uma funcio de classe C' tal que para cada x € R® com f(x) =
temos V f(x) # (0,0,0). Segue que S = {X eR: f(x) = O} ¢ uma superficie e

V/f(x)

") = 9o
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€ uma orientacao de S.
Um exemplo mais especifico é f(x,y,z) = x> + y> + 22— 1. Temos Vf = 2(x,y,2) € se
X2+ y2 +72 = 1, entdo
v(x,y,2) = (x,9,2).
2.1.2 Exemplo. Seja g: R> — R uma funcio de classe C!. O gréfico de g

S={(x.y.2) eR :z=g(x,y)}
€ uma superficie orientada por

(—0g/0x,-0g[dy, 1)
(-0g/ox,—0g/dy, DI

dg 0g dg 9g
__7__91 = 1707_ Oa 1,_ )
(ax oy ) ( 6x)x( oy

e ¢(x,y) = (x,y,g(x,y)) € uma parametrizagio de S.

De facto, temos

2.2 Rotacional de um campo vetorial

Seja U c R? aberto e limitado e vamos supor que AU é uma unio disjunto de curvas simples, fechadas
e de classe C'. Seja v: U — R? o vetor norma unitario exterior, i.e., para cada ponto x € dU existe
§ > 0tal que x+6-v(x) € R?\ U. Seja F(x,y) = (P(x,y),Q(x,y)) um campo de classes C' em

U c R2. Escrevemos por
jlg F-dy
ou

o integral de linha com parametrizagdo y: I — 0U tal para cada t € I temos

Y @),Jv(y(1))y>0, J= ((1) _(1)),

ou seja {v(y(1)),y’(t)} é uma base de R> com orientagio positiva. Notamos a transformacio linear
J: R? = R? é uma rotacdo por 77/2 no sentido positivo, i.e., J(e;) = e, e J(e2) = —e; e detJ = 1.

2.2.1 Exemplo. Se U = {(x,y) : 1 <x?+ y? < 4}. Temos
AU = {(x,y): x> +y*=1ou4d}

t — 2(cost,sent),se) <t <2m et (cost,—sent),se3r <t < 5, éuma orientacdo positiva
de 0U.

2.2.2 Lema. Seja p € U com U C R? aberto e seja r > 0 com B,(p) C U. Para um campo
F = (P,0Q): U — R?de classe C! temos

. 1 00 oP
lim — F-dy = 2Z2(p) - Z(p).
rl—I}g) 7Tr2 ‘%{93 (p) 4 0x (p) 8y (p)
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Demonstracao. Pelo teorem de Green temos
0 oP
}5 F-a’yz// (—Q——) dxdy.
0B, (p) B.(p) \Ox 0y
Como P e Q sio de classe C', para qualquer € > 0 existe § > 0 tal que

0 0 0 0
- pi <6 = 200 - Lo~ (20 - i) <

Para ||x — p|| < ¢ obtemos

1 a0 oP BE! 00 oP 18 oP
2 fu (GGl (5 - 5e- (Fe- 550)
1 00 AP a0 AP
<55 [0~ 50~ (50 - 550 4

1
< —2// edx = €.
r= JJB,(p)

1 j; 00 oP
lim — F-dy = —=(p) - —(p).
2 fonw ) ox Dy P

Segue que

r—0 7y

O

2.2.3 Definic&o. Seja F(x, y,z) = (P(x,y,2),0(x,y,2), R(x,y,z)) um campo vetorial de classe
C! definindo num aberto V C R>. A rotacional de F é o campo vetorial

rotF = VXF = (R (x,y,2), R2(x,,2), R3(x, y, 2))

definido em V por
.1
Ri(p) = hm—z?; F-dy
r—0 rr 7
1
Ry(p) = lim —zj{ F-dy,
r—0 rr va
.1
R3(p) = hm—zjg F-dy;
r—0 rr ¥3
onde

y1(¢) = p + r(0,cost,sent)
Y2(t) = p + r(cost,0, —sent)
v3(t) = p +r(cost,sent,0).

dx

X
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Sendo D, = {(u,v) € R2: 2 +v2 < r2} e ¢1(u,v) =p+ (0,u,v), g2(u,v) =p+ (1,0,—-v) e
¢3(u,v) =p+ (u,v,0) temos

R

‘}ngl')’l:jg Qdu+Rdv:f/ (a——a—Q)dudv

Y1 oD, D, ou ov
%F-d72=‘74 Pdu—Rdv:// (—6—R—6—P) dudv

2 oD, D, ou ov

P

ng-d%:% Pdu+de:// (_a_Q_a_) dudv

Y3 aDr D, 6” av

Na parametrizacdo ¢; temos (x, y,z) = p + (u,0, —v) e portanto

oP oP
() = =S ().
Pelo definition 2.2.2 temos
0 0
Rip) = 5 (0) = Z2 ()
0 0
Ra(b) = 5-(p) - 52 (0)
0 0
Ra(p) = 520~ 5 (0

2.3 Teorema Integral de Stokes

Em Definition 1.6.1 definimos um dominio regular Q c R?. Notamos que também podemos dizer que
Q c R? é uma dominio regular se Q é aberto, dQ é uma curva e para cada x € 9Q e vetor v ¢ T,
existe uma parametrizacdo local ¢: I — dQ em x e ¢ > 0 tais que

) QNU=A{tv+¢(y):-0<t<0,ye D}ou
i) QNU ={tv+¢(y):0<t<d,ye D}.

Seja Q c R? um dominio regular com dQ limitado, e seja v: dQ — RZ o vetor normal unitdrio
exterior. Dizemos que uma parametrizacao local y: I — 0Q € positiva se paracadat € |

det (v oy y') () > 0.

[

2.3.1 Teorema (Green revisto). Seja Q ¢ R? um dominio regular limitado. Se F(x,y) =

Recordamos que

¢ a matriz que representa a rotagao por /2.
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(P(x,y),Q(x,y)) um campo vetorial definido num aberto U > Q, entio

yg Pdx+Qdy= [/(G—Q—a—P) dxdy.
0Q dy

Demonstracdo. Seja v: 0Q — R? o campo normal unitario exterior. O campo tangente
7: 0Q — R? é dado por T = Jv. Pelo teorema de Gauss obtemos

inde+Qdy = %SQ<F,T> = jig(F,JV)

(J’F V)

// div(J'F) dxdy.

Temos
JIF = O1y(P _ 0
-10/\0 -P
e
) 00 OP
divJ'F = = - —,
v ox Jy
Portanto

jlg Pdx+Qdy = //(a—Q—a—P) dxdy.
0Q

Vamos continuar de supor que © c R? é um dominio regular e Q ¢ limitado. Segue que o bordo

O

0€Q € uma unido disjunto de um nimero finito de curvas fechadas e simples. Sejau: I — 0 Q uma
parametrizacdo positiva. Consideremos uma func¢ao

¢0: Q- R}

de classe C? que é injetivae D¢(u, v) tem caracteristica 2 paracada (u, v) € Q. Portanto X = ¢(Q) c R?
¢ uma superficie. O vetores D1¢(u,v), Do@(u,v) € Ty(,,)Z sdo linearmente independentes, e

Dyg(u,v) X Dap(u,v)
ID1¢(u,v) X Dagp(u, v)|

v(p(u,v)) =

¢ um campo normal unitdrio de £. A fung¢do ¢ ou: I — 0 X € uma parametrizacdo de JX. Temos os
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campos seguintes:

Du Du
ToQ = = ,
1Du]  w,
_ Dytyga  D(pou)
Tgy = = )
IDeTaall Wpou

2.3.2 Teorema (Stokes). Se F: ¥ — R3 é um campo vetorial de classe C', entdo

/2<r0tF,v) = inZ(F,T).

Demonstracao. Usando a parametrizacdo ¢ ou: I — 9% temos

f (F.7) = / (F( 0 ). 7( 0 0)) wgon d
> 1
=/I<F<goou),D<<,oou)> dr
- 7§1 (F(g o w), D(¢)7(w)w, di
- jf (D(¢)'F( o ), T(w)
0Q
- // div(J'D(0)'F o @) dudv.
Q

Sendo F(X, y’ Z) = (P’ Q’R)’ QD(M,V) = (xa y’ Z)’ Du‘;o = (-xu’ )’u’ Zu) € DV(,D = (xV’ y\/, Zv) Obtemos

P
JIDSDZF: 01 . Xu yu Zu . Q
-10 Xy Yv 2y R

| Pxy+Qy,+ Rz,
_qu _Qyu _RZu '

23
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Portanto
. t t 9 9
div(J'D¢'F) = ™ (Px, + Qyy + Rz,) — Em (Pxy + Qyu + Rzy)
_op _oP 00 990 _OR _OR
S out v auyv (9vy” aqu (9vzu
oP oP
= —(YuXy = YoXu) + ——(2uXy — ZyX0) +
dy 0z
0 0
a_Q(xuyv - XyYu) + _Q(Zuyv - Zv}’u)"'
X 0z
OR OR
a_(xuzv - xvzu) + _(yuzv - yvzu)
X dy
OR 00 oP OR
= ((9_)7 - (9_2) : (yqu - vau) + (a_z - a) : (Zuxv - vau)‘l'
a0 ory
8_)( ay ‘xuyV ‘xvyu
= (rotF(¢), D,¢ X D, ).
Portanto

az(F, T) = [/Q(rotF(cp), D,¢ X D,¢) dudv

- //Q (F (), v(¢))wy dud

- [®n.

Notamos que em geral uma superficie pode ndo ter uma parametrizacdo global, mas ainda pode

O

aplicar o teorema de Stokes se é possivel decompor uma superficie ¥ ¢ R? com bordo d ¥ numa unifo

finita
21U UXy =2

em que cada X; tem uma parametriza¢do e as parametrizagdes de superficies com bordos em comum
sdo compativeis. Notamos superficies com essa propriedade sdo orientaveis. Voltaremos a este topico

em § 2.4.
/(rotF, V)
by

2.3.3 Exemplo. Calcule
x2+y2+22)

onde F(x,y,z) = (xz + y3 cos z,x3ez,xyze

2:{(x,y,z):x2+y2+2(z—1)2:66220}
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e v € o vetor normal exterior do dominio
Q= {(x,y,z) X2+ 2 +2(z-1)? <6ez>0}.

A superficie X tem o bordo
0 = {(x,y,O) xr 4y = 4},

e uma parametrizacdo de d £ que é compativel com a orientacdo do vetor normal v € y(t) =
(2cost,2sent,0). Aplicando o teorema de Stokes obtemos

/(rot F,v) = (F, 7).
p) 4%

Temos
Foy(t) -y (t) =F(2cost,2sent,0) - (—2sent,2cost,0)
= 16(cos* r — sen* 1) = 16(cos® ¢ — sen’ 1) (cos’ t + sen? 1)
= 16cos(21).
Logo

2r
/(rotF, vy = 16/ cos(2t) dt = 0.
p) 0
2.3.4 Exemplo. Seja P o plano em R? definido por x + y + z = 1 e seja
> ={(x,y.2) € P:x,y,2>0}.

Calculo

(F,7)
0z

onde F(x,y,z) = (xy,yz,zx) e a orientagdo de d X € compativel com o vetor normal unitario
v=(1,1,1)/V3 de =.

Temos

—x-y—-z 1

V3 V3

poisx+y+z=1emZX. SejaD = {(x,y) € R> : x,y > 0e x+y < 1}. Temos uma parametrizacio

rotF = (-y, -z, —x), (rotF,v) =

e:D—Z, ¢y =xyl-x-y)

e wy(x,y) = V3. Obtemos

jiz(F, T) = /Z(rotF, V)

/ ! wwdd areade D !
= _ = — —_— xy:— = ——.
s V3 D V3 2
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2.4 Potencias Vetor

Seja U C R? aberto. Recordamos que um campo vetorial F: U — R? continua chama-se conservativa
se para quaisquer pontos x, y € U e quaisquer caminhos @, 8: [0, 1] — U de classe C' com x = (0) =

B(0)ey=a(l)=p(1) temos
F, T - F, T).

2.4.1 Definigdo. Seja U c R3 aberto e seja F: U — R? um campo continuo. Dizemos que um
campo H: U — R3 é um potencial vetor para F se

F =rotH,

e dizemos que F € solenoidal se para cada superficie £ C U fechada e orientavel temos

0=/2<F,v>,

onde v: £ — R’ é um vetor normal unitério.

Notamos que pelo teorema de Gauss um campo vetorial F € solenoidal se € s6 se divF = 0.
Dizemos que F: U — R? & irrotacional se rot F = 0.

Notamos que se F(x, y, 2) = (fi(x,y,2), f2(x,y,2), f3(x,y,z)) entdo

rotF = (D2 f3 — D3 f>, D3 fi — D1 f3, D1 f> — D2f1)

e portanto F € irrotacional se e sé se

D;f; = D, f..

Se H é de classe C? entio
divrot(H) = 0.

Portanto, se F: U — R? é de classe C! uma condigio necessaria para F = rot H é divF = 0.

Recordamos que um aberto U C R" chama-se em estrela se existe um ponto p € U tal que para
cadax e Uosegmento {(1 —t)p+tx:0<t<1} cU.

2.4.2 Proposicéo. Seja U c R aberto e em estrela.

i) Se F: U — R3édeclasse C! e divF = 0, entio existe um campo H: U — R? tal que

F=rotH=VXxH.

ii) Se F € irrotacional entdo existe um campo ¢: U — R tal que

F =Vop.
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2.4.1 Nota. Notamos que se rot H; = rot H, entdo rot(H; — Hy) = 0. Logo, localmente H; =
H,; + V()D.

Demonstragdo. Seja U C R um aberto e em estrela. Vamos supor que para cada ponto p € U
osegmentot —t-pelUcom(0<t<1.

i) F: U — R? é um campo e divF = 0 definimos

1
H(x,y,2) = / F(tx,ty,tz) X (tx,ty,tz) dt.
0
Seja F = (f1, f>, f3). Usando divF = (D, f1 + D2f> + D3 f3)(x,y,z) = 0 obtemos

rot(F(ix, 1y, 12) X (tx,ty,tz)) = t(D2(y fi — xf2) — D3(x f3 — 2/1),
D3(zfa—yf3) = D1(yfi — xf2),
Di(xf3 —zf1) = Dazfo — yf3))

d
= 21F(tx, ty,1z) + EF(UC’ ty,tz) - (x,y,2)

d
= (t*F(1x, 1y, 12)).

Logo

1
d
rotH(x,y’ Z) = / E(Z-ZF(DC, ly,lZ)) dt = F(X,y’ Z).
0
ii) Se F(x, y,z) = (fi, f2, f3) € irrotacional, entdo a matriz Jocabiana

af,-)

6xj

DF - |

é simétrica, e portanto DF = (DF)’. Consideremos as fungdes

k(t,x,y,2) = (F(tx,ty,tz), (x,y,2)) = filtx,ty, t2)x + fo(tx, ty, t2)y + f3(tx,ty, tz)z

1
cp(x,y,z):/ k(t,x,y,z)dt.
0
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Temos

0k

— = filtx, ty, t2)+

ox

Dy fi(tx,ty, t2)tx + Dy fo(tx, ty, t2)ty + Dy f3(tx, ty, tz)tz

0k 0k 0Ok
—,—,— | = tDF(tx,ty, tz)" (x,y, z) + F(tx, ty, t2)
ox dy 0z

=tDF(tx,ty,tz)(x,y,z) + F(tx,ty, 1z)

dF
=t— +F(tx, ty,t
7 (tx,ty,1z)

d
= E(IF)

1
Vo(x,y,z) = / Vk(t,x,y,z)dt
0

1

d
= —(tF) dt
/Od# )

=F(x,y,2).

O

2.4.3 Exemplo. Seja F: R> — R3 o campo definido por F(x, y,z) = (y,z,x). ComodivF =0 e
R3 é um conjunto em estrela, existe um campo G(x, y, z) tal que rotG = F. Sendo G(x,y,z) =
(g1, &2, g3) temos de resolver o sistema

_ 08 08
Y oy 0z
_ 98108
0z ox
_582 081
X=— - —
ox 0Oy

Para simplificar o sistema podemos supor que g1, g ou g3 € a funcdo nula. De facto, se G(x, y,z) =
(g1, 82, g3) satisfaz V x G = F entido o campo H: R? — R? definido por H(x, y, z) = (g1, h2, h3)
com

X
g1
ha(x,y,z) = / ai(t,y, z) dt
o 0y
X
g
h3(x,y,2) = / ai(t,y, z) dt
0 Z
satisfaz V X H = 0 e portanto existe uma funcdo ¢ com V¢ = H. Logo

(G-H)(x,v,2) =(0,g0 — hp,g3—h3) e rot(G-—H)=F.
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Assim temos resolver

y_ay 0z
ox

L2095
ox

Obtemos

x2
g, y,2) == +¢(y,2)

2
g3(x,y,z) = —XZ'Hﬁ(}’,Z)
_W 9y
Y= dy 0z’

Logo ¥ (y,z) = y*/2 e ¢(y,z) = 0 sdo solucdes e

xZ yZ
G(X,y, Z) = (O’ ?9 7 _XZ)

satisfaz V X G = (y, z, x) e qualquer potencial vetor de F é da forma

oy 0 20 2
v oy x _’m__xz):cm

H =|—=
(x,2) (Gx’ay 270z 2

29
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PARTE II

Equacoes Diferenciais Ordinarias

3 Equacoes diferenciais da primeira ordem

Em geral, designa-se por / um intervalo aberto de R, o conjunto dos nimeros reais. Portanto I = |a, b|
com—-oco<a<b<ooetelseesdsea <t <b. Usamos a palavra regido para um subconjunto
conexo de R”, com n > 0 um inteiro.

Seja f: ]a,b[ — R uma funcio de classe C* com a e b finitos. Se a derivada de ordem k a
direita de f existe em a e é continua 2 direita em a entdo dizemos que f é de classe C* em [a, b].
Analogamente, se a derivada a esquerda de ordem k existe em b e € continua a esquerda em b dizemos
que f é de classe C* em ]a, b].

Escrevemos o logaritmo natural de |z| por log |f|,com 0 #f € R.

Vamos estudar agora o seguinte:

Problema. Seja D ¢ R? uma regido e seja f: D — R uma fungiio continua. Determine uma
fungio ¢ de classe C! definida num intervalo I c R tal que

(t,9(t)) €D paracadat € I; (3.1)
de _
dt

Equacdo (3.2) chama-se equacdo diferencial ordindria de primeira ordem (Epo). Notamos que

f(t, (1)) paracadart € I. (3.2)

uma Epo muitas solug¢des. Por exemplo, o problema

f(t,x)=t, com (t,x) € D = R%;

dy
— =t
dt

tem, para cada nimero real ¢, uma solugao

1
(1) = Etz +c

que € vdlida para t em qualquer intervalo / C R. Mas, existe uma e s6 uma solu¢dao em qualquer intervalo
aberto I que contém 1 € R e satisfaz a condi¢do ¢(1) = 1, nomeadamente ¢1/>(t) = (> +1)/2.

3.1 Problema de valor inicial
Para estudar unicidade de solucdes de equagdes diferenciais temos de adicionar uma condi¢do inicial.

Problema (de valor inicial pvi). Seja D ¢ R? uma regido, (7,£) € D umpontoe f: D — R uma
fungdo continua. Determine uma fungio ¢ de classe C' definida num intervalo I c R, que contém
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7, tal que
(t,(1)) € D, paracadat € [; (3.3)
CCIZ—(’: = f(t, ¢(z)), paracadat € [; (3.4)
p(1) =¢. (3.5)

Quando existem um intervalo / e uma fun¢do ¢: I — R tais que equagdes (3.3) a (3.5) s@o vélidas,
dizemos que o pvI tem uma solugdo.

3.2 Equacodes Diferenciais Lineares da Primeira Ordem

Uma equacao diferencial da primeira ordem

x'= f(t,x)

chama-se linear se existem funcdes p e g, dependentes apenas de z, tais que

f(t,x) = p()x +g(1).

Assim, uma equacdo linear da primeira ordem escreve-se na forma

x' = p(H)x + g(1).
Quando g(t) = 0, a equacdo diz-se homogénea.

3.2.1 Teorema. Seja I # (. Se p,g: I — R sdo funcdes continuas e 7 € I, entdo para qualquer
¢ € R, o problema de valor inicial

X =px+g@), x(1)=§,
tem uma e uma so6 solucao definida em /.

Demonstracao. Fixemos 7 € [ e definamos

P(t)=/ p(s)ds.

A funcdo
p(t) = et
é de classe C! e satisfaz
p (1) = =p@O)u().
Multiplicando a equacao
x'=p()x +g(1)
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por u(t), obtemos
p()x' (1) = p(O)u()x(t) = u()g (1),
isto €,
 (u(a)x(0) = u(z(0)

Integrando entre 7 e t, segue que

H(0)x(0) - p(o)x(r) = / u(s)g(s) ds.

Como u(r) = 1ex(t) =&, obtemos
x(r) = eP® (f + /.t e PO g(s) ds) )

Esta férmula define uma solucdo em todo o intervalo /.
Para provar a unicidade, sejam x; e x, duas solucdes do mesmo problema de valor inicial. Entdo
u = x1 — xp satisfaz

u' = p(t)u, u(t) =0.

Multiplicando por u(?), temos
d
— t 1)) =0.
()
Logo u(t)u(t) = u(t)u(r) = 0, e portanto u(¢) = 0 paratodo ¢ € I. Assim, a solugdo € inica. O

3.2.2 Exemplo. Determine a soluc¢do geral da equacao
X' =2x+4 -1,

e determinar a solucdo do problema de valor inicial x(0) = a.
A fungdo f(t,x) = 2x + 4 — ¢ € linear na variavel x. Escrevendo

ft,x)=pt)x+g(t) =2-x+4 -1t

obtemos que a equagdo homogénea é x” = 2x. A solugdo geral da equagdo homogénea é

xn(t) = Ke?.
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Um fator integrante é e~>'. Temos

% (e_ZIx) =e H(4-1)

t
e x / e S(4—-s)ds+C

t—4 1 [
5 €—2r_§/ e Pds+C

= e_2’2t4—_7 +C sendoC =0

_2t—7
4

Xp

Logo a solugdo geral é
2t =17
x=Ke? +

Para determinar a solugdo que satisfaz x(0) = a temos

a—KeO—z—K—z
B 44
Logo
7 2t =77
x(t) = (a+1) e2t+T.

3.2.3 Exemplo. Resolva tx’ —x = t>¢~!, t > 0, e estude o comportamento de x(¢) quando t — +co.
A equacdo € linear, e temos

1 _
x':;x+te r

A equacio homogénea é x’ = x/t e a solucio geral é x,(¢) = K - t. Um fator integrante é t~!. Logo

i()_C) _Xt-x
dt\t) 2
:e_t
__4
dt
)—C:c—e_t
t
x(t)=(c—e") -1

1

Se a condigdo inicial é x(1) = 1, entdo a solugdo é x(1) = (1+e™ ' —e™) -1, e

lim x(r) - (e '+ 1)t =0.

Em geral,

x(t) =ct —te™".
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Assim,
lim x(z)

t—+00
existe e é finito apenas no caso ¢ = 0, situagdo em que o limite é 0. Se ¢ > 0, entdo x(t) — +oo;
se ¢ < 0, entdo x(t) — —oo.

3.3 Existéncia e Unicidade de Solucées de Equacdées Nao Lineares

No exemplo seguinte a equacao diferencial é ndo linear e tem solugdes que podem explodir, lim;_,, |x(¢)| =
oo coma € R.

3.3.1 Exemplo. Consideramos o problema de valor inicial
r _ 2 _
x'=x%, x(0)=¢&.

Se & = 0, entdo a funcdo constante ¢(7) = 0 é uma solucdo, e se & # 0, entdo a funcio

o) =2 el

1-é&t

onde ] = |-oo0,1/&[seé>0el =]1/&, +oo[ se ¢ <0 € uma solugdo.
Para resolver a equag@o notamos que

X :x2
X
X
_da_d
dt dt
xl=c—t
) = —
x(0) = —
1
x(0) = —.
c

No préximo exemplo, a solucdo do problema de valor inicial nao € Unica.

3.3.2 Exemplo. O problema de valor inicial
x' = 3x%3, x(0) =0,

tem mais de uma solu¢do. Nomeadamente,

x(=0 e x(t)=r.
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Temos
x 2By =3
d ip3
el =1
dtx
MB=r+e

x(7) = (1 + ¢)°.

A separagdo de varidveis abaixo € vélida apenas em intervalos onde x(7) # 0. A solugdo nula

2/3

mostra precisamente que a divisdo por x“/° ndo pode ser feita globalmente sem perder solugdes.

Para obter unicidade de solu¢des de um problema de valor inicial vamos exigir a condicdo de
Lipschitz.

3.3.3 Definicdo. Seja f uma funcio continua numa regidio D C R?. Se existe uma constante k > 0
tal que para quaisquer pontos (z,x;), (z,x3) € D

|f(2,x1) = f(t,x2)| < k|x1 —x2

dizemos que f satisfaz a condi¢do de Lipschitz em relagdo a x.

Dizemos que f € localmente Lipschitz em x quando, para cada compacto C C D, existe uma
constante K¢ > 0 tal que

| f(t,x1) = f(t,x2)] < Kclx1 — x2]

sempre que (,x1), (t,x3) € C.

Notamos que se g: [a, b] — R é uma funcio de classe C' existe a < x < b tal que

g(b) —g(a) = g'(x)(b - a).

Uma regido D chama-se convexa quando para dois pontos p,q € D o segmento tp + (1 —t)g € D para
0 <t < 1. Seuma regidio D c R> é convexae f: D — R é uma funcio tal que % existe, continua e
limitada em D, entdo f satisfaz a condicao de Lipschitz.

3.3.1 Equacao integral

Se ¢ € uma solucdo, definida num intervalo /, do problema de valor inicial

x'=ftx), x(1)=¢,
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entdo para t € I temos

o(1) =&
¢'(1) = f(t. o)
td t
/T d—fds :/T f (s, @(s)) ds (3.6)

o) =E+ / £ (5. 9(s)) ds

A equacdo na dltima alinea em (3.6) chama-se equacdo integral. Por outro lado, se ¢ é uma funcdo que
satisfaz a equacdo integral, entdo ¢(7) =& e

dp
i £z, ().

Obtemos uma correspondéncia entre solucdes do problema de valor inicial e solugdes da equagdo
integral.

3.3.2 Iteradas de Picard

Consideramos agora uma sucessdo de fungdes {¢, }, , com a propriedade que o limite lim, 0 @5 = ¢
€ uma solucao de pvi

xX'=ftx), x(r)=&

onde f € uma fungdo continua numa regido D, localmente Lipschitz em x no conjunto D e (7,¢&) € D.
Definimos as iteradas de Picard por

@o(t) = &;
¢1<r>=§+/ £(5.€) ds

or(1) = & + / F(s.¢1(5)) ds

on(l) = £ + / F(5, nor (5)) ds

3.3.4 Lema. Seja f uma funcio continua definida numa regido D e seja (7,&) € D. Se o retangulo
compacto
R={(t,%): |t —7| <a,lx - €| < b} C D,

entio para

M > max{lf(t,x)l :(t,x) € R}
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e @ = min{a, b/M}. As iteradas de Picard

‘Pn(t) :§+/ f(S, (,Dn_l(s)) ds

estdo bem definidas no intervalo = |t —a, 7+ af e

lon(t,x) —&| < M|t —1|<b, tel.

/T Fls.8) ds
< /Ttlf(s,ﬂl |ds]

<M|t—1|<Ma<b.

Demonstracao. Temos

€= p1(1)] =

Portanto 7 € I implica que (¢, ¢1(7)) € R. Sejan > 1. Por indugdo temos ¢ € I implica que
(1, on(1)) €Re

/ F(5, 0n(s)) ds

t
< / 1 (5. en(s))] Ids]
<M|t—7| < Ma < b.

|§ - 90n+1(t)| =

Agora podemos mostrar a existéncia local de solu¢des do problema de valor inicial.

3.3.5 Teorema (Teorema de Picard-Lindel6f (existéncia local)). Se f e df/dx sdo continuas
numa regido D (ou mais geral se f é continua e localmente Lipschitz em relacdo a varidvel x),
entdo para cada ponto (7,&) € D as iteradas de Picard

t
o) =€+ [ Fs.0m1(9)
T
convergem num intervalo / de T a uma solu¢do do problema de valor inicial

x'=f@t,x), x(1)=¢.

Demonstracdao. Usamos os valores a, b, M e @ e o subconjunto R ¢ D do Lema 3.3.4, e seja
K > 0 tal que para (¢,x1), (¢,x2) € R temos

|f(t,x1) = f(t,x2)] < K|x1 —x2].
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Podemos €SscCrever
@n(t) = E+ (@1(t) =€) + - + (@a(t) = @u1 (1))
n—1
=&+ Z(‘Pkﬂ(l) 10)
k=0

t

loest (D) = = | [ f(s.0k(8)) = f (5, pr-1(5)) ds

< / tlf(s, 0r(5)) = f (5, 0x-1(5))| Ids]
sK/T[m(s) ~ 1 ()] lds.
Parak =0,k =1ek > 1 temos
$1(1) — €] < Mt -
62(t) - 1 (1)] < K/T’ 61(s) — €1 1ds]
SMK/tls—Tlldsl

K
< It —7)?

2

lor (1) — pr-1(2)| <

Assim obtemos
len ()] < [¢] + Z|¢k+1<t> ex(1)]

k
< el + Z (Ka)

S|§|+E(6K“—l).

Pelo teorema de Weierstrass a serie €]+, ¢« (f) —¢r-1(t)| converge uniformemente, e portanto
a sucessio {g, (1)} converge uniformemente a uma funcio ¢(z) definida e continua em 1.
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Para |t — 7| < a temos

oo

Z @i (1) = o1 (1)
k=

(KCL’)k+1
K Z (k +1)!
M (Ka)"+1 (Ka)k
K (n+1)! Z

_ M(Ka)rwl eKa'
K (n+1)!

lp(t) = n(t)| =

Portanto

[ 06 = Fls.gatsn) ds

< [ (0o = F(s.n(9)] 1as

<K / lo(s) = u(s)]1ds]

< gM K™ K|t _ 7|
K (n+1)!
(Ka,)n+1 Ko

n+ 1) ¢

n+l
Como a, M e K sdo constantes, segue-se que lim,,_,co M ((K(i)l), eX?q = 0, e portanto

p(1) = i @, (1)

tim e+ [ 7l g0mi(0))
§+/ f(s,0(s)) ds

Logo x = ¢(t) € uma solucdo do problema de valor inicial

xX'=f(x), x(r)=¢

3.3.3 Unicidade de solucoes de pvi

Agora vamos mostrar que o problema de valor inicial

= ), x(r)=¢

tem uma solucao unica quando f € continua e localmente Lipschitz em x.
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3.3.6 Lema (Desigualdade de Gronwall). Se f(z) e g(¢) sdao fungdes ndo negativas em |[a, b],
L > 0 é uma constante e

f(t)§L+/tf(s)g(s)ds, paraa <t < b;

entao

t
f(t) < Lexp [/ g(s) ds] , paraa<t<b.
Demonstracédo. Consideramos a func¢do
t
h(t) =L+ / f(s)g(s)ds.
a
Temos h(a) = L,0< f(t) < h(t) e

(1) = f(t)g(t) < h(t)g(t), paraa <t < b.

Sendo .
(1) = exp [— / ¢(s) ds]
obtemos J
T [h(D)u(0)] = B (O)u(r) + h(t)p' (1) = p(e) [I' (1) = h(1)g(1)] < 0.
Portanto

/ %[h(s),u(S)] ds = h(D)u(r) = L <0
h(t) < L/u(1)

f(t) < h(t) < Lexp [/tg(s)ds] , paraa<t<b.

O

3.3.7 Teorema (Unicidade). Para uma func¢io continua f(z,x) que é localmente Lipschitz em x o
problema de valor inicial

x'=f(1,x), x(7)=¢,

tem uma solucdo tnica definida em |7 — €, T + €[ para algum € > 0.

Demonstracado. Sejam ¢(1) e ¥ () solugdes do pvidefinidasem |7 —€,7+€[. Parat <t <7T+¢€

temos ]

o(f) = £+ / Flsoo(9)ds. wit)=é+ / Flsw(s)) ds.
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e portanto

lo(r) —u(1)| < / £ (5. 0(5)) — £(s.0:())| 1ds]
<& [ fots) - u(o)ds

Pela desigualdade de Gronwall temos |¢(t) — ¢ (t)| < Oparat <t <7+ €. Logo ¢(f) = ¥ (t) em
[T, 7+ €.
Para mostrar que ¢(7) = ¥(t) em |7 — €, 7] definimos

o(t) = p(27 - 1)
(1) =y (27 —1)

f(t,x) =—=f(21t —t,x).

Temos f € continua e localmente Lipschitz em x.

@ (1) =¢' 2Tt -1)(-1)
=—f(2r = 1,927 1))
= f(t. 8(n)

W' (1) =y’ 2t —1)(-1)

=—f(2r -1,y (27 — 1))

= f(t.u(1)
P(1) = p(1) = ¢
U(r) = ¢(1) = £

Logo @(f) = ¢ (f) paraT <t < T + €, ou seja para 0 < § < € temos
9(t=8) = p(r+06) = Y(1+6) =¥ (r = 9).

Obtemos que ¢(f) = Y(t) parat — € <t < T + €. O

3.3.4 Prolongamento de solu¢ées a intervalos maximos

O teorema de Picard-Lindelof §3.3.2 Teorema 3.3.5 garante que o problema de valor inicial existe
localmente. Além disso Definition 3.3.7 implica num intervalo de 7 a solucdo € tinica. Agora vamos

estudar solugdes globais.

3.3.8 Definicao. Seja
x'=f(t,x), x(r)=¢& (3.7

um problema de valor inicial, e seja ¢(¢) uma solu¢do definida num intervalo aberto I = |a, b|,
a < 1 < b. Dizemos que ¢ € um prolongamento de ¢ quando ¢ € uma solugdo de (3.7) definida
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num intervalo / > I e ¢ = @|;.

3.3.1 Nota. Recordamos que se 0 # I = ]a, b[ e I é um intervalo tal que I c [ entdo [ = Ja, B[
coma<a<b<p.

3.3.9 Lema. Seja f(¢,x) uma funcdo continua e localmente Lipschitz em x numa regiio D c R?
eseja® = {¢,}, coma € A # 0, um conjunto de solucdes do pvi

X' =fx), x(1)=¢&

onde ¢, € definida no intervalo /,. Se para @, 5 € A tem-se

wa(t) = @p(t) Vtel,Nlg,

entdo existe uma solucao unica ¢ definida em I = U, 1, tal que ¢ é um prolongamento de ¢, para

cada o € A.

Demonstracdao. Seja I = U,l,. Se I, = lag, by[, entdo I = Ja,b|[ com a = inf,{a,} e
b = sup,{by}. Definimos ¢: I — R na forma seguinte. Para cadat € [ existe « € A com? € I,.
Definimos ¢(f) = ¢,(t). Notamos que se ¢ € I, N I, e portanto ¢, (t) = ¢g(t). Obtemos que ¢ é
bem definida.

Para ver que ¢ é uma solucao, seja ¢ty € I. Escolhemos a € A tal que ¢ty € I,. Como [, € aberto,
existe uma vizinhanca J de # contida em I,. Em J temos ¢ = ¢,; logo ¢ é de classe C' em #( e
satisfaz

¢'(to) = f(t0, ¢(t0)).
Como 1y € arbitrdrio, ¢ € solugdo em 1.
O
3.3.2 Nota. Notamos que se o conjunto @ de Lema 3.3.9 € o conjunto de todas as solu¢des do pvi,

entdo qualquer solugdo € a restricdo da solug¢do dada pelo lema.

3.3.10 Exemplo. Consideremos a equagdo diferencial

2
, I -x

* s (1-1)x

O dominio da fungdo f(#,x) = (1 —x?)/((1-1)x) é
D:{(t,x)eRz:tilex;tO}.

Vamos ver mais tarde que temos uma familia de solu¢des definidas implicitamente por

1=x?+K(1-1)>
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Por exemplo, dado a condi¢@o inicial x(0) = & > 0, temos

x =1+ (E2=1)(1-1)2

No caso que & > 1 temos duas solucdes

e1(H) = V1 +(£2-1)(1-1)?
o) - {\/1 +(E2-D(1 -0 t<1;

t>1.

b

definidas em intervalos que ndo cruzam a reta ¢t = 1, enquanto solu¢des da equagdo original
{teR:pi(t) =¢a(t)} =]-0,1] #R.

Temos também
lirrllf(t, ¢i()) =0, parai=1,2.
—

O seguinte lema € uma generalizagdo deste exemplo.

3.3.11 Lema. Seja f (¢, x) uma fungdo continuaem D c R2.

i) Se ¢ € uma solugdo definida em Ja, b[ do pvi (3.7) e se
{(t, (1)) :a<t<b} cCcD,

com C fechado e limitado, entdo ¢ pode ser prolongada a uma solucdo definida em [a, b].

ii) Se ¢ € uma solucdo definida em [a, b] do pv1 (3.7), e se ¥ é uma funcio definida em [b, c]
tal que ¥’ = f(t,¢) e (b) = Yy (b), entdo

{cp(t), a<t<b;
u(t) =
u(t), b<t<cy

¢ uma solugdo do pvi (3.7) definida em [a, c].

Demonstracao. (i) O conjunto C € fechado e limitado, e f é continua em C. Portanto |f| é
limitadoem C. Seja M > Otal que | f| < M em C. Temos |¢’| < M, e portanto ¢ € uniformemente
continua em |a, b[. Logo
a = lim ¢(1), B = lim (1)
t—a* t—b~

existem. Definimos ¢(a) = @ e ¢(b) = B. A fungdo f (¢, ¢(¢)) é continua em [a, b] e

(p(t):§+/tf(s,(,o(s))ds, a<t<b.
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Os limites quando t — a* e t — b~ ambos existem e os limites laterais das derivadas em a e b
coincidem com os valores dados pela equagio integral, logo ¢ é de classe C' em [a, b].

(i1) Como a derivada a direita e a esquerda da fun¢c@o u no ponto b existem e ambos sdo igual a
£ (b, @(b)), segue-se que u é uma solugao. m

3.3.12 Teorema. Seja (¢, x) uma funcio continua em D C R? e localmente Lipschitz em x. Para
(1,€) € D o problema de valor inicial

x'=f@t,x), x(1)=¢

tem uma solucdo que pode ser prolongada a um intervalo maximo |a, b[ com —c0o < a <7< b <
+00 de tal maneira que quando ¢t — a out — b se tem, ou

D) [[(e.x(@)]] = oo
ii) (¢,x(r)) tende para a fronteira de D.

3.3.3 Nota. Notamos que nos casos que a ou b sdo finitos e quando t — a out — b se tem
|x(¢)| — oo dizemos que a solugdo explode.
Por exemplo, a solu¢do do problema

X =x% x(-1)=1;

é x = —1/t. O dominio D da funcio f(z,x) = x> é D = R?, e o intervalo méaximo da solugio é

]—00,0[. A solucido explode quandot — 0~.
3.3.5 Dependéncia das Condicdes Iniciais

A solugdo de x” = f(t,x), x(1) = ¢ depende continuamente do ponto (7, ¢). Por exemplo, a solugdo da
equacao linear
x' =2tx, x(1)=¢&

2 ~ .
T € uma funcgdo continuaemt, 7 e £.

Ex=¢gel'"
O teorema seguinte dizemos que se ¢(7) e Y¥(t) sdo solugdes de x" = f(t,x) e |(,0(T) - w(r)| é

pequeno, entdo num intervalo de 7 a varia¢do do valor |go(t) - ¢(t)| ainda é pequeno.

3.3.13 Teorema. Seja f(¢,x) uma funcdo continua e localmente Lipschitz em x numa regido
D c R%. Se ¢(t) é a solugdo de x’ = f(t,x) que satisfaz x(71) = &; e ¢2(¢) é a solucio que
satisfaz x (1) = &, e ambos fung¢do estdo num intervalo / = |a, b[ com 71, 7» € I, entdo para cada
€ > 0 existe 6 > 0 com a propriedade

It —m| <delér—&l <6 = |p1(t) —pa(t)| <€ paracadat € I.
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Demonstragao. Temos

o1 (1) — a1 = £1 — 2+ / F(s.p1(s)) ds + / £ (5. 01(5)) = £ (5. ga(s))] ds

T1

/ CF(s.1(s)) ds

Tl

01(0) — @2(0)] < Jé1 — &) + + / (£ (s, 01()) = £ (s 02(5))] ds

]

t
<1 - & + Ml - 2] + K/ l01(5) = @a(5)] 1ds]
)

para [T — 1| < d e | — &] < I, entdo

t
<(M+1)6 +/ lo1(s) — @a(s)|ds, parat, <t.
£9)
Pelo Definition 3.3.6 temos

lo1(t) — @a(t)] < (M + 1)6exp[/ de] = (M + 1)6exp[K(t -1)].

T2

Como t — ) < b — a obtemos
l01() = @2(1)] < (M + 1)5e* =
Dado € > 0 podemos escolher 0 < § < ee X~ /(M + 1) para obter

lo1(2) = @2(1)] <e.

3.3.6 Comparacao de Solucoes

H4 muitas equagdes diferenciais que nao conseguimos resolver explicitamente. Por exemplo,

X = +x% x(0)=1.

45

(3.8)

Mas podemos obter informacao qualitativa relevante sobre solucdes por uma comparacdo a uma

solu¢do de uma equacao mais simples. No caso da equacdo acima temos
0<x? < +x%

A solugio da equagio x” = x%, x(0) = 1

o) =
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Sendo x(7) a solucdo de equagdo (3.8), o estudo de declive implica que para 0 < ¢ temos
1
< 1),
= =0

e portanto a solucdo x(¢) explode.

3.3.14 Lema. Se ¢(¢) é uma funcdo de classe C! e satisfaz a desigualdade
o' (t) < Ko(t), a<t<b,

onde K € uma constante, entao

o(t) < @(a)eX9  a<r<b.

Demonstracdo. Temos

02> ¢'(1) - Ko(1)

0 (/1) - Ko(0) = (M p(0)

0> /al %(e_ngo(s)) ds = e Klp(1) — e X (a)

p(a)eX > o(1).

O

3.3.15 Lema. Seja f(z,x) uma funcdo continua e localmente Lipschitz em x. Se y(7) é uma
solugdo de x’ = f(t,x) parat > a e ¢(t) é uma funcio de classe C! que satisfaz

¢'(t) < f(te(r), t>a;

e ¢(a) =y(a), entdo ¢(t) < y(t) parat > a.
Demonstracao. Se existe t; > a tal que ¢(t;) > y(¢1), entdo

to = max{t ca<st<tiep(t) < )/(t)}
existe e ¢(tg) = y(t9). Seja o (1) = ¢(t) — y(t). Temos o (ty) =0, 0(¢t) > 0paraty <t <t e
() =¢' () =y @) < flt.e(®) - ft.7(1) < K(p(t) - y(1)) = Ko (1)

Pelo Definition 3.3.14 temos o (1) < o (t9)eX~) = 0 paraty < t < t;. Mas este contradiz que
v(t1) > ¢(t1). Portanto ¢(1) < y(t). |

3.3.16 Teorema. Seja (¢, x) e g(t,x) funcdes continuas em D C R? e localmente Lipschitz em x.
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Se ¢(1) e y(¢) sdo funcdes de classe C! em [a, b], ¢(a) = ¥ (a),

¢'(t) = ft, o) (1) =g(t,y ()
e f(t,x) < g(t,x),entdo ¢(t) <Y (t) paraa <t < b.
Demonstragdo. Como ¢'(7) = f(t, ¢(1)) < g(t, ¢(t)), pelo Definition 3.3.15 temos ¢(7) < (1)
paraa <t < b. |
Recordamos equacdo (3.8)
X = +x% x(0)=1.

Usamos a desigualdade x?> < 1% + x? para concluir que a solucdo x = ¢(#), que existe pelo Teorema de
Picard-Lindeldf 3.3.5, € limitada, pelo menos para ¢ > 0 pela fung@o ¢/ (¢) = 1/(1 — ) que é a solugdo
do problema x’ = x%, x(0) = 1. Portanto a solucdo ¢(¢) explode e o dominio de ¢(¢) é limitado por
t < 1. Assim, podemos aplicar a desigualdade

P+x?<1+x%, 0<t<l1
no estudo da equacdo (3.8). Consideramos agora o problema
X =1+x% x(0)=1.

Escrevendo

xl

1 +x2
[t o= [
'/Ot %(arctgx) ds =t
arctg(x(r)) — arctg(1) = ¢

x(t) =tg (t + %)

=1

podemos concluir

1 Vs
—<x()<tglt+—-), O0<t,
l—t_x()_ g( +4)

e portanto a solugdo explode quando ¢ tende ao valora € Rcom § <a < 1.
O teorema seguinte compara solucdes para t < a.

3.3.17 Teorema. Seja f (¢, x) e g(¢,x) funcdes continuas e localmente Lipschitz em x numa regiao
D c R% Se ¢(t) é uma solucdo de x’ = f(z,x), ¥(¢) é uma solucio de x’ = g(z,x), ambas
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definidas num intervalo que contém a € R, ¢(a) = ¥(a) e

f(t,x) = g(t,x),

entao

o(t) <y(t), parat<a.

Demonstracao. Sejam

f(t,x) = ~fQa~-1,x),
g(t,x) = -gRa—tx),
¢(1) = ¢(2a - 1),
U (1) = y(2a-1).

Temos ¢(a) = ¢(a) =y(a) =¥ (a) e

g'(1) =~¢'2a~1)=~f(r,p(2a~1) = f(t,¢(1))
U'(1) = -¢'(2a-1) = —g(t.y(2a-1) = g(t.¥(1)).

Como f(t,x) < g(t,x), obtemos pelo Definition 3.3.16 que ¢(¢) < y(¢) parat > a. Para e > 0,
obtemos

pla—c¢€) = (p(Za —(a +e)) = @(a+e€)
<y(a+e)=y(2a—(a+e))
<yY(a—e).

O

Como —1 <t < 1 implica que x> < ¢? + x> < 1 + x? obtemos que a solugio do problema (3.8)
satisfaz
— Sx(t)ﬁtg(t+%), t>0

3.3.7 Campos de Direcoes

Consideramos o problema de valor inicial
x'= f(t,x), x(0)=¢, (3.9)

onde f(t,x) é uma funcio continua em R? e localmente Lipschitz na varidvel x. Se ¢ é a solucio
definida num intervalo I, podemos representd-la pelo gréfico 7 — (z, ¢(r)). Notamos que o declive da



Equacoes Separdveis 49

tangente ao gréfica no ponto (2, ¢(1)) é

¢'(1) = f(t.9(1)),

e portanto podemos concluir que uma curva ¢ — (£,(t)), de classe C !, é uma solugio da equagio
x" = f(t,x) se e s se é tangente em cada ponto a reta com declive f (7,4 /(r)) que passa por esse ponto.

Por exemplo, o campo de dire¢des de f(,x) = > + x> é

) éﬁ/f
Z// //,

- 0.0

3.4 Equacodes Separaveis
3.4.1 Definicao. Uma equacdo diferencial
x' = f(t,x)

chama-se separavel se f(t,x) = g(t)/h(x).

Para uma equacio separavel x” = g(t)/h(x) podemos escrevé-la na forma

h(x)x" = g(1).

Recordamos que a derivada da funcdo composta

—H (x(1)) = H (x(1)) - X'(1).
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Portanto se H(¢) € uma primitiva da funcdo 4 (z) e T € um ponto no dominio de /(¢), entao

/th(x(s)) -xX'(s)ds = /tg(s) ds
H(x(1)) — H(x(7)) :/ g(s)ds (3.10)

€ uma solucdo implicitamente definida.
Recordamos o teorema da fun¢ao implicita.

3.4.2 Teorema. Se F(t,x) é uma funcio de classe C! numa regidio D c R®> e se (7,&) € D é uma
ponto onde

oF
—(7,¢) #0,
ox

entdio existe um intervalo aberto I que contém 7, uma funcdo ¢: I — R de classe C! e uma
vizinhanga aberta U de (7, ¢) tais que

{(t,x) eUND : F(t,x) = F(1,&)} = {(t, (1)) : t € I}.

O teorema diz que se a derivada parcial 0 F /0x é ndo nula num ponto (7, &), entdo localmente o
conjunto

{(t,x) cF(t,x) = F(T,f)}

€ o gréfico de uma fun¢do. Consideramos agora equacao (3.10). Sendo

F(t,x) = H(x) - /tg(s) ds

temos

iF(t,x)

- = H'(¢) = h(¢)

(1.6)
como f(t,x) = g(t)/h(x) é continua em (7, &) segue-se que h(&) # 0. Portanto existe um intervalo /

que contém 7 e uma funcdo ¢: I — R tal

H{p() - H(¢(0) = [ g(s)ds.

Logo
h(e())¢' (1) = g(1),
e, portanto, ®
s 8
¢'(1) = (o) = f(t, 9(1)).

e ¢ € uma solugdo.
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3.4.3 Exemplo. Voltemos ao definition 3.3.10. A equacao diferencial separdvel

, 1-x?
x' = .
(I -1)x

Temos

X
X
1 —x2 1—1¢

t t
/ al -@dszf ! ds
: 1—-x2 ds s 1-s

1
5 (1og|1 — (1) - log |1 —x2(7)|) —log |1 — 1] - log |1 — 7|

1
510g|1—x2|:log|1—t|+C

1-x?>=K(1-1)?
1=x>+K(1-1)?

0 srica dos camposde diregdes de 11— ¢
S\

DN
S22

—-1.041

N NS S

0.0 0.5 1.0 15 2.0

Para K > 0 temos uma familia de elipses, para K < 0 uma familia de hipérboles e para K = 0

temos solugcdes constantes x = +1.

No exemplo seguinte a equacdo nao € separdvel, mas com uma mudanga de varidvel podemos obter
uma equacao separavel.



52 EQUAGOES DIFERENCIAIS DA PRIMEIRA ORDEM

3.4.4 Exemplo.
2t + x2
==

’

X x(1) =1.

Sendo ty = x obtemos ty’ + y = x’. Quando # = 1 temos y = 1. Logo

2yt + y*1?
’ _
ty +y= —
=2y +y?
Yi=y+y
Yy o
y(l+y)

SN | = S =

o1y,
y 1+y)) T

integrando ambos lados e aplicando a condi¢ao inicial obtemos

logliy—logézlogt—logl
logl_);y :log%+logt
y
T+y 2
_rx
i
2
T

2
Notamos que o grifico dos campos de direcoes de 2);6 + ();C) é
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NS

1.0 A

W

0.5 4

0.0 1

—0.5 A1

I A

A
|

S
%

-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

2xt + x2
t2

Notamos que a fungdo f(t,x) =

J@A-1,4-x) = f(1,x),

€ portanto
2
f(t,x) = f(1,x/t) = 2’;‘ + ()_C)

t

3.4.5 Definicao. Uma funcio f(¢,x) chama-se homogénea se

f(l,X) :f(/l'l,/l'X),

Se
x'=f(t,x), x(r)=€&et#0

para todo parametro real A # 0 para o qual ambos os lados estejam definidos.

tem a propriedade que para um parametro A temos

3.11)

€ um problema de valor inicial e f € uma funcdo homogénea continua, entdo a substituicdo y = x/t

transforma equagao (3.11) a equagdo

ty' +y=f(1,y)
Yy’ 1

Fy) -y 1

t ’
y t
—ds=1og(_)
/T FLy)—y T
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Para y(7) = £/7, obtemos a solucdo implicita

Y du ~ log ‘ t)
er f(Lu)—u Tl
3.5 Equacoes Exatas
Consideremos uma equacao diferencial da forma
dx
M(t,x) +N(I’X)E =0. (3.12)

3.5.1 Definigcdo. Dizemos que a equagao (3.12) € exata se existe uma fungdo ¢(t, x) tal que

(") (")
—~ =M - = . 1
i (t,x), o N(t,x) (3.13)

Se a equagdo (3.12) tem uma condicdo inicial x(7) = £ e as fungdes M (¢, x) e N(¢,x) sdo continuas
e se N(7,&) # 0, entdo temos uma solucdo implicita do pvi dada por

e(t,x) = ¢(7,¢) (3.14)
De fato a derivada implicita da equagdo ¢(t,x) = ¢(7,&) é

d de 0O¢ dx dx
0 dt(p(t,x) o + o dn (t,x) + N(t,x) 7

Notamos se a equacio (3.12) é exata e se ¢ é de classe C?, entiio

oM 9% ¢ ON

ox _ oxdr  0idx o1’ (3.15)

Portanto, no caso em que M e N sdo de classe C!, a condicdo

oM _on
ox Ot

é necessdria para que a equacio (3.12) seja exata. No caso em que as funcdes M e N sio de classe C'
numa retdngulo R e (7,¢) € R, a fungdo

(p(t,x):/xN(T,s)ds+/ M(s,x)ds (3.16)
¢ T

tem as propriedades seguintes.

oy
E = M(I,X)
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dp toM

E_N(T’x)-F/T E(s,x)ds
:N(T,x)+/taa—];](s,x)ds
=N(1,x) + N(t,x) — N(7,x) = N(t,x).

Portanto em um retangulo uma equacao € exata se e sé se

oM _ ON

- o (3.17)

3.5.2 Exemplo. Em R = {(z,x) : t,x > 0} a equacdo
t
T log(x) + (— + log(t))x’ )
t X

¢ exata. Temos

integrando em ¢

p(t,x) =xlogt +tlogx + f(x)
L log(t) = i(x logz + rlogx + f(x))
X 0x

t
=logt + — + f'(x).
x

Logo f(x) é constante e ¢(¢,x) = x logz+tlogx. A solucdodorvix(1) = 1¢édadaimplicitamente
por ¢(7,x) = ¢(1,1) ou
0=xlogt +tlogx.

3.5.3 Exemplo. Consideremos a equagio (xy? + bx?y) + (x + y)x?y’ = 0, com b € R. Como o
dominio de xy> + bx?y e de (x + y)x? é R? a equagiio é exata se € sO se

9 5 2, _ 0 2
ay(xy + bx y)—ax((x+y)x)

2xy + bx? = x* + 2x(x + y).

Logo b = 3.
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3.6 Redutivel a exata

Se uma equagdo M(t,x) + N(t,x)x" = 0, com M e N funcdes diferencidveis em um retdngulo, nio

¢ exata podemos tentar multiplicd-la por uma fun¢ao u de tal forma que se torne exata. A funcdo u

chama-se fator integrante. Temos de resolver

0

M) = - N)

Por exemplo, (312x% + t) + (£ + 1)xx’ = 0 ndo é exata. De fato,
0 0
5(3t2x2 +1) =62, e E(P + 1)x = 3¢%x.
Mas

9 2.2 _ 0 3
i (1 (Bt°x” +1)) = m(,u (£ + 1)x)
e - B2+ 1)+ p - 6t%x = g - (£ + Dx + u - 3t°x

w32 =y - (824 Dx = g - B2x% +1)
Temos um fator integrante u(f,x) =13 + 1 e
B+ DG+ + (P + 1)’ =0
¢ exata. Para resolver o pvi x(0) = 1, temos

de _ 3 2
ax—(t +1)°x

3 2.2
- % + (1)

(2 + D323 + /(1) = (2 + D(B*x% +1)
GRS S

fX) = —————— + — + —
o(t,x) > tSst3
V1 =265/5-1¢2
X = .
B+1

3.7 Equacodes Diferenciais Vetoriais da Primeira Ordem

Agora vamos tratar equacdes diferenciais da forma

x' = f(t,x)

(3.18)

(3.19)

com f: D — R" uma fun¢do continua num aberto D ¢ R X R". Dizemos que f € localmente Lipschitz

emx = (x1,...,X,), quando para todo subconjunto compacto C C D existe uma constante K tal que

(1.x),(t,y) € C = |If(t,%) = f(&, )]l < Kllx = yl|.
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Recordamos que

Il = et xn)ll = AxT + o+ x5

Para identificar fungdes f(¢, x) que sdo localmente Lipschitz em x, temos o teorema seguinte de Célculo
Diferencial e Integral II. Recordamos que para uma matriz A = (a;;), m Xn, definimos norma euclidiana
de A por

1Al = ol a;; (3.20)
i=1

3.7.1 Teorema. Se D c R!*" é um subconjunto aberto convexo e f: D — R" é de classe C' tal
que ||D f (¢, x)|| € limitada, entao f é Lipschitz.
Para demonstrar Definition 3.7.1 precisamos

3.7.2 Lema. Seja D C R" é aberto convexo e seja f: D — RP uma funcio de classe C!. Sejam
X0, X1 € D. Para cada a € R? existe £ no segmento da reta xo(1 —¢) + x1¢,com 0 < ¢ < 1, tal que

(a, f(x1) = f(x0)) = {a, D f (&) (x1 — x0))-
Demonstragao. Seja x; = xo(1 — ) + x;2. Como D € aberto, existe 6 > 0 tal que x; € D para
-0 <t <1+¢. Dado um ponto a € R? definimos g: |-d,1 + [ — R por g() = (a, f(x;)). A
derivada é

g'(1) = {a, D f(x:)(x1 = x0))

Aplicando o teorema de valor médio temos

g(1) —g(0) = g'(7)
(a, f(x1) = f(x0)) = {a, D f(x¢)(x1 — x0))

Demonstracao. [Definition 3.7.1]
Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz temos

(f(x1) = f(x0), Df(E)(x1 —x0)) < |[f(x1) = f(xo)|| X | Df(€)(x1 = x0)|
Pelo Definition 3.7.2 temos
(f(x1) = f(x0), f(x1) = f(x0)) = (f(x1) = f(x0), D f(€)(x1 — x0)),

€ portanto

1 (x1) = f(xo) |l < [I1Df (&) (x1 = x0)l-
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Para A = (a;;) ev = (v1,...,v,) temos pela desigualdade de Cauchy-Schwarz
2
m n m n n
AvIP = > > agvi | < >0 D ax D v | = IAIPIVIP.
i=1 \j=1 i=1 \j=1 k=1

Assim obtemos

1/ CGer) = f(xo)ll = sup DS - [lx1 = xoll,

e portanto f € Lipschitz. O

Temos a seguinte generalizacdo do Definition 3.3.5 de existéncia local de solu¢des equacoes
diferenciais vetoriais da primeira ordem.

3.7.3 Teorema (Teorema de Picard-Lindeléf (existéncia local)). Seja D ¢ R'*” uma regido aberta
e f: D — R" uma fungdo continua. Se f é localmente Lipschitz em x = (xy, ..., x,), entdo para
cada ponto (7,¢) € D o problema de valor inicial

x'=f@t,x), x(r)=¢
tem uma solucdo tnica definida num intervalo aberto /.

3.8 Sistemas de Equacoes Lineares de Coeficientes Constantes

3.8.1 Definicdo. Um sistema de equacdes lineares diferenciais de coeficientes constantes consiste
de uma familia

Xy =anxi+ -+ aipX, + b1(2)

X)) = An1X] + -+ AppXy + by (1)

ou seja uma equacao
xX'=A-x+b(1).

Aqui A = (a;;) é uma matriz e b(t) = (b (7),...,b,(r)) é uma fun¢do continua num intervalo
I cR.

Para um nimero inteiro n > 0, designa-se por M, (R) o espaco de matrizes n X n reais. Designa-se
a matriz da identidade por I € M,x,(R).
Consideremos agora um problema de valor inicial

X' =Ax+Db(t), x(r)=¢& (3.21)

onde A = (a;;) € Myx,(R) e b: J — R" é uma funcdo continua com J um intervalo que contém 7.
Pelo Definition 3.7.3 o pv1 (3.21) tem uma solucao tnica definida num intervalo que contém 7. Para
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determinar, explicitamente a solu¢cdo, vamos comegar com o estudo da equagdo homogénea
xX'=A-x. (3.22)

A nossa primeira observacdo € o conjunto de solucdes da equagdo homogénea (3.22) € um espaco
vetorial real. Isto é se x(7) e y(¢) sdo solucdes, entdo

ax(t) + by(r)

também € uma solugdo.

3.8.2 Lema. Seja A € M,«,(R). Para cada vetor £ € R" e cada 7 € R existe uma solugdo unica
x(t) do pv1
X' =Ax, x(1t)=¢

definida para todo os valores ¢ € R.

Demonstracao. Usando Definition 3.3.5 e as iteradas de Picard obtemos a solu¢do definida para
todo os valores ¢ € R. De fato temos

OES:
t
XDy =€+ / Agds = (I +A(t - 1))é,
t AZ t — 2
xP()=¢ +/ AT +A(s—1))éds = [T+ A(r - 7) + % £,
T
(k)(t) i At -1) £
X = Te—
= !
Mostre-se da mesma forma de Definition 3.3.5 que a sucessao {x(k) (t)} converge
klim x® = x(1)
paracadat € Re x(71) = ¢&. O

3.8.3 Definicao. Seja A € M,x,(R). Dizemos que uma fungido X: R — M,x,(R) é uma solucdo
matricial fundamental da equagdo diferencial

x' = Ax

se X'(t) = A- X(¢) eexiste 7 € R tal que det X(7) # 0.
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Se vy, ...,v, € umabase de R” e 7 € R, entdo pelo Definition 3.8.2 existem solugdes do pv1

’

para 1 < j < n. Seja X(#) a matriz cujo j-€sima coluna é a solucdo de (3.23).
X () € uma solugdo matricial fundamental. No caso a base vy, ..

x'=Ax, x(1)=v;

., Vv, € a base canénica ej, ..

(3.23)

Segue-se que

-’en,

(e;1 = (1,0,...,0),...,e, = (0,...,0,1)), e 7 = 0 € R", a associada solu¢do matricial fundamental

chama-se a matriz exponencial de A e escreve-se por
e = exp(A?).

Pelo Definition 3.8.2 temos

(An)? .\ (Ar)?

At) =1 + At
exp(At) + Ar + 3 3l

o ak
+"'=Z(,:,)-

k=0

3.8.4 Proposicao. Seja A € M,,,,(R) e seja X(¢) uma solu¢do matricial fundamental da equacao
x' = Ax.
A fungdo X(7) tem as propriedades seguintes:
i) afuncdo ¢ — det X(¢) € ndo nula;
ii) X(t+s)=X(1)-X0)- X(s);

iii) a solugdo do pvi
X' =Ax, x(1)=¢

éx(t) = X(HX(1)7l&.

iv) Se Y (¢) é uma solucdo matricial fundamental de x” = Ax, entdo
Y)Y (™ =X0X(0)™

para qualquer 7 € R;
v) se B € M,x,(R) e AB = BA, entdo

eAt . eBt — e(A+B)t.

Demonstracao. i) Seja X(7) uma solugdo matricial de x’ = Ax e sejat € R tal que det X (1) # 0.
Se existe 77 € R tal que det X(7;) = 0, entdo existe um vetor & # 0 tal que X(77) - & =0 € R™.
Definimos

x(t) = X(¢) - €.
Temos x'(t) = A - X(¢t) - & = Ax(¢t) e x(11) = X(71) - & = 0. Pela unicidade de solucdes dos
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problemas de valor inicial segue-se x(¢) = O paracadar € R. Mas ¢ # Oedet X (1) # 0, e portanto
x(7t) # 0. Assim, det X(¢) # O paracadat € R.

Para mostrar ii) notamos que det X(¢) # 0 e portanto X(¢)~! existe para cada t € R. Sejam
F(t)=X({t+s5)eG(t) =X(t)- X(0)~' - X(s). Temos

%F(r) =A-X(t+s5)=A-F(1)

%G(t) = AX(1)-X(0)"" - X(s) = A-G(1).
Sendo ¢ = 0 obtemos

F(0) = X(s) = X(0) - X(0)~" - X(5) = G(0).
Pela unicidade de solucdes temos X (¢ + s) = X(¢) - X(0)~! - X(s).
Para mostrar iii) notamos

x'(1) = —X(I)X(T) &= AX(1)X(1)7'é = A x(1)

ex(r) = X(1)X(1) '€ =¢.

Para mostrar iv) notamos que

d -1 _ -1
YY) = AY ()Y (1)

%X(t)X(T)_l = AX ()X (7)™
YOY@O) ' =T1=X0)X().

Para mostrar (v) notamos que se AB = BA entdo

Z(At)f ZB(At)J Z(At)fB (Z"] At)f)
Jj=0 j=0 =0

j=0

Portanto
Bexp(At) = exp(Atr)B.

Logo

d
= exp(Atr) - exp(Bt) = Aexp(At) - exp(Bt) + exp(Ar) B exp(Bt)

= (A + B) exp(At) - exp(Bt)

%exp((A + B)t) = (A + B)exp((A + B)1).
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Obtemos que exp(Ar) - exp(Bt) e exp((A + B)t) satisfazem a mesma equagdo diferencial com a
mesma condi¢do inicial / em ¢t = 0, logo sdo iguais. m|

3.8.1 Nota. Seja A € M, (R). Para qualquer ¢ € R” e qualquer 7 € R a funcéo
x(f) = eA¢

é a solucdo do pvix’ = Ax, x(7) = £. Como as colunas da matriz eA~7) sdo solugdes linearmente
independentes e ¢A~7¢ é uma combinagio linear das colunas da matriz ¢4, segue-se que o

espaco das solugdes € um espaco vetorial real de dimensao n.

At

Para determinar e”’, recordamos que um vetor v chama-se vefor proprio de A se v # ( e existe um

nimero real (ou complexo) A tal que
A-v=24-v.

Notamos no caso A € R a fun¢iio x(¢) = e*'v é uma solucdo de (3.22). De fato temos

d
Ex(t) = Ax(1)

A-x(t)=eA-v=eYA-v
= Ax(1).

Logo e4’v = eYy. Portanto se X1, ...,x, é uma base de vetores préprios, entio a matriz X () cujas

A

colunas sdo e"*'x; é uma solug¢do matricial fundamental e

eM=X() - X0)h

Notamos que existe uma base de vetores proprios se e sO se A € diagonalizavel. Para tratar casos de
matrizes que ndo estdo diagonalizdveis recordamos que v € R" chama-se um vetor proprio generalizado

sev0e
(A-AD*v =0

para algum inteiro k > 0. Se (A — AI)**'y = 0, entdo

eAtV — e/lze(A—/U)zv

At _ Jy,
e E (A—AI) vj!
Jj=0

tk
e (v +(A=Avt+---+ (A —/U)ka

Temos o seguinte resultado de Algebra Linear:

i) Se A € M,x,(R) e cada valor préprio de A € real, entdo existe uma base xi,...,x, de R" de
vetores proprios generalizados.

ii) Se 1 = a + iw, com w # 0, ¢ um valor préprio complexo e 0 # w € C" é um vetor tal que



Sistemas de Equagées Lineares de Coeficientes Constantes 63

A-w=1-w,entio A é um valor prépriode A e A -w = A - w. Usando a férmula de Euler
¢’ = cos(w) + i sen(w)

obtemos solugdes da equacdo homogénea x’ = Ax

e''w = e (cos(wt) +isen(wt))w, e = e (cos(wt) — i sen(wt))w.

Estas sdo solu¢oes complexas. Sendo w = u+iv com u e v vetores reais obtemos solu¢des seguintes
sdo reais

e” (cos(wt)u — sen(wr)v), e” (cos(wt)v + sen(wt)u).

3.8.5 Exemplo. Seja

0-1 0 O
A:l 0 0O
0-1 0-1
1 010

O polinémio caracteristico de A é (1> + 1)?, e portanto os valores préprios de A sdoi e —i. O
vetor vi = (0,0, 1,—i) € um vetor préprio e A - vi = iv;. Logo temos duas solu¢des linearmente

independentes
(0,0, cos(r), sen(r)), (0,0, sen(r), —cos(r)).
Como
-2 2i 0 O
-2i -2 0 O
(A-in?=|"7"" .
-2 20 =2 2
=2i =2 =2i -2

e va = (1,-i,0,0) é um elemento do nicleo de (A — i)> obtemos uma solucdo complexa
1

eI+ (A=iDt)vy =e'| ™

Logo

(cos(t), sen(r), —t sen(z), f cos(t)), (sen(r), —cos(t), t cos(t), t sen(r))



64 EQUA(;@ES DIFERENCIAIS DA PRIMEIRA ORDEM

sao duas solucdes reais linearmente independentes. Segue-se que
0 0 cos(t)  sen(r) 0 010 -
oA 0 0 sen(t) —cos(?) _ 0 0 0-1
cos(t) sen(r) —tsen(t) tcos(t) 1 0 0 O
sen(t) —cos(t) tcos(t) tsen(r)] \0O-1 0 O
cos(t) —sen(t) O 0
| sen(r) cos(z) O 0
| —tsen(r) —cos(t) cos(r) —sen(t)
tcos(t) —tsen(t) sen(t) cos(t)
3.9 Método de Variacao de Constantes
Consideremos a equagdo seguintes
x' = Ax + b(7), (3.24)

com A uma matrizn X n e b: I — R” uma funcdo continua. A solucdo geral é da forma
x(1) = X(1)v+x,(1), (3.25)
onde
i) X(¢) € uma solucio matricial fundamental e portanto X (¢)’ = A - X () e det X (¢) # 0;
i) veR";
iii) x,(¢) € uma solugdo particular de (3.24), i.e., X, ()" = AX,(¢) + b(?).

Para obter uma solucgao particular podemos usar o método variacdo das constantes. Isto é procurar

uma solucdo da forma
X, (1) = X(¢) -u(z).

Temos Xu € uma solucdo se e s se

i(Xu) =AXu+b

dt
X'u+ Xu' =
AXu+ Xu' = AXu+b
Xu' =b
u =X"'b.

Sendo u = f ‘X (s)~'b(s) ds uma primitiva, obtemos uma solugio particular

Xp(1) = X(t) -u(z).
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3.10 O Meétodo de coeficientes Indeterminados

Por exemplo, para resolver a equagao

0-1 0 0
, |1 0 0 O
x = X+V
0-1 0-1
1 01 0
basta determinar uma fungdo x,(z) tal que
X, — AX, = V.

Como zero nao € um valor proprio da matriz

0-1 0 O
Ao 1 0 0 O
0-1 0-1
1 01 O
ainversa A~! existe e para X, (1) = -Aly (a fun¢do constante) temos

X, —Ax, =0—-A(-A""v) =v.

Logo a solugdo geral é
x(1) = eM'w—A"lv, comweR*.

No caso temos a condic¢do inicial x(7) = &, temos de resolver
£=e"w— Ay
Logo

x(1) = At (§ + A_lv) - Al

4 Equacoes Diferenciais de Ordem Superior
4.0.1 Definicao. Uma equacao diferencial de ordem n escalar é uma equagdo da forma
™ = flt,x,x,... ,x(”_l)),
onde x®) & derivada de ordem k e f: D — R é uma fungio definida numa regido aberta D c R!*".

Dizemos que uma funcido ¢: I — R, onde I C R € um intervalo, € uma solucdo se todas as
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derivadas x/, . .., x""D existem em I e para cada ¢ € I temos
’ (n—-1) (n) _ (n—-1)
(t,x(2),x'(1),...,.x"" (1)) e Dex™(2) = f(t,x(2),....x" " (2)).

Sendo y = (x,x’,...,x"""1), uma equacio diferencial de ordem n escalar pode ser vista como uma
equacao diferencial da primeira ordem vetorial

y'1=y2
Yy =3
o= f6 Y1, yn).

Sendoy = (yi,...,yn) = (x,x,...,x" D)e
Y =0y =02y (Y1) = F(2,y)
o problema de valor inicial correspondente é
y(1) = (x(‘r),x'(‘r), .. ,x("_l)(’r)).

Se f é continua e se as derivadas d f /3y s@o continuas, entdo o Definition 3.7.3 garante que o problema
da valor inicial tem uma solucdo tnica definida num intervalo aberto que contém 7.

4.1 Equacoes Lineares da Segunda Ordem

Uma equacdo homogénea linear da segunda ordem € uma equacdo da forma
X" +ai(t)x" +ax(t)x =0, 4.1)

com a; e ap funcdes continuas definidas num intervalo aberto 7 # (). Pelo estudo anterior sabemos que
©1(t) e @y(t) sdo solucdes, entdo cj¢(t) + cap2(t) € uma solucdo. Portanto, o conjunto de todas as
solugdes é um espago vetorial real. Além disso, o problema de valor inicial

X" +a1(t)x +ax(t)x =0, x()=&X () =&

tem uma solucdo tnica definida numa vizinhanca aberta de 7. Logo o espacgo de solucdes de (4.1) tem
dimensao 2 ou seja a solugdo geral pode ser escrita da forma

x(t) = crxi(t) + coxa(1)

com x1(7) e x»(¢) solugdes linearmente independentes de (4.1).
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A equagdo da primeira ordem associada é

x’ 0 1 X
(x”) ) (—az(f) —a1(t)) ' (x’) ' 4.2)

X(1) = (x‘ XZ) 4.3)

/7 ’
X1 X

Se x1 e x; sdo solucdes, entdo

satisfaz X’ = A(t)X e X(T), onde A(?) é a matriz em (4.2), é uma solucdo fundamental matricial se e
sO se
det X (1) = x1x, — xpx] # 0 paracada t.

Portanto x; e x; sdo linearmente independentes se e s6 se
’ I4
x1x5 —x2x) # 0.
A matriz em (4.3) chama-se matriz Wronskiana de x; e x».

4.2 Reducao de Ordem

Muitas vezes podemos encontrar facilmente uma solug¢ao de uma equacao diferencial linear de ordem
2. Por exemplo, uma solucao de

2t 2
" "+ =0, 4.4
—2 T2t ¢4
€ x(t) = t. De fato temos x” = 0 e x” = 1. Portanto
2t
0- -1+ -t=0.
1—1¢2 1—1¢2

Para determinar a solugdo geral de (4.4) ou seja para resolver o problema de valor inicial x(7) = £ e
x'(t) = &1, temos encontrar uma solucio x,(7) tal que a matriz Wronskiana

(l‘ XQ)
1 xé

O método seguinte que se chama Redugdo de ordem permite obter a solu¢cdo geral quando temos

€ ndo-singular.
pelo menos uma solu¢do nao nula. Consideremos uma equagdo geral como (4.1)

x" +ai(t)x’ +ax(r)x = 0.
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Seja x1(#) uma solugdo nao nula. Sendo x, = u(z) - x1(¢), temos

r_ ’
Xy = uxy+ux;

x5 =u"x; +2u'x] + ux

x5 +aixh + asxy = u’xy + 2u'x| + ux{ + ay(u'x; + ux}) + aux;

u(xy +aix] +axxy) +u' (2x] + arxy) +u”x

u' (2x) + aixy) +u”x;.

Sendo v = u’ obtemos uma equagao linear de ordem 1.

d
E(log v +2log |xi|) = —ai(z)

t
log |v| +2log |x;| = C —/ ai(s)ds C uma constante

v:x%exp(—/tal(s)ds)

u(t) = /lv(s) ds

:/ le(i) exp (—/ ai(y) dy) ds.
1

Voltemos a equagao (4.4). Sendo x; = u - t temos

” 2t 7
(ut) —1_t2(ut) +1_t2tu:O
” 2/ 2t ’ _
u’t +2u —1_t2(ut+u)+1_t2tu—0
212
tw” +u' (2 - =0
1-12
u” 2 2t

=0

_+__
w ot 1-1¢2
log |u’| + 2logt]| +log |1 — 3| = C

, K
uw=——-——
2(1 —12)
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Sendo K = 1 e usando a decomposicao de fragdes simples obtemos

, 1 N 1 1 N 1 N 1
u = — _ =
2 1-t2 2 2(1+1) 2(1-1)
1 1 1+1¢
=——+ =log|——|+ A.
LTI T T
. t I+t . . c
Assim x, (1) = 7 log ﬁ) — 1 e a matriz Wronskiana de x(¢) e x; é
t Llog|t| -1
W(x1,xz) = 1 1+¢ t
1 3log ||+ 1
d 1
etW(.Xl,Xz) = m
Logo a solugdo geral é
t I +1¢
= + —log|—|-1].
x(t) =Cit+ (2 og 17 )
Se temos uma condig¢do inicial x(0) = £ e x’(0) = & entdo
& G
= W(x1(0),x2(0)) -
(61 ( ) (&)
_(0-1} [C
|1 o) |
Logo
t I +1¢
t)y=&t-¢|zlog|—(-1].
x(t) =& f(zogl—t )
4.3 Variacao das constantes Il
A solucdo geral da equag@o ndo homogénea
x" +ai(t)x" +ar(t)x = b(r) 4.5)

¢ da forma
x(t) = crx1(t) + coxa(t) +x,(2),

onde x1 () e x2() sdo solugdes linearmente independentes da equacdo homogénea e x, (¢) € uma solugao

. X(1) = (;‘) .

particular de (4.5). Sejam

0 1
—ax(1) —ai(1)

A(t) :(




70  EqQuacOEs DIFERENCIAIS DE ORDEM SUPERIOR

A equagdo (4.5) pode ser escrita na forma

X =A@)- X +

0
b(t)]"

A matriz Wronskiana W (xy, x) € uma solucido matricial fundamental da equagao

X =A() - X,
ousejaW = A-W. Temos
d
=
0 dt
d,
= (W'w)
I
= dt(W ) W+ W dt(W)
- %(W‘l) W+ wWlamw
d, _
E(W N =-w. A@)

Aplicando o método de variacdo das constantes temos

d
E(W‘IX) =-w'lA.-Xx+w'x

= _1_ . . _1. 0
=W (-A-X+A-X)+W (b(t))

=w!. 0
b(1))
Como
w- = 1 [ X5 —x2
X1X5 = XX x| x|
obtemos

—(Wlx) = ; : (_xz) b(t).
X1

xlxé — X2X]
Portanto a solucao geral da equagao (4.5) é

x(t) = c1x1(t) + cox2(t) + uy (H)x1 (1) + uz()x2(1),
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onde x| (7) e x2(¢) s@o solugdes linearmente independentes da equagdo homogénea x” + a1x’ + ax =0
u’ 1 —X7
He ————- b(t).
u2 X 1x2 — X2X 1 X1
4.3.1 Exemplo. Para determinar a solucdo geral de

2x” —2x +2x=t, t>0.

Observamos que se x = t4, entdo x’ = At~ e x” = A(A — 1)#*~2. Portanto x = +* é uma solugio
da equacdo homogénea se sé se

A =Dt =22 +2¢* = 0
ousejal’ —31+2=(1-2)(1-1)=0. Logo
xi(t) =t, x(t) =1

sdo duas solucdes linearmente independentes. Para determinar uma solucdo particular, dividimos
a equacio por > para obter

, 2, 2 1
xX'==x'+=x=-
t 12 t
temos de resolver
W 1 [=2\ 1 [ -1/t
wy) 2\ e )\ 12
Logo u; = —log(t) + cz e up = —1/t + c4 e a solugdo geral é

x(1) = cif + cat®> —tlogt.
4.4 Método dos Coeficientes Indeterminados
Designa-se por D o operador de derivacdo, isto € D(f) = f’. Para um polinémio p(1) = A" +
ap_1 A"+ -+ ag, onde ay, . . ., a,_; sdo constantes reais, e uma fungdo continua b(z) definida num
intervalo aberto I consideremos a equacdo diferencial linear de ordem n

p(D)x =x" + a,_ 1 x"D + .o+ agx = b(1). (4.6)
Como (4.6) € linear a solucao geral é da forma

c1x1(t) + -+ cpxp(t) + x,(1), 4.7)

onde x{(7),...,x,(t) sdo solucdes linearmente independentes da equacdo homogénea

p(D)x =0 (4.8)
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e x,,(t) € uma solucdo particular de (4.6). Notamos que x1(?), . . ., x,(#) sdo linearmente independentes
se e so se a matriz Wronskiana

X1 X2 cee Xy
W(xi,...,x,) = X/l XIZ x;l
xgn'—n xgn'—l) xfln'—n
€ ndo singular. Notamos que se {x1 (1), ..., (t)} € um conjunto de solu¢des linearmente independentes

de (4.8) entdo qualquer solucao € da forma
c1xi(t) + -+ cpxn(2),

e portanto o espago de solucdes de (4.8) € um espaco linear real de dimensao n. A solugdo geral da
equacao nao homogénea (4.6) é

c1x1(2) + -+ -+ cpxn (1) + ur (D)x1(2) + -+ + un ()x4(2), 4.9)
onde ,
ui 0
e
Upy_1 0
Uy b(t)

Para determinar uma base deste espaco notamos que
p(D)e™ = p(a)e™. (4.10)

De fato temos D¥e? = a*e®. Portanto para cada raiz p de p(1) temos uma solugio x(f) = e”".
Recordamos que no caso que p € uma raiz dupla de p(1) temos uma faturagao

p(d) = (1-p)?q(a),

€ portanto
LoDl =200~ p)g(d) + (A= pq' (W), =0.

4.4.1 Definicao. Seja p(A1) um polinémio. Dizemos que p € uma raiz de p(A) de ordem k quando

0=pp)=p(p)=--=p% V), 0=%pP(p).

Pelo teorema fundamental de dlgebra, se p(A4) € um polinémio de grau n com coeficientes reais,
entdo existe nimeros complexos p1, ..., px € inteiros positivos my, . . ., my tais que

pA) =(A-p)™ ... (A= pr)™,
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ese p; =a; +if;, B; # 0, entdo existe uma raiz p; = a; — if3; € m; = m;. Portanto

(A= )™ (A= p)™ = ((A=a;)* +B5)".

4.4.2 Lema. Para n > 0 e G(t) uma fun¢do de classe C" temos

G(t)em _ [Z T G(k)(l‘)a'n k]

Demonstracdo. Paran = 1 temos
D[G(1)e®] = G'(1)e* + aG(t)e™ = [G(1) + aG(1)] e

Agora vamos supor que n > 1 e

n—1 a/t _ (k) n—1-k
D" '[G(1)e™] [ § k‘( k)'G (Ha ]
Temos entao

D"[G(1)e"] = D (D"—1 [G(t)e‘”])
n—1
(n—1)! n—-1- at
kZ_;) -1 —k)zG(k)(t)“ 1 k] ¢ )
n—1
_ (n- D! (k+1) n—1-k at
= ;) Hn—1-pi0 W e

-1
+ ”Z: _ (=D GO ()a" ke
Lkl —1- k)

S

sendo j =k + 1

) n (- 1) () i
i ;(j_l)!(n—j)!Gj(l‘)af J

Il
Q
~~
N

S
=

”“( (n-1! . (-1

(-Dn=-)! jln-1 _]).)G(”(t)a” j

]:

+ G(")(t)] e
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Para 0 < j < n temos

(-1t  (-D! :(n_1),(J'—1)!(n—j)1+j!(n—(j+1))!
(j=Din=-pnt jln-(+1)! S =D =Dt = (G +D)!
(n-pP+jn-(G+D)!

= D T = + D)!
Dt
BT

3 n!

ek

€ portanto

D"[G(1)e”] = [Z Kl (n — G(k)(f)an k]

O

4.4.3 Corolario. Para um polinémio p (1) = 3} _, axA* de grau n > 0 e uma funcdo f(¢) de classe

C", tem-se
n gy po
p(D) [f(t)e‘”]:[zf (t)kf’ (@) @4.11)
k=0 ’
Demonstracao. Pelo Lema 4.4.2 temos
p(D) [f(D)e”'] = > a; DI [f(1)e”]
j=0
C (k) -k at
;) Zk,( k)‘f (™| e
S A
:Zf(k)(t) ]Z:;cajk'(J—k)‘ e
_Zn: (k)(t)-l Zn: . J! o/ K| et
£ k! J(j—k)!
[ 90 p<k><a>]
k=0
O

Seja p(A) = (4= p1)™ ... (A — pr)™ Usando Definition 4.4.3 obtemos que a solugao geral de

p(D)x =0

(Cri+ -+ Cimt™ el ot (Cpp + - + Cpm 1" ePH
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No caso que p (A1) tem raizes complexas, por exemplo p; = p2 = a + i temos

(cri4---+ Clmltml_l)ep't +(cop+---+ szztmz—l)epzt _

(b]] + -+ b]mll‘ml_])em COS(ﬂZ‘) + (b21 + .-+ bzmll‘ml_l)em sen(ﬁt).

4.4.4 Exemplo. Para determinar a solugio geral de x”” + x = 0 notamos que > + 1 = (1+ 1)(1% -

A+ 1). Como as raizes de 12 — 1 + 1 sdo (1 +iV3)/2 a solucdo geral é

cre + cae'? cos(V31/2) + cze'’? sen(V31/2).

75

A solugio geral (4.9) de p(D)x = b(t). Mas para obté-la temos de calcular a inversa W~! da matriz

Wronskiana e depois primitivar o produto

b(t)
No caso que a fungdo b(r) é uma combinacdo linear de fun¢des da forma

qg(t)e”, q(t)e* cos(bt), q(t)e™ sen(bt)

onde ¢(t) é um polinémio existe um método algébrico que se chama coeficientes indeterminados que

produz uma solugdo particular. Se @ nao € uma raiz do polinémio p (A1) procuramos uma solugdo de

forma

g(t)e” (4.12)

onde g(¢) é um polinémio do mesmo grau de f(¢). Se @ é uma raiz de p(1) de multiplicidade s, entdo

procuramos uma solu¢do de forma

t*-g(t)e™ (4.13)

onde g(7) é um polinémio do mesmo grau de f(¢).

4.4.5 Exemplo. Determine a solugao geral de

Considere a equagdo
i2t

A parte real de te

—i, a solugdo geral da equacdo homogénea é

x" +x = tcos(2r). (4.14)

¥ +x = te'™, (4.15)

€ t cos 2t e os coeficientes da equacao sdo reais, segue que a parte real de cada
solugio de (4.15) é uma solucdo de (4.14). Como x” +x = (D?> + 1)x e araizes de 1> + 1 sdoi e

cycos(t) + ca sen(r). (4.16)
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Aplicando (4.11) ao polinémio p(1) = 22 + 1 ¢ obtemos

p(D)[(Af + B) - €] = [((i2)® + 1) (At + B) + (2(i2))A]e™
= [-3(At + B) +i4 - A]e™

Portanto

—3(At + B) +4iA =1t
A=-1/3
B = -4i/9,

Parax, = Re [(—% - %) e ] obtemos a solucdo geral de (4.14)

t 4
X =cC1COSt+cpysent — 3 cos(2t) + ) sen(2t).

4.4.6 Exemplo. Determine a solucao geral de
X" +x = t*sen(t). (4.17)

Considere a equagao
x"+x=(D*+1)(x) = 2", (4.18)

A parte imagindria de ?¢’ é 1> sen(t) e os coeficientes da equagio sio reais, segue que a parte
imagindria de cada solucao de (4.18) € uma solucdo de (4.17). Como i é uma raiz de ordem 1 do
polinémio A2 + 1, segue que a solugdo de (4.17) é da forma c| cost + ¢ sent + Xp, com x, a parte
imaginéria de uma funcdo 7 - (Af> + Bt + C)e". Aplicando (4.11) com f(1) = At> + Bt> + Ct

obtemos

(D* + 1)[f(1)e"] = [2i(3A1> + 2Bt + C) + 6At + 2B]e"
2i(3Ar* + 2Bt + C) + 6At + 2B = 1°

A=-i/6
B=1/4
C=i/4.

Parax, =3 [(—%i + % + fTi) e”] obtemos a seguinte solucdo geral de (4.17).

4

ot 1?
X =cC1COSt+cpysent + (—g + —) cos(t) + 7 sen(1)

5 Transformada de Laplace

A 1déia subjacente as transformagdes de Laplace € a seguinte:
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1) Converter uma equacgao diferencial que queremos resolver numa equacao algébrica.
ii) Resolver a equagdo algébrica.

iii) Covertida a solugdo algébrica para uma solugdo da equagao diferencial original.

5.1 Definicao e Exemplos

Por defini¢@o a transformada de Laplace de uma fungdo real f(z) definida parat > 0 ¢é

LIF()] = F(s) = /0 S F () di 5.1)

Notamos que o integral impréprio (5.1) € definido pelo limite
lim e f (1) dt (5.2)
a—oo O

Antes de analisar a convergéncia da transformada de Laplace vamos considerar alguns exemplos.

5.1.1 Exemplo. A transformada de Laplace de f(f) = e*’, onde k é uma constante real ou

L[] :/ e_S’ek’dt:/ e =0 gy
0 0

[ o~ (s=k)t ]t=°°

—(s—k) |,

Se Res > Re k, entdo e~ 6=kt 5 0comr — oo, e portanto

complexo, é

LM = ﬁ se Res > Rek.

Usando a férmula de Euler ¢/“! = cos wt + i sen wt e o facto

b b b
/(c-f(t)+d-g(t))dt:c/ f(t)dt+d/ g(t) dt

obtemos
L[coswt +isenwt] = L[coswt] +i L[senwt]
— L[eiwt]
3 1 _ stiw
Cs—iw  s2+w?
Portanto

L[coswt]:ﬁ, L[senwt]:ﬁ, se Res >0
) 7+ w



78 TRANSFORMADA DE LAPLACE

Temos também

L[coshwt] = ——

R L[senhwt] =

w
ICEEPICE S€ 9{?5’>’|0)L
§C—w

Recordamos

ewt + e—wt ewt —wt

—e
coshwt = ———, senhwt =

2 2
5.1.2 Exemplo. Para a > 0, define-se a funcdo Gamma de Euler por

I'a+1)= /ooxae_x dx. (5.3)
0

Tem-se -
(1) = / e dx=—-e"|y = 1.
0

Usando integracao por partes tem-se
[o0]
INa+1)= / x%e ™ dx
0
[o¢]
= —x%e™|y +a/ x* e ™ dx
0
[ee]
= a/ xle™ dx
0
=al'(a).

Para n um inteiro positivo tem-se ['(n + 1) = nl'(n) = n(n - HNI'(n -2) =--- =n!.
A transformada de Laplace de f(¢) = t%, com a > 0 uma constante real, €

L[] :/ et dt
0

sendo x = st, e portanto dx = s dt, obtemos
o x\al
= / e (—) —dx
0 S S

1 [oe)
= e “x dx
sa+1 0

_T(a+1)
- ga+l '

L[]

5.2 Existéncia da Transformada de Laplace

Diz-se que uma funcao f(¢) é de ordem exponencial em [0, co[ se existem constantes reais D > 0O e ¢
tais que | f(7)| < De“ parat € [0, oo
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5.2.1 Teorema. Se f(7) é uma fungio seccionalmente continua e de ordem exponencial em [0, oo ,
entdo a transformada de Laplace existe.

Demonstragao. Paran =1,2,..., definimos ¢[f],(s) por

f[f]n(S)zfo e S £(t) dt.

Vamos mostrar que €[ f],(s) é uma sucessdao de Cauchy. Sejamn > m > 0,esejam D > 0ec
constantes reais tais que | f(¢)| < De“ parat € [0, oo

/mn e f (1) dt

n
s/ le™" f(1)| dt
m
n
</ De~(Res=o)t gy
m

De_(R?S_C)t n
[_ R@S—C ]m
De—(ﬂ(es—c)m
 Res—c
De—(Res—c)m

Res —c

[ELf1n(s) = €Lf1m(s)| =

(1 _ e—(f&es—c)(n—m))

<

~(Res—c)m < 5
D%{T — 0 quando m — oo, segue que €[ f],(s) € uma sucessao de

Cauchy no semi-plano Ke s > c. Portanto

se Res > c¢. Como

lim £[f].(s) = LLf(1)]

n—00

existe para Res > c. m|

Recordamos que uma sucessao de fungoes {F,(s)}, converge uniformemente a uma funcgio F(s)
se para cada € > 0 existe N tal que para qualquer s

mn>N = |F,(s) - F,(s)| <e.

5.2.2 Corolario. Se f(r) ¢ uma funcdo seccionalmente continua ¢ de ordem exponencial em
[0, oo[ , entdo a sucessao

(LfTu(s) = /0 () di

converge uniformemente a transformada de Laplace de f num semiplano Re s > xo.

Demonstracdo. Sejamn > m > 0, e sejam D > 0 e ¢ constantes reais tais que | f(z)| < De“’
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parat € [0,00[ . Agora seja xo > c. Para Re s > x( temos

Res—c>x9g—c >0

1 - 1
Res—c xp—c¢

—(Res—c) <—(x0—c)

e—(ﬂ(e s—c) e—(XO—C)
< s
Res —c Xg—¢C

€ portanto
De—(Res—c)m  ,—(xo—c)
[€Lf1n(s) = CLfIm(s)] < <
Res —c Xp—cC
se Re s > xo. Logo €[ f],(s) = L[f(#)](s) uniformemente no semiplano Re s > x. O

5.3 Propriedades da Transformada de Laplace

A transformada de Laplace € linear.

Lla-f(t) +b-g0)](s) =a L[f()](s) +b Lg(1)](s)
O seguinte resultado € o primeiro teorema de translacao.

5.3.1 Teorema. Se L[ f(#)](s) = F(s) para Res > b, entdo L[e* f(t)] = F(s — a) para Re(s —
a) > b.

Demonstracao. Aplicando a defini¢ao da transformada de Laplace temos

LI F(0)]1(s) = /0 e £ (1) di
= /me‘(s‘“)’f(t) dt
0

=F(s—a).

5.3.2 Exemplo. Como £L[cos wt] = s/(s> + w?), obtemos

s§—a

-L[em Ccos (l)t] = (s—a)—2+a)2

Definimos a funcido de Heaviside por

0 t<0
H(t) =
1 t>0.
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Definimos formalmente a fungdo de Dirac §(¢) por

[ 5(1)£ (1) di = £(0).

O segundo teorema de translacdo é
5.3.3 Teorema.

i) Se L[f(1)](s) = F(s), entdo

LIH(t—a)f(t—a)] =e*“F(s).

1) Paraa > 0 tem-se

L[6(t—a)](s) =e .
Demonstracédo. Aplicando a defini¢do da transformada de Laplace temos
LIH(t—a)f(t—a)](s) = / e "H(t—a)f(t—a)dt
0
= / e f(t—a)dt

Para T = t — a obtemos

/ e £ (1) dr

0

=e“F(s).

O

Seja F(s) uma fungdo complexa de uma varidvel complexa s. Dizemos que F é holomorfa quando

F(s+h)—F(s)
h

dF

= (s) =1

2 ) = him
existe.

5.3.4 Teorema (Derivada da transformada de Laplace). Se f(¢) é uma funcio e a transformada
de Laplace L[ f(¢)](s) = F(s) existe para Re s > ¢, entdo a funcio F(s) é holomorfa no semiplano

Res >ceparan >0
n

(1 SF(s) = LI F0]09)

Demonstracao. [Esquema de demonstracio] Seja s € C tal que Res > ¢, e seja2n = Res — c.
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Para h com 0 < |h| < 1, tem-se Re(s + h) > ¢ + 7, e portanto F (s + h) existe. Considere

F(s+h)—F(s) © © (St £(5) — 751 (1)
, +/0 e 'tf(t)dt /O h

-|f we-“fm[e_hlh_
-|f we—f’f(ﬁ;(j;)nd
/0 e - i (E;f’gf |
< [Tl lhlZ A
. /m| SO lhlZ LA

< |h|/ e F (1) - 2 dr
< |h| /0 e~ Res=IhDt £ ()| - £ dt

< |h|/ e~ ()| - 2 dt
0

+e "t f (1) dt

dt

IA

A funcio e~“!| f(¢)| é integravel em [0, co[ , e a fungio r>¢ ™ & limitada em [0, co[ . Portanto

hmlhl/ e F ()] - 2 dt =

e logo
F(s+h)-F «
F'(s) = lim LOX M= F©) _ / e f (1) d.
h—0 h 0
A demonstracdo para derivadas de ordem superior € parecida. O

5.4 Solucdes de Equacdes Diferenciais Ordinarias

Para aplicar a transformada de Laplace a equacdes diferenciais ordindrias temos de calcular a transfor-
mada de Laplace a derivada de uma funcdo. Por defini¢do temos

LIXD](s) = /0 (1) di (5.4)
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Usando integracao por partes obtemos

- [e_”x(t)]zgo +s ‘/000 e 'x(t) dt (5.5)
=s L[x](s) —x(0) (5.6)

se a funcdo f(r) é seccionalmente continua e de ordem exponencial em [0, co[. Portanto
L[x"]1(s) = s L[x'](s) = x’(0) = s2X(5) — sx(0) — x(0).

5.5 Inversa da Transformada de Laplace

Para utilizar a transformada de Laplace na resolucdo de equagoes diferenciais temos que inverté-la. Em
geral a férmula da inversa requer técnicas de Andlise Complexa. No entanto, para certas classes de
problemas a férmula € facilmente acessivel. O seguinte resultado afirma que a inversa da transformada
é essencialmente tnica.

5.5.1 Teorema. Se f(z) e g(¢) sdo fun¢des seccionalmente continuas de ordem exponencial e se
existe uma constante so € R tal que

Re(s) > so = LIf1(s) = L[g](s),

entdo f(r) = g(¢) para t > 0 exceto num subconjunto finito de pontos onde as fungdes f(z) e
g(#) ndo sdo continuas. Portanto, se f e g sdo continuas e satisfazem a condi¢do acima, entdo

f(t) = g(t) parat > 0.

O teorema seguinte ¢ uma condi¢do necessaria para uma fungao F(s) seja uma transformada de
Laplace de uma fungdo f(1).

5.5.2 Teorema. Se f(¢) € uma funcdo seccionalmente continua em [0, +oo[ de ordem exponencial,
entao

|a@%i§?w£[f](s) = 0.

Demonstracdo. Temos |f(7)| < De e

/ome‘s’f(t) dt| < /Ooo|e‘s’f(t)| dt

< / me—%m f(0)dt < / " pele-Re gy
0

0
. D S__ D
= = Re(s) 0 Rels) —c

se Re(s) > c. Logo | L[f](s)| — 0 como | Re(s)| — oo. O

ILLf1(s)] =

el Re(s))
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Uma férmula muito ttil para £~ é o seguinte. Se

P(s)
0(s)’

onde P(s) e Q(s) sdo polinémios tais que grau(P) < grau(Q) e Q(s) = (s —ry)" ... (s — rr)"*, entdo

F(s) =

L7F0) = Zk: 1 a ((s—r ')”fes’F(s))|
— (nj—1)! ds"i~! J s=rj
j=1

5.5.3 Exemplo. Usando a transformada de Laplace podemos resolver o problema

{t 0<r<3
x” = 5x" +6x = f(1) f@) =
tr+5 3<t
x(0) =-2
x'(0) = 1.

Usando a transformada de Laplace e escrevendo f(7) = t+5- H(t —3) e sendo L[x] = X(s)
obtemos

L[x" =5x"+6x] = / e f (1) dt
0

1 5
(s> =55+ 6)X(s) +2s— 11 = =+ e
s2 s

s+ 11 i . 5
G-3(-2)  2-206-3) ¢ 56-3)(-2)

X(s) =
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25+ 11 1 5
jam Fi(s) = ————— Fy(s) = , F3(s) = t
sejam Fi(s) = 35 29 = a6 o PO T s an o O
£—1[F1] — estﬂ estﬂ — 72 4 503
s=3 s=2 s=2 s=3
_1 eSl eSl d eSt
Fl=—0o | +-° | 4&£_°
LR s2(s = 2) ;.3 2 (s=3) |0y, ds(s—=2)(s=3)|,_o
_e_3t_e_2’+te”(s—2)(s—3)—e”(—5) _e_3t_e_2’+£+i
9 4 (s —2)2(s - 3)2 0 9 4 6 36
Sest Sesl Sest eZt e3t 1
-1
= +— | =5|-F=t+—=+=
LOIBl= 55 o s(5=2) | (5=2)(s-3)].-g ( I 6)
logo
46 5, 29 5, t 5 =3 203
= —el -2 —+— +5H(t- - —1.
x(1) 96 4e +6+36+5 (r=3) 3 5 +6

85
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PARTE III

Equacoes Diferenciais Parciais

6 EDP de 12 Ordem Quasi-lineares

Para uma funcio u(x, y) de classe C' sejam

ou ou

a = Uy c ay
6.1 Meétodo de Caracteristicas

Consideremos uma equagdo com variaveis independentes x e y da forma
a(x,y,u)uy +b(x,y,u)uy, —c(x,y,u) =0 (6.1)

onde u = u(x,y) e a, b, c: R*> — R sio fungdes continuas.

Para uma funcio u = u(x, y) de classe C! consideramos a fungio

f(X,y,Z) = M(X,y) —Z.

Temos Vf = (uy,uy,—1) # (0,0,0), e portanto o conjunto de nivel zero
={(x,y2):z=u(xy}cR

€ uma superficie. Notamos que X é o grafico da funcdo u. Sendo v(x, y,u) = (a,b,c),coma, b e ¢ as
fungdes em (6.1), temos
v, Vfy=v-Vf=au,+bu,-c=0.

Segue-se que o campo vetorial v é ortogonal a V f ou seja v é um campo tangente da superficie . O
campo v chama-se campo caracteristico. O sistema de equacoes

dx dy du

— =alx,y,u), — =b(x,y,u), —=clx,y,u 6.2

o = Ay, —=blxy.u), —-=clxy.u) (6.2)
chama-se equacoes caracteristicas da equacdo quasi-linear (6.1). A forma ndo paramétrico do sistema
é

dc dy dz
a b ¢
Uma solucdo de (6.2) chama-se curva caracteristica. Se as curvas caracteristicas sdo dadas implicita-

(6.3)

mente por
¢(x,y,u) =c1, Y(x,y,u) =c
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onde c; e ¢, sdo constantes, entao
F(¢,¢) =0,

define-se uma solucdo implicita onde F € uma func¢do arbitraria diferencidvel tal que

F¢¢u + leﬂu # 0.

6.1.1 Exemplo. Consideremos a equacao
xuy + yzuy = (x+ y)u.
A equacgdo caracteristica é

dx dy  du
X2y (x+yu

Temos
dx dy dx  du
X2 )2 22 (x+y)u
1 1 + d
——=——+c xzydx:—u
X y x u
1 1 dx dx du
y X X X u
xX=y dx dy du
=c —+ = =—
Xy X y u
ydx +xdy du
Xy u
d(xy) du
xy  u
u
— = ().
Xy

1

Sendo ¢(x,y) = (x —=y)/xy =y ' —=xLew(x,y,u) = u/xy e F(¢,¢) uma fungio diferencidvel

tal que

1
O¢F¢¢M+FI,[/¢/M:F¢O+F¢E

obtemos uma solucao implicitamente definida por

F(x‘y,i):o.
Xy Xy

Usando a condi¢@o Fy, # 0 o teorema da func¢do implicita implica que u/xy = f (xx;yy) onde f &
uma fung¢do diferencidvel. Temos entdao

u(x,y) =xy-f(xx;yy)-

87
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Verificamos que

f/
ue =yf+xy=
X
uy =xf —xy—=
y y2
x2u, + yzuy =xX2yf +xyf +xyf —xyf’
=xyf-(x+y)
=u-(x+y).
6.1.2 Teorema. A solugdo geral de
a(x,y,u)ux +b(x,y,u)uy —c(x,y,u) = 0. (6.4)
¢ dada por
F(¢,¢) =0,
onde ¢(x,y,u) = c; ey (x,y,u) = cy sdo curvas das equacgdes caracteristicas
d d d
ax = ay = _” (6.5)
a b c

e F' € uma funcio diferenciavel arbitrdria tal que Fy, + Fyip, # 0.

Demonstracado. Para ¢(x,y,u) = c| temos
0=d¢ = ¢.dx + ¢ydy + ¢,du.

Se ¢ satisfaz a equagao caracteristica (6.5), entdo (dx, dy, du) = A(a, b, ¢) para alguma constante
0# 1 €R. Logo

apy, +bpy +cp, =0.
Analogamente
ay + by +cy, = 0.

Os campos (¢, ¢y, du) € (Yx, ¥y, ¥,) sdo localmente linearmente independentes e ortogonais do
campo (a, b, ¢). Portanto existe uma constante nao nula A tal que

¢y Pu
Yy Yu

bu ¢x
Yu Yx

bx Py
U by

b b

(a» b’ C) = /l((¢x9 ¢y’ ¢M) X (Wx’ lr[/y’ '71114)) =4 (
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Se 0 = F(¢(x,y,u),¥(x,y,u)), entdo
_OF _
=5o =

oF
za_y:F¢'(¢y+¢u'“y)+Fw'(‘//y+¢u'”y)

Fy
Fy

0 F¢'(¢x+¢u'ux)+F(//'(Wx"'lpu'ux)

0

¢.x + ux¢u lp.x + uxlﬁu
¢y + ”y¢u Uy +uyy

Fy
Fy

Aplicando a condi¢do 0 # Fy¢, + Fyi,, e portanto (Fy, F,) # 0 segue

¢x + ux¢u w.x + u.xwu
¢y + uydy Uy + uyy

= (¢x + ux¢u) (‘/’y + ”y‘//u) - ('»l’x + ux'!’u) (¢y + ”y¢u)
=gy —Uxy + (Puthx — Wud)ux + (ot — ¢x¢u)”y

by bu|  |Pu Px ¢x by
Yy Y| |Wu Yx Yx by

=1"Yc - au, - buy).

= + Uy +

y

Como Fy, + Fy, # 0, 0 teorma da func@o implicita implica que F (¢, ) = 0 define uma solugio
implicitamente. O

6.1.3 Exemplo. Determine a solucao geral de

2tu; — Xty = uz, t,x > 0.
As equagdes caracteristicas sao
dt — dx du
2t x  u?
Temos
dr  dx dr  du
2t x 2t u?
’ 1 1
logt + logx” = ¢ —logt =—+0¢
2 u
’ 1 1
tx° =Ky —logt+ — =c».
2 u

Logo temos solugao implicitas da forma

1 1
F(tx?, =1 -)=0.
(tx,zogt+u) 0

Ou seja 27! log(t) + u™! = f(tx?).
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Dada a condigio inicial u(p, p) = p>, com p > 0 obtemos

1 1
—logt + — = f(tx?)
u

2
1 1 3
Elogp+?=f(p)
1 1
clogy+ == f(y)
y
1 1 1 ) 1
Elogt+;:610gtx +[’x_2
1 1 1 1 1
—=(===)logr+ =1 —
u (6 2) g +3 ng+tx2
1 3tx2
U= .
(tx2)~1 + log(x/1)/3 3tx?
3tx2

"3+ 2log(x/1)’

Problema de Cauchy ou de Valor inicial

Mais uma vez vamos considerar a equagdo quasi-linear
a(x,y,u)uy + b(x,y,u)u, = c(x,y,u), (6.6)
mas agora vamos supor que temos uma curva regular I' ¢ R3
(a(5),B(5),7(s)), s1<s<s), —00<s <s<oo.

Seja C ¢ R? a curva no plano R? com (a(s),(s)). O problema de valor inicial de Cauchy ou
simplesmente o problema de valor inicial é:

Problema (Valor Inicial). Determine uma solugdo u(x, y) de (6.6) tal que

u(a(s),B(s)) = y(s).
Dizemos que a curva I' € uma curva ndo caracteristica da equagao (6.6) se os campos (@', ') e
(a, b) sao linearmente independentes, ou serd equivalente se

a'(s) B'(s)

0.
ala(s). (). 7(s)) bla(s). B(s).¥(s))|

6.1.4 Teorema. Se os coeficientes a, b, ¢ sdo de classe C! e " é regular € ndo uma curva caracte-
ristica, entdo localmente exite uma e s6 uma solu¢do do problema de valor inicial.
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Demonstracdo. Consideremos o sistema de equagdes caracteristicas

dx

E(I) = a(x’y’z)
dy .

Z(I) - b(x,y,Z)
dz

E(t) = c(x,y,z)

com a condi¢do inicial (xo, yo,z0) = (@(s),B(s),y(s)). Como as fun¢des a(x,y,z), b(x,y,z) €
c(x,y,z) sdo de classe C! temos solucdes

x(s,1), vy(s, 1), z(s,1), coms; <s<syelt] <d,onded > 0.

Sendo (x,y) = G(s,t) temos

t
DG(5.0) = X5 Xr| _ a:a _ o B |
Vs Yt B'b a b
Portanto DG (s, 0) é ndo singular, e localmente G tem uma inversa. Assim temos (s,1) = H(x, y)
ousejas = s(x,y) er=1t(x,y). Afuncdo u(x,y) = z(s(x,y),7(x,y)) é uma solugéo que satisfaz

u(x, y)li=0 = z(s,0) = y(s).

Pela unicidade do problema de valor inicial de equagdes diferenciais ordindrias e a unicidade da
funcdo inversa, a funcdo u € Unica. O

6.1.5 Exemplo. Determine a solugdo de u, — u, = 1 que satisfaz a condic@o inicial u(x, 0) = x2.
As equagdes caracteristicas sao
dx = —dy = du,

etemos ¢(x,y,u) =x+y=crey(x,y,u) =u+y=cp. Logo F(¢,¥) =0 com

dFF OF oF

—=—-04+—-1#0.

du 0¢ oy
Pelo teorema da fungdo implicita obtemos que a condicdo F(x + y,u + y) = 0 é dada por uma
expresao da forma

u(x,y)=f(x+y) -y

eu = f(x+y)—y¢éuma solugido de u, —u, = 1. Dado a curva I" com a(s) = s, B(s) =0e
y(s) = s*. Temos

1 0
1-1

C}/,/ﬁl
a b

# 0.
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Portanto I" é uma curva ndo caracteristica. Aplicando a condi¢do u(x,0) = x2, obtemos

u(x,y) = flx+y) -y
u(x,0) = f(x)
= x2
u(x,y) = (x+y)>-y.
6.1.6 Exemplo. Resolve o problema de Cauchy
(y—wuy + (u—x)uy =x -1y, u(x,y) =0sexy=1.

As equagdes caracteristicas sao

Temos

dx  du
y—u x-—y
(x —y)dx = (y —u)du
(x=y)dx+dy)=(y—u+u—x)du
(x—y)(dx+dy+du)y=0
dx+dy+du=0

dy du dx dy

u—x:x—y y—u u—x
(x—y)dy = (u—-x)du (u—x)dx = (y - u)dy
u(dx + dy) = ydy + xdx
—udu = xdx + ydy

xdx + ydy + udu = 0.
Portanto

x+y+u=cy, x>+y*+u’=co.

Aplicando a condi¢do u = 0 e xy = 1 obtemos

c%:(x+y)2:x2+y2+2xy:x2+y2+2:cz+2.

Logo

x2+y2+u2+2:(x+y+u)2:(x+y)2+u2+2u-(x+y)
2=2xy+2u-(x+y)
_l=xy

xX+y

7 EDP de 22 Ordem lineares

Uma equacao parcial de segunda ordem €é uma equacao da forma

a(x, y)ixx + 2b(x, y)itxy + c(x, y)uyy +d(x, y)uy + e(x, y)uy + f(x, y)u = g(x,y).  (7.1)

Aqui vamos estudar as equacdes seguintes com coeficientes constantes:
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Nome Equacao
Equacao de calor U; = kg,
Equacao de ondas Up = CPUlyy

Equacgao de Laplace  uy, + uyy, =0

A equacdo de calor u; = ku,, ¢ um modelo matemético a evolu¢@o no tempo da temperatura numa
barra homogénea. Comecamos a estudar o problema com a condicao inicial e as condicdes na fronteira:

Equacgao de calor

EDP Uy = Kityy, O0<t, 0<x<L;
Condigao inicial u(x,0) = f(x), 0<x<L;
Condicao na fronteira u(0,t) =0, t>0;
u(L,t) =0, t>0.

A equacio de ondas u;; = ¢?uy, é uma equagio modela a evolugio no tempo de uma corda vibrante.
Um problema com condig¢des iniciais e condi¢Oes na fronteira é

Equacao de ondas

EDP Uy = ctuy,, 0<t, 0<x<L;
Condicao inicial u(x,0) = f(x), O<x<L;
u;(x,0) = g(x), O0<x<L;
Condicdo na fronteira u(0,1) =0, t>0;
u(L,t) =0, t>0.

A equagdo de Laplace O = uy, +uyy = V- Vu = Au € uma equacdo modela a evolugdo um potencial
escalar para a velocidade de escoamento de um fluido incompressivel e irrotacional.

Seja Q c R? um aberto limitado tal que 0Q \ {p1,..., pn} = 0Q’ é uma variedade de classe C! e
seja v: 9Q" — R? o campo vetorial normada exterior. A primeira condi¢io na fronteira é as condigoes
de Dirichlet:

Equacao de Laplace com condic¢des de Dirichlet

EDP 0 =Au(x,y), (x,y) € €
Condi¢ao de Dirichlet u(x,y) = f(x,y), (x,y) € 0Q.

A segunda condi¢do na fronteira que vamos estudar € as condi¢oes de Neumann:

Equacao de Laplace com condicdes de Neumann

EDP 0 =Au(x,y), (x,y) € €

0
Condicdo de Neumann v(x,y) - Vu(x,y) = a—i(x,y) = f(x,y), (x,y) € 0Q.

Notamos que uma funcio de classe C2 num aberto Q chama-se harménica se Au(x, y) = 0 para

cada ponto (x, y) € Q.
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7.1 Unicidade de Solucoes

Equacao de Calor Consideremos a equacdo de calor com a condi¢do inicial e as condi¢gdes na

fronteira:
ur = kityy, 0<t, 0<x<IL;
u(x,0) = f(x), O<x<L;
u(0,t) =0, t>0;
u(L,t) =0, t>0. (7.2)

7.1.1 Proposicao. Se u(x, ) € uma solucdo do problema (7.2) e u, u;, uy, sdo continuas em 0 < ¢

e(0 <x < L,entao
L L
/ uz(x, t) dx S/ fz(x) dx.
0 0

Demonstracao. Parar > 0 definimos

L
J(t):% /0 u*(x, 1) dt.

Temos

L
J'(1r) = %‘/0 u(x,t) - us(x,t)dx

L
/ u(x,t) - ug(x,t)dx
0

L
W6, 1) - e (r, 1)L = / W2 (x, 1) dx
0
L
= —/ u)%(x,t) dx < 0.
0

Logo J(t) < J(0) para ¢t > 0, e portanto

L L L
/0. uz(x,t)dxs‘/o uz(x,O)dx=/0 2 (x) dx.

Obtemos a unicidade de solucdes:
7.1.2 Teorema. O problema (7.2) tem no méximo uma solucdo u tal que u, u; e u,, sdo continuas.

Demonstracdo. Se u;(x,?) e uz(x,t) sdo solucdes consideremos a funcio u(x,t) = uy(x,t) —
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ur(x,t). A fungao u satisfaz a equacgao de calor e as condicdes

u(x,0) =0,
u(0,t) =0,
u(L,0) =0.

Pela Definition 7.1.1 para t > 0 temos

L L
/ u*(x,t) dx < / u*(x,0) dx = 0.
0 0

Logo u(x,t) =0euj(x,t) = usy(x,1). O
Equacao de Ondas Consideremos a equagdo de ondas com as condi¢des iniciais e as condi¢cdes na
fronteira:

u,,:czuxx, O0<t, 0<x<L;
u(x,0) = f(x), O<x<L;
u;(x,0) = g(x), 0<x<L;
u(0,1) =0, t>0;
u(L,t) =0, t>0. (7.3)

Se u(x, t) é uma solugio de classe C? em [0, L] x [0, +co[ podemos definir

L
E(t) = % /0 (Pu(x, 1) + u? (x, 1)) dx (7.4)

Como u é de classe C? temos u;, = ;. Obtemos

dE 1 rt
E(t) = 2—62/ (ZCzuxu,x + 21/![1/[”) dx
0
1 L
= 2 (czuxux, + czu,uxx) dt
0
0

L
/ PN (usuay) dx
0

= u(x, 1) - u (x, )25

= ut(L’ t) : MX(L9 t) - ut(oa t) . ux(03 t)
Como u(0,7) = 0eu(L,t) = 0 obtemos

l/l[((), t) =0 € ut(L, t) =0.
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Logo E(t) é constante e para ¢ > 0 temos

1 L
E(t) = E(0) = ﬁ/ (czuﬁ(x, 0) + u,z(x,O)) dx
0

L
=53 \ (P £2(x) + g*(x)) dx. (1.5)

7.1.3 Teorema. O problema (7.3) tem no maximo uma solucio de classe C2.

Demonstracdo. Se u;(x,?) e ux(x, ) sdo solucdes de classe C? consideremos a funcio u(x, t) =
uy(x,1) —up(x,t). A fungdo u satisfaz a equacao de ondas e as condi¢des

u(x,0) =0, O0<x<L;
uy(x,0) =0, O<x<L;
u(0,1) =0, t>0;
u(L,t) =0, t>0.

Pela (7.5) temos
1 L
0=E0)=E(t) = 2—02/0 (czu)%(x,t) + utz(x, 1)) dx
Logo u;(x,t) = 0 e uy(x,t) = 0. Portanto u(x, tr) é constante e
u(x,t) =u(0,0) =0.

Ou seja uj(x,t) = usz(x,1). O

Equacéao de Laplace Consideramos o problema

0= Au(x,y), (x,y) € Q; (7.6)
f(x’ y) = u(x,y), (x,y) € 0Q;
ou
ou
flx,y) = 3y (x,y) € 0Q.
v

7.1.4 Teorema. Se u; e u; sao solugdes de classe C?do problema (7.6), entdo u; — up € constante
em €.



Propriedades das Fungées Harmonicas

Demonstracdo. Se u;(x,?) e u>(x, ) sdo solugdes de classe C? consideremos a funcio u(x, t) =
uy(x,1) —up(x,t). A fungdo u satisfaz a equacdo de Laplace e uma das condi¢des

u(x,y) =0, (x.y) €
ou
bs)
Z(x.y) =0, (x.y) € 0Q.
ov

Como
V- (uVu) = ulu + Vu - Vu = ||Vul?,

/lqu||2:/ w2 o,
Q o OV

Logo Vu = (0,0) e u(x, y) é constante. O

pelo Teorema de Gauss obtemos

7.2 Propriedades das Funcdes Harmonicas
7.2.1 Valor Médio

A primeira propriedade de fungdes harmonicas € de valor médio

7.2.1 Teorema. Se u é uma funcdo harménica num dominio conexo ¢ R? entdo para cada ponto
(x0,y0) € Qe cadar > 0tal que

B, (x0,y0) = {(x,y) : [(x =x0,y = o)l <r} € Q

temos

G0.30) = 5= [
u(xgp, = — u.
00 27y 0By (x0,y0)

Demonstracao. Parar > 0 consideremos a fun¢do definida por

1
Flr) = — / .
2nr 0B, (x0,y0)

Usando a parametrizacdo ¢(6) = (xo + r cos 6, yo + r sen 6), obtemos

=r

—rsen6 2
rcos 6

(D¢)’(D¢) = (—r send rcos 9) . (

97
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e portanto v/det(D¢) (D¢) = r. Logo

1 2
f(r):ﬁfo u(xg + rcos6,yo+rsend)rdd
1 2r
=5 u(xo +rcos6,yo+rsenf)do.
T Jo

Como 0 = Au = V- Vu = div(Vu) o teorema de Gauss implica que

0= / div(Vu)
By (x0,Y0)

= / (Vu,v)
9By (x0,y0)

3 / ou
9B, (x0,Y0) dv

2 ou ou
= cos— +senf— | (xg + rcos @, yg + rsend) rdo
0 0x ay

2

= —u(xg +rcosf,yo+rsenf)do
0 (91"

0 2
:EO

0
EZﬂf(r)

u(xg +rcos6,yo+rsenf)do

Logo f(r) € constante para r > 0. Temos

1 2
lim f(r) = lim — / u(xg + rcos6,yo+rsend)dd = u(xog, yo).
r—0 r—0 271 0

Segue que

(x0.70) = = /
u(xo, = — u.
030 2nr 0B, (x0,y0)

7.2.2 Principio do Maximo

A segunda propriedade de fungdes harmoénicas € do principio maximo

7.2.2 Teorema. Seja u(x, y) € uma fungdo harménica num aberto conexo Q. Se existe um ponto
(p,q) € Qtal que u(p, q) > u(x,y) para cada (x, y) € Q, entdo u € constante.
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Demonstragdao. Vamos supor que existe um ponto (p, g) € Q tal que u(x,y) < u(p,q) para
cada (x,y) € Q. Sejar > 0 tal que B,(p,q) C Q. Paracada0 < p <recada0 < 6 < 27 temos
u(p,q) —u(p + pcos,q + psené) > 0 e portanto

1 2r
ﬂ/ (u(p,q) —u(p +pcosB,q + psen)) dd >0 (7.7)
0

Pelo Definition 7.2.1 o valor do integral na alinea anterior € zero. Logo u(p, q) = u(p+pcos, g+
psenf) paracada 0 < p < recada0 < 6 < 2x. Segue que u(x,y) é constante em B,(p, q).
Como Q € conexo podemos deduzir que u(x, y) é constante em €. O

7.2.3 Corolario. Se Q é aberto, conexo ¢ limitado e u € uma funcdo harménica em Q e € continua

em Q entdo o maximo de u em Q é necessariamente assumido na fronteira 9Q.

7.2.4 Corolario. Se u| e u, sdo funcdes de classe C? num aberto limitado Q c R? e sdo continuas

em Qe u1|yo = us|sq entdo ui(x,y) = us(x, y) para cada (x, y) € Q.

7.3 Separacao das Variaveis

Um método de separagdo das varidveis comeca assumindo que
ulx,t) = X(x)T(¢).

7.3.1 Equacao de calor

Aplicando a equagdo de calor a fun¢do u = X - T obtemos

XT' = kX"T,
ou seja
1 T/ X//
KT X

Com a unica fungdo de ¢ que € igual a uma funcao de x € a fun¢do constante obtemos
T' — kAT =0, X" -aX =0.

As solucdes gerais sao

A1>0, T(t)=Ae, X(x)= cleﬁx + cze_‘/z";
A1<0, T(t)=Ae, X(x)=cjcos(V-2x) + ca sen(V—1x);
A=0, T(1)=A, X(x) =cy +cox.

Aplicando a condi¢do 0 = u(0,7) = X(0)T(¢) para t > 0 obtemos X(0) = 0, e aplicando a condi¢do
0=u(L,t) = X(L)T(t) parat > 0 obtemos X(L) = 0.
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i) Para A4 > 0 temos

X(O) _ 1 1 Cq
XLy~ |V VL] gy |
Como
1 1 VIL  ViL
det e‘/zLe“ﬁL):e —-e"""#0

a tnica solucdo é c; = ¢ = 0.
ii) Para A = 0 € facil de ver que X (x) = ¢ + cpx satisfaz X(0) = X(L) =0seesésec; =cy =0.

iii) Para A < 0 seja w? = —A. Temos
X (x) = ¢1 coswx + ¢ sen wx.

Aplicando a condi¢do 0 = X(0) segue que c¢; = 0, e aplicando a condi¢do 0 = X (L) obtemos

0=cysenwL.
Para obter uma solucao nao trivial temos

wL=nr, n=12,....
Sendo A, = —(n7/L)? obtemos uma familia de solucdes
un(x,1) = e sen (%x) , n=1,2,3,...

que satisfaz a equacdo de calor a condi¢do de fronteira. Obtemos uma solu¢do formal (sem

condi¢cdes de convergéncia)

- nm
u(x,t) = Z bue*t sen (Tx) )
n=1

Para obter uma soluc¢do que satisfaz a condicao inicial temos encontrar coeficientes b, tais que
= nm
f(x) = Z b, sen (—x) i
n=1 L

7.3.2 Equacao de ondas

Consideremos a equagao de ondas

62 2
—u:cza—u, 0<t,0<x<L
ot? 0x?



Separagdo das Varidveis 101

com as condi¢des u(0,7) = 0, u(L,t) = 0 na fronteira e as condigdes

ou
M(X’O) :f(X), E(X’O) :g(x)
iniciais. Usando o método de separacgdo de variaveis u(x, ) = X (x)T(¢) obtemos

XT" = *X'T

ou seja

1 TI/ X//

=T = 5a = A (constante).

c
Como vimos no caso da equacdo de calor X” = AX e as condi¢des X(0) = X(L) = 0 tem uma solucdo
nao nula

nmwx nm\2
Xn(X) = s€én T, /ln = - (T)
Obtemos )
T’(%?)T:O

Sendo w,, = nmc/L, obtemos
T,,(t) = A, cos w,t + By, sen wyt,

e uma solucao formal

[ee]
nrct nrct nmw
u(x,t) = Z [An cos 7 + B, sen 7 sen Tx

n=1

que satisfaz a equacdo de ondas e as condi¢des na fronteira. Para obter uma solu¢do que satisfaz as
condig¢des iniciais temos de resolver

nmx

f(x) =u(x,0) = ZO;A,, senT

e
ou N NTTC nmx
gx) = E(x,O) = ,Zf T B, sen T
Solucao de d’Alembert Consideremos
{=x+ct e n=x-ct
Temos
{+n {—n
u(x,t) =u , =U({,m),
2 2c
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Portanto

A solucdo

€ portanto

Logo

dx A dx Iy dx

= U{ + U,]
0%u
ﬁ = U“ + 2U§"7 + UTITI
ou
s =cU; - cU,
82
H_IZ = CZU“ - 2c2Uév,7 + cZU,m.
u 0% )
:W—C ﬁ=—4c Ué'n
0 [oU
—[=]=0
an(ﬁf)
ou
~ -F
5 = O

UL, n) =) +¥(m).

u(x,t) = ®(x +ct) + ¥(x —cr)

com @ e ¥ funcdes de classe C? é uma solucio geral da equagio de ondas.

7.3.3 Equacao de Laplace

Consideremos

Equacdo de Laplace
EDP Uy +uyy =0, O0<x<L, 0<y<H,;
Condicdo na fronteira  u(0,y) =0, u(L,y) =0;

u(x,0) = f(x), u(x,H) =0.

Sendo u(x,y) = X(x)Y(y) obtemos

X"Y + XY" =0,

Xl/ Y/l
2 - —=--a
X Y
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Temos de resolver duas equagdes

X"+AX =0 (7.8)
Y’ —aY =0. (7.9)
As solugdes de (7.8) e (7.9) sdo

X(x)=A+ Bx 1=0,

Y(y) = C+ Dy;

X(x):Acos\//_lx+Bsen\//_lx 1> 0,

Y(y) = C coshVdy + D senh Viy;

X(x) = Acosh V=Ax + Bsenh V-Ax 1<0,

Y(y) = Ccos V=1y + D sen V-21y.

Aplicando as condig¢des na fronteira u(0,y) = 0 = u(L, y) obtemos X(0) = 0 = X (L), e uma série de

solucoes
2
X, (x) = sennLﬂ, Ay = (%) , n=1,2,3,....
Aplicando a condicdo u(0,y) =0, coshy #0esenhy =0seesdsey =0, obtemos Y(H) =0¢e

- H
Y, (y) = senh M,

e uma solucao formal
nr(H —y)
7 .

< nIx
’ = Al’l : h
u(x,y) ; sen —— - sen
Aplicando a condicdo u(x,0) = f(x) temos de resolver

nmH nmrx
-sen —.
L

f(x) = Z A, senh
n=1

8 Série de Fourier

8.1 Sistemas de Funcdes Ortogonais

Seja L > 0. Uma funcdo f: [-L,L] — R diz-se seccionalmente continua se existe uma particao de
[—L, L] num conjunto finito {I, ..., I,} de subintervalos tal que

i) fls; € continua paracada j =1,...,n;
ii) existem os limites laterais de f em cada extremo de cada subintervalo I; C [-L, L].

Notamos uma parti¢do finita de [-L, L] é da forma I} = [-L,x],..., I, = [xy-1, L] com —L < x| <
cor <Xy < L.
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Vamos escrever Csec[—L, L] para o espago linear real de todas as func¢des f definidas em [—L, L]
tais que f € seccionalmente continua.

8.1.1 Definigao. Para f € Ci.[—L, L] definimos a série de Fourier de f por

(o)

ao(f)
2

+Zan(f)cos?+bn(f) sen?, (8.1)

n=1

onde
L
a(f) =7 / ) cos T ds
L
bu(f) = %/_L £(x) sen%dx.

Os nimeros a,(f), b,(f) s@o os coeficientes da série de Fourier de f.

Para f, g € Csec[—L, L] consideremos

L
oy = [ Fwe ar
Temos
D (f.8) = f)
i) (c-f,g)=c(f.8)ceR;
i) (fi + f2.8) = (f1,8) + (/2. 8);
iv) (f,f)=0;
v) (f,f) =0seesése f(x) = 0 para quase todos os pontos x € [~L, L].

Notamos que (—, —) ndo é um produto interno no espago linear Cyec[—L, L], mas se f € Csec[—L, L] é
continuas entdo (f, f) = 0 se e s6 se f € a fungdo constante nula.

Recordamos
0, m # n;
(cos X cos n7rx> =qL 0;
L’ .= R m=n%0;
2L, m=n=0.
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Definamos || f|| = v/{f, f). Notamos que || — || € uma semi-norma no espaco linear Cs.[—L, L]. Por
exemplo, a fungdo f(x) =0sex # 0e f(0) = 1 € seccionalmente continua e ndo nula, mas || f|| = 0.

Dizemos que f, g € Csec[—L, L] s@o equivalentes em média quadridtica e escrevemos f ~ g se
2 t 2
0=17 =gl = [ (0= 0)’a

Notamos que f ~ gseesése {x € [-L,L] : g(x) # f(x) é finito}.

Seja Ciee [—L, L] o espaco de funcdes seccionalmente continuas em [—L, L], considerando identi-
ficadas as fungdes que sdo iguais em quase todos os pontos de [-L, L]. (—,—) € um produto interno
em Cgec[—L, L]. Temos paran > 0

1
—sen — COoSs —
H«/Z L

1
=1, |—
H\/L L

1
-l
2L

e
ao(f) _ (f L>L
2 "\2L V2L
nmx 1 nrx, 1 nwx

a,(f) COST =(f, ﬁcos T>ﬁ COST

nmx 1 nrx. 1 nmx
b — ={f,— Ty -,
2(f) sen 3 (f Lsen 7 ) Lsen 7

e segue que a soma finita

ao;f) + Zak(f) Cosk% + b (f) senk%

k=1

¢é a projeccdo ortogonal de f sobre o subespaco gerado pelo conjunto de fungdes

{L Lcos@ Lsenkﬂ} (8.2)
\/i’ \/z L ’ \/Z L k<n . .
Seja f € aec[—L, L] e seja

SO = %+ 3 gy e0s 25 4 by sen 2, 83

k=1

onde ay(f), by (f) sdo os coeficientes da série de Fourier de f. Para u uma fun¢io no conjunto (8.2)
temos

(f =8y = (fru) = (S(fln,u) =0,
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e portanto (f — S(f)u, S(f)n) = 0. Pelo teorema de Pitdgoras obtemos

2 n
LI = 11f = SCOMIP + ISP = ISP = L (%(Tf) + L) + b))
k=1

Logo a sucessao crescente

2 n
{“ng Ea S s+ bk<f)2}

k=1

é limitada por || f||*>. Segue que

2 [ee]
WL S a1 + bi1 < T (54

k=1

A desigualdade (8.4) chama-se a Desigualdade de Bessel.

8.2 Convergéncia Pontual, Uniforme e em Norma Média Quadratica

Para simplificar a andlise da série de Fourier vamos supor que f € uma fungao integravel em [—x, 7| e
é periddica com periodo 2xr. Portanto

f(x+2kn) = f(x).

Para n > 0 consideremos

ao(f) N -

S(n(x) = = D" ak(f) cosnx + br(f) sennx

k=1
= ! /”f(t) % + > cos(kt)cos(kx) + sen(kt) sen(kx) | dt
TJ . 7

k=1

dt.

I .
:—/ f(1) —+Zcosk(r—xt)cos
T J s 72 =

O niucleo de Dirichlet é a funcao

" sen(n+1/2)x
+ Z cos(kx) = 2senx/2
k=1 n+1/2, X =2mnm.

X # 2mr;
Dn(x) =

| =

A fungdo D, (x) é continua, periddica com periodo 27, D, (x) = D,(—x) e

‘[ﬂDn(x) dx = .

T
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Pv%%avﬁvvﬂv%%%

Grifico de D (x)

Temos

7S(f)n(x) = / F()Dalt - x) dt.

Sendo u = t — x obtemos o

S = [ Flu+ Do) du

—n—X

e como f e D, sdo periddica de periodo 27 e D, (x) = D,(—x) obtemos

2SN = [ FCx+u)Dy(u) du

0 g

- [ sernpgdus [ 00,0 du
- 0

:./0 [£(x+u) + f(x —u)|Dn(x) dx

Para analisa S( f),(x) temos o lema seguinte

107

8.2.1 Lema (Riemann-Lebesgue). Se f é uma fungao integravel em [—x, [, periddica com

periodo 27 e A,, — oo, entdo

Ve
/ f(x)sen(d,x)dx — 0 comon — co.
-7

8.2.2 Teorema. Se f satisfaz as condicdes do Definition 8.2.1, entdo S(f),(x) — s(x) se e sé se

para qualquer 0 < 6 < &

lim —
n—oo 27T

1 /‘5f(x+u)+f(x—u)—2s(x) cen 2n+ 1Du du = 0.
0 u 2
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Demonstragdo. Como [” D, (u) du = x temos

S =) = 52 [ (£ + =) = 2500] D, ) d
_ b O flx+u)+ flx—u)—2s(x) <en 2n+ Du du

21 Jo senu/2 2
I (" f(x+u)+ f(x—u)—2s(x) 2n+ Nu
+ — sen du
2r Js senu/2 2

Pelo Definition 8.2.1 temos

1 Tfx+u)+ f(x—u)—2s(x) 2n+ l)u
_/5 senu/2 sen 2 du

I
e

lim
n—oo 27T

Portanto

1 O fx+u)+ f(x —u) —2s(x) <en 2n+ u du

lim S(f)n(x) - = lim —
oo (f)n(x) = 5(x) ne 270 0 senu/2 2

Consideremos a fungdo

1 1 u-2sen(u/2)
T sen(u/2)  u/2  wusen(u/2)

Pela regra de Cauchy fungdo ¢(u) € limitada em [0, §] e portanto pelo Definition 8.2.1

nli_)lgo[f(x +u)+ f(x—u)—2s(x)]d(u) sen @ du = 0.

Logo

Tim S(f)a(x) = 5(x) =

lim
n—oo 277

L/é”f(x+u)+f(:tc—u)—2s(x) Sen(Zn;—l)udu

Notamos que

¢ a derivada a direita

- fe+u) - fx)
m

u—ut u
lim flzu) = (%) ¢ a derivada a esquerda
u—u* —U

fr+uw) + fr—uw) -2f(x) _ fr+u) - fx)  flr—u)—-fx)
u u —u ’
Portanto se f € seccionalmente diferencidvel entdo a série de Fourier S( f). converge pontualmente a
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funcao
f(x+u) + f(x —u)
u—>0+ 2 '

s(x) =

Notamos que se f € continua em x entdo s(x) = f(x).

8.23 Lema. Se f: [—m, ] — R € uma funcdo continua, f(-r) = f(x), e f’ é continua seccio-
nalmente, entdo os coeficientes da série de Fourier de f” sao

ao(f) =0
an(f') = nb,(f),
bu(f') = —na,(f).

Demonstracao. Por definicdo temos

a(f) =1 [ Fwds= s - s-m =0

a,(f) —ib,(f) %/_nf’(x)(cosnx—isennx) dx

1 [r :
= —/ f(x)e "™ dx
T J-n

T

1 . | .
= —f(x)e"™| +in-— / f(x)e "™ dx
Vg _ T J

= in(an(f) — ibn(f))
=nb,(f) —ina,(f).

O
8.2.1 Nota. Se f: [-7,7] — R é uma funcio de classe C" ' e f*)(—n) = f¥)(x) para k =
0,1,....m—1lese f (m) & seccionalmente continua, entdo
m m | T (DT ( 1"
R O e e 0]
m e b N G D 1+( Hm
R e e ]

Pelo Definition 8.2.3 para n > 0 podemos escrever

an() = -5,

|bn(f)| =
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Pela desigualdade de Bessel temos

(o)
Za/5<oo e Z,B%<00.
n=1

Como 1 1 B, 1 1
D (R — Pn o (824 —
0§n<2(n+n2) e O£n<2(/3n+n2)

obtemos

i lan(f)l < oo e i |ba(f)] < oo,
n=1 n=1

8.2.2 Nota. Aplicando o teorema de Weierstrass obtemos que a série de Fourier

ao;f) + ; a,(f)cosnx + b,(f)sennx

converge uniformemente sempre que f € continua, f(—x) = f(x) e f’ € seccionalmente continua.
Além disso, a convergéncia uniforme implica que

/s Vs
lim / S(f)n(x)dx = / lim S(f)n(x) dx.
Recordamos que S(f), — S(f)e uniformemente se e sé se

sup [S(f)n(x) = S(fle(x)] =0 comon — co.

—n<x<m

Obtemos a Formula de Parseval
1 ao(f)? ~
SNAIP = =5+ Y an(f)? + bal( ).
b4 2 =

8.2.4 Exemplo. Calcule a série de Fourier de f(x) = x2, -1 <x < 1.
A funcdo x2é par, e portanto

1
b,(f)(x) = / x%sen(nnx) dx = 0.
-1
Temos aog(f) =2/3 eparan >0
nn

1
a,(f) = 2/0 x% cos(nnx) dx = (—1)"%.

A série de Fourier é

S(f)eo(x) =

cos(nmx).

4 < (-1)"
+P; n?

W —
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Como f(x) € continua temos

X2, selx| < 1;

S(f)eo(x) ={

y?, sex=2k+ycomkeZely <I.

Segue que

ou seja

S(f)3(x)

Grafico da série de Fourier

No ponto x = 1 obtemos

>

S

ou seja




112 SERIE DE FOURIER

ou seja

8.2.5 Exemplo. Determine a série de Fourier de f(x) = x em [-nx, 7].
A fungdo f(x) = x € impar e por isso a,(f) = 0 para cada n > 0. Para n > 0 temos

1 [r 2 [T —1)"
bn(f):—/ xsennxdx:—/ xsennxdx:—Z( ) .
- 0

) x n n

Logo a série de Fourier de f(x) =xem [—x, 7] é

n

o) _1 n
—22 (1) sen nx.
n=1

Como f(x) é continuamas f(r) =n # —n = f(-n)

x, selx| <m
0, sex=zm;
S(feo(x) =1

y, sex=2kn+ycomkeZely|<m;
0, sex=2k+1)rcomk e Z

Segue que
Vi — (—1) nm
Z -2 -
2 nzz; n 2
ou seja
T (=)
4 Lon+1

Aplicando a férmula de Parseval obtemos

1/1 2 45“ 1
— x“dx = —
T Jq o n2
ou seja

2 [o¢]

T 1

T2

n=1

que ja vimos no exemplo anterior.
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8.2.6 Exemplo. A série de Fourier da funcao

-, —-1<x<0;
fx)=4 0, x=0;

n, O0<x<1;

S(feo(x) = 4i 2(;1)1 sen(2n + 1) mx.
n=0

ol o

S (x)

ol o

Grafico da série de Fourier

9 Resolucao da Equacao de Calor

Uma solugdo formal do problema

Equacao de calor

EDP U = kityy, 0<t, 0<x<L;
Condicao inicial u(x,0) = f(x), 0<x<lL;
Condicao na fronteira u(0,1) =0, t>0;
u(L,t) =0, t>0.

u(x,t) = Z bye kL’ gop (%x)

n=1

b, = %/OLf(x) sen (%x) dx.

com
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A série de Fourier de f converge se f € continua, 0 = f(0) = f(L) e f’ é seccionalmente continua.

Logo a série

Z bie KL gen (%x)
n=1

converge uniformemente em 0 < x < L et > tg > 0, e portanto (9.1) 4 a solucao.

9.1 Equacao de Calor Nao-Homogénea

Considere a equacdo nao-homogénea com uma condi¢do inicial

ou 0%u

— —k— = <x<L
at kaxz f(x’t)’ O_)C_ )
u(x,0) = ¢(x), 0<x<L.

Recordamos que para resolver a equagao

u' (1) + au(t) = f(1)
u(0) =¢

usamos o fator integrante ¢’ para obter a solugéo

u(t) =e ¢+ / e~ £ () ds.
0

Sendo S(¢) - ¢ = e~ - ¢ podemos escrever (9.3) na forma

u(t) :S(t)-¢+'/OtS(t—s) - f(s)ds.

Agora consideremos a equacao homogénea

o
ot Ox?
u(x,0) = ¢p(x), 0<x<L.

=0, 0<x<L,

O.D

9.2)

9.3)

9.4)

€ vamos supor que existe um operador S(t) tal que u(x,t) = S(¢) - ¢(x) é uma solucio de (9.4). Portanto

u(x,0) = S(0) - ¢(x)
= ¢(x)

2

0x?

= ki = (5= g (500 000)

=0.
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Para resolver (9.2) define-se

u(x,t) =8(t) - ¢(x) + /Ol S(t—1s)- f(x,s)ds. 9.5)

Temos
0 92 o 9?
(— - k@) M(X, t) =0+ S(t - t) : f(x, f) + A (E - kﬁ) (S(t — S) . f(X, S))

ot
=S500) - f(x,1) +0
= f(x,1).

Por exemplo, para o problema (9.2) com as condi¢des homogéneas de Dirichlet, isto é

0=u(0,1) =u(L,t)

temos o operador
27T2t/L2

S(t) - p(x) = Zb sen (—x) —kn
/ ¢(x) sen —x) X.
Obtemos uma solugdo particular da equacao ndo-homogénea
t
up(x,t) = / S(t—=s)- f(x,s)ds
0
- niw 2.2 2
S(t—s5)- f(x.8)= > B, (_ ) —kn?x2(1-s) /L
(t=15)-f(x,s) nZ:; (s) sen 7x)e
2 L
B,(s) = Z/o f(x,s)sen (%x) dx.
Notamos que para o problema (9.2) com as condigdes homogéneas de Neumann, isto é

0=1uy,(0,1) = u,(L,t),

temos o operador
) —kn?n2t/L?

[ee)
+Zancos(

/0 ¢(x) cos (%x) dx.

l\)lo

S(1) - ¢(x) =

a, =

N~
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Para resolver o problema com a condic¢do inicial e as condi¢des de Dirichlet ndo-homogfeas

2
Ou _ a_”:(), 0<x<L, t>0;
ar  ox?
u(x,0) =¢(x), 0<x<L; (9.6)

u(0,t) =g(t), t>0;
u(L,t) = h(t), t>0;

define-se I
—-X X
U(x,t) = ——g(t) + =h(1).
(x,1) 3 g(1) L()

Temos U(0,t) = g(t) e U(L,t) = h(t). Sendo u(x,t) uma solucdo de (9.6) define-se v(x,t) =
u(x,t) —U(x,t). Temos

v —kvy = =U;
KGR0
v(x,0) = u(x,0) = U(x,0)

= p(x) ~ (1)~ T (o)
v(0,1) = g(1) —g(1) = 0;

v(L,1) = h(t) = h(r) = 0.

Sendo v(x, ) uma soluc¢do da equcao ndo-homogénea com condi¢cdes homogéneas de Dirichlet

ov 0%y L—x

Y _
E_ ﬁ__ L g(t) Lh(l)’ 0<x<L, t>0;
V(X’O):¢(X)—L£xg(0)—%h(0), 0<x<L; ©.7)
v(0,1) = 0= v(L,1), (> 0;

obtemos uma solugdo u(x,t) = v(x,t) + U(x, ) de (9.6).

Notamos que se uma solucio de um dos problemas (9.4), (9.6) e (9.7) existe, entdo € tnica.

10 Resolucao da Equacao de Ondas

Uma solugdo formal da equagdo de ondas

62 2
—u:cza—u, 0<t,0<x<L
ot? 0x?
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com as condi¢des u(0,7) = 0, u(L,t) = 0 na fronteira e as condigdes

0
u(x.0) = f(x),  Z-(x.0) = gx)

iniciais €
o0
nrct nrct nmn
u(x,t) = Z [An cos + B, sen —] sen —x
L L L

n=1

com

A, = %‘/OLf(x) sen (%x) dx,

2 L
B,=— g(x) sen (Ex) dx.
nnc Jy L

Sejam

nnct nn
sen —x
L L

(o]
up(x,r) = Z A, cos
n=1

nmct nmw
sen —x
L

(o]
uy(x,t) = Z B, sen
n=1

temos u(x,t) = uy(x,t) + uz(x,t). A funcio u(x,t) € uma solugao formal da equacdo das ondas com
g(x) =0euy(x,r) é uma solugdo formal com f(x) = 0.

Se f é de classe C? entio
= nmn
u(x,0) = f(x) = nZ:; A, sen (Tx)

converge absolutamente e uniformemente em [0, L]. Como

(mr ) (mrc) 1 I’lﬂ'( t)+1 mr( +en)
sen|—x|-cos|—1¢] = —sen —(x — —sen —
L L PR A R

podemos €screver

1 o 1<
ul(x,t):§;Ansen%(x—ct)+§;Ansen%(x+ct).
Sendo
f(x), 0<x<L;
F(x) ={-F(-x), x €R;

F(x+2L);
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podem escrever
F(x—ct)+ F(x+ct)

2

ui(x,t) =

Temos s !
% = 5(—cF'(x —ct) + cF'(x + ct))

e %(x, 0) = 0. Se além de f € C? temos f”(0) = f”(L) = 0, entdo F” é continua e

2 2
3@;;1 = %(F”(x —ct) + F"(x + ct)),
9* 1

8;21 = E(F”(x —ct) + F"(x + c1)).

Agora se g é de classe C! e g(0) = g(L) = 0, entio a série

( ) = B nmc e nmw
X) = — Sen —x
g " L

n=1

converge absolutamente e uniformemente em [0, L]. Sendo C,, = (nmc/L)B, temos

A derivada formal

0

2= 5o (2 (22
pode ser escrita da forma

auz

l nm l © nmw
W:EZCnsenf(x—ct)+E;Cnsenf(x+ct)

n=1

estas duas séries convergem absolutamente e uniformemente. Portanto a derivada formal € a derivada
parcial de u;. Sendo

g(x), 0<x<L;
G(x) = {-G(~x), x €R;
G(x +2L);

obtemos
Ouy  G(x—ct)+G(x +ct)

ot 2
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1 [ 1 [
ur(x,t) = 5/ G(x —cs) ds+i/ G(x +cs)ds
0 0

1 xX+ct
= —/ G(u) du.
2¢ Jy—er

Segue que u;(x, t) satisfaz
1) aequacdo das ondas;
ii) a condi¢do u,(0,¢) = 0;
iii) a condi¢do %(O, t) =g(1).

Logo u(x,t) = uj(x,t) + us(x,t) é uma solucio.

11 Resolucao da Equacao de Laplace

Consideramos agora a equagao de Laplace

Upy + Uyy =0, O<x<L, O<y<H,
u(x,0) = fi(x), O0<x<L;
u(x,H) = f2(x), O<x<L; (11.1)

u(0,y) = g1(y), 0<y<H;
u(L,y) = g2(y), O0<y<H.

Podemos escrever uma solugdo u(x, y) da forma

u(x,y) =ui(x,y) +uz(x,y) +uz(x,y) + ug(x,y)
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com uy, Uy, u3 € ug solugodes da equacgdo de Laplace com

MI(X,O) :fl(X), ul(x’H) :O5
u1(0,y) =0, ui(L,y) =0,
up(x,0) =0, ur(x, H) = fo(x),
u(0,y) =0, u(L,y) =0,
uz(x,0) =0, usz(x,H) =0,
u3(05y):gl(y)v Lt3(L,y):O,
ug(x,0) =0, us(x, H) =0,
us(0,y) =0, us(L,y) = g2(y).
A funcdo é dada por
(x,y) i a, sen 2 senh nm(H - y)
u ) = n
11X,y L. I
onde ;
2 nmx
a, = ————— x) sen — dx
, Lsenhm,/o fio) sen ™

L

Para a fungdo u>(x, y) = X(x) - Y(y) temos V?u, = 0 e portanto

XI/ Y/I
S S
X Y
Como X (0) =0 = X(L) segue que A = — (%)2 e
X (x) = sen%, n=12,....

Obtemos
nmy

Y,(y) = a, cosh ? + b, senh A
Pela condi¢ao u;(x,0) = 0 obtemos
0=Y,00) = a,.

Portanto

ur(x,y) = Z b, sen ? senh ?
n=1

Aplicando a condig¢do
nmnH
L

Hr(x) =uy(x,H) = Z b, sen % senh

n=1
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obtemos

bn = W / fz(X) SCI’I — dx

L sen

Para a funcdo u3(x, y) que satisfaz as condigoes

u3(x,0) =0, us(x,H) =0
uz(0,y) = g1(y), uz(L,y) =0
temos I
Yn(y) = sen @, X, = ¢, senh M
H
e
[ee] L _
uz(x,y) = HZ:; c, sen % senh w
com

Cn = m/ gl(y)sen—dy

Para terminar temos
nmx

ug(x,y) = Z d, sen =2 senh 573

onde

dn = m/ 82(y) sen—a’y

L —
+ | ¢, senh M + d,, senh oy by
H H

sen ——| .
H
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