DE MATEMATICA
TECNICO LISBOA 26 DE NOVEMBRO

DM
W DEPARTAMENTO 2° MAP 45 DE CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL III
1° SEMESTRE DE 2025/2026
Cursos: LEMEc21 E LEAN
RESOLUCOES DE VERSAO A
1. Considere o subconjunto C = {(x,y,z) : x> +y* = (2—2z)%,—1 < z < 1} de um cone no espaco R>.

(a) (3 val.) Escreva uma parametrizagdo g: U — C, onde U C IR? é aberto indicando explicitamente o dominio
de g.

Resolugéo

Uma parametrizacdo é g(x,y) = (x,y,2 — /x2+y2) com U = {(x,y) : 1 < x* +y> < 9}.

(b) (3 val.) Escreva uma base de R® de vetores tangentes e normais a C no ponto (2,0,0) indicando quais
vetores sdo tangentes e quais sdo normais.

|

Resolugdo

Usando a parametrizagdo g(x,y) = (x,y,2 — /x> 4+ y?), obtém-se vetores tangentes

og - _ 98 — —
= (2,0)=(1,0,-1) =, (2,00 = (0,1,0) = vz,

Um vetor normal é v3 = v1 x v = (1,0,1). E claro que {(1,0,—1),(0,1,0),(1,0,1)} é uma base de
R3.

2. (6 val.) Seja S C R3 a superficie dada pelo grafico da fungao f(x,y) = x> +y, com 0 < x < 1 e y? < 2+ 4x2.
Sendo a densidade em cada ponto de S dada por o(x,y,z) = x, calcule a massa de S.

Resolugéo

|

Seja U = {(x,y) : 0 < x < 1,y* < 2+4x?}. Usando a parametrizagdo g(x,y) = (x,y, f(x,y)), a massa de
Sé

V2+4x2
M= /adS_// \/1+ 2+ dedy // xV2+ 4x?dydx = 4

V2+4x2

3. (8 val.) Calcule o fluxo do campo vetorial F(x,y,z) = (¢%,yz2,y%z) através o cilindro S = {(x,y,z) : y*> + 2> =
9; —1 < x < 1} no sentido do campo normal n(x,y,z) = (0,y,z) a S

Resolugao

|

Sejam QO C R3® o volume y?> +22 < 9 e —1 < x < 1, v 0o campo normal unitdrio exterior,
S={(x,yz): -1<x<1y*+2z2 =9} e Dy = {(£1,y,2) : y* + z2 < R?}. Pelo teorema de divergéncia

tem-se
/// dldexdydz—/ (F,n)
///]/+z dxdydz—/(Pn} /e—/ e*

[ [ st [0 *

3ty — /S<F,n).

Portanto o fluxo é 817.
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RESOLUCOES DE VERSAO B
1. Considere o subconjunto C = {(x,y,z) : x> +y?> =2 —z,—1 < z < 1} de um parabol6ide no espaco R>.

(a) (3 val.) Escreva uma parametrizagdo g: U — C, onde U C IR? é aberto indicando explicitamente o dominio
de g.

Resolugéo

Uma parametrizacéo é g(x,y) = (x,y,2 — x> —y?) com U = {(x,y) : 1 < x* + y* < 3}.

(b) (3 val.) Escreva uma base de R® de vetores tangentes e normais a C no ponto (1,1,0) indicando quais
vetores sdo tangentes e quais sdo normais.

Resolugdo

|

Usando a parametrizagdo g(x,y) = (x,y,2 — x> — y?), obtém-se vetores tangentes

ag 98 — 0 — _
2(1,1) =1 = (1,0,-2) (11 =0 = (0,1,-2).

Um vetor normal é v3 = v1 x v, = (2,2,1). E claro que {(1,0,—2),(0,1,-2),(2,2,1)} é uma base de
R3.

2. (6 val.) Seja S C R® a superficie dada pelo gréfico da funcdo f(x,y) =y —x%, com —1 < x < ley? < 2+ 4x2.

Sendo a densidade em cada ponto de S dada por ¢(x,y,z) = x?, calcule a massa de S.

|

Resolugéo

Seja U = {(x,y) : =1 < x < 1,y*> < 2+ 4x?}. Usando a parametrizacdo g(x,y) = (x,y, f(x,y)), a massa

de S é
2+4x
M = /adS—// dedy / / \/2+4x2dydx:§.
V2+ix? 15

3. (8 val.) Calcule o fluxo do campo vetorial F(x,y,z) = (xz2,e' %, x?z) através o cilindro C = {(x,y,z) : x> + 22 =

4,0 < y < 2} no senido do campo normal n(x,y,z) = (x,0,z) a C.

|

Resolugao

Sejam QO C R3 o volume x> +z*> < 4e 0 < y < 2, v 0o campo normal unitdrio exterior, C =

{(x,y,2) :0<y<2,x*+z*2=4}, Dy = {(x,0,2) : x> +22 <4} e D, = {(x,2,z) : 2 + 22 < 4}. Pelo
teorema de divergéncia tem-se

//Qdidexdydz:/aQ<Rv>
///Q(xZJFZZ)dxdydz:/C(plv>_/Doelx+/Dzelx

2 2 p2n
/ / / 3 d0drdx = /(F,v)
o Jo Jo C

167 = /C (E, v).

Portanto o fluxo é 167.




