
2º Map 45 de Cálculo Diferencial e Integral III

26 de novembro

1º Semestre de 2025/2026

Cursos: LEMec21 e LEAN

Resoluções de Versão A

1. Considere o subconjunto C =
{
(x, y, z) : x2 + y2 = (2 − z)2,−1 < z < 1

}
de um cone no espaço R3.

(a) (3 val.) Escreva uma parametrização g : U → C, onde U ⊆ R2 é aberto indicando explicitamente o domı́nio
de g.

Resolução

Uma parametrização é g(x, y) = (x, y, 2 −
√

x2 + y2) com U =
{
(x, y) : 1 < x2 + y2 < 9

}
.

(b) (3 val.) Escreva uma base de R3 de vetores tangentes e normais a C no ponto (2, 0, 0) indicando quais
vetores são tangentes e quais são normais.

Resolução

Usando a parametrização g(x, y) = (x, y, 2 −
√

x2 + y2), obtém-se vetores tangentes

∂g
∂x

(2, 0) = (1, 0,−1) = v1
∂g
∂x

(2, 0) = (0, 1, 0) = v2.

Um vetor normal é v3 = v1 × v2 = (1, 0, 1). É claro que {(1, 0,−1), (0, 1, 0), (1, 0, 1)} é uma base de
R3.

2. (6 val.) Seja S ⊂ R3 a superfı́cie dada pelo gráfico da função f (x, y) = x2 + y, com 0 < x < 1 e y2 < 2 + 4x2.
Sendo a densidade em cada ponto de S dada por σ(x, y, z) = x, calcule a massa de S.

Resolução

Seja U =
{
(x, y) : 0 < x < 1, y2 < 2 + 4x2}. Usando a parametrização g(x, y) =

(
x, y, f (x, y)

)
, a massa de

S é

M =

ˆ
S

σ dS =

¨
U

x

√
1 + (

∂ f
∂x

)2 + (
∂ f
∂y

)2 dxdy =

ˆ 1

0

ˆ √
2+4x2

−
√

2+4x2
x
√

2 + 4x2 dydx = 4.

3. (8 val.) Calcule o fluxo do campo vetorial F(x, y, z) = (ez, yz2, y2z) através o cilindro S = {(x, y, z) : y2 + z2 =
9;−1 < x < 1} no sentido do campo normal n(x, y, z) = (0, y, z) a S.

Resolução

Sejam Ω ⊂ R3 o volume y2 + z2 < 9 e −1 < x < 1, ν o campo normal unitário exterior,
S =

{
(x, y, z) : −1 < x < 1, y2 + z2 = 9

}
e D± =

{
(±1, y, z) : y2 + z2 < R2}. Pelo teorema de divergência

tem-se
˚

Ω
div F dxdydz =

ˆ
∂Ω

⟨F, n⟩
˚

Ω
(y2 + z2) dxdydz =

ˆ
S
⟨F, n⟩+

ˆ
D+

ez −
ˆ

D−
ez

ˆ 1

−1

ˆ 3

0

ˆ 2π

0
r3 dθdrdx =

ˆ
S
⟨F, n⟩

34π =

ˆ
S
⟨F, n⟩.

Portanto o fluxo é 81π.
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Resoluções de Versão B

1. Considere o subconjunto C =
{
(x, y, z) : x2 + y2 = 2 − z,−1 < z < 1

}
de um parabolóide no espaço R3.

(a) (3 val.) Escreva uma parametrização g : U → C, onde U ⊆ R2 é aberto indicando explicitamente o domı́nio
de g.

Resolução

Uma parametrização é g(x, y) = (x, y, 2 − x2 − y2) com U =
{
(x, y) : 1 < x2 + y2 < 3

}
.

(b) (3 val.) Escreva uma base de R3 de vetores tangentes e normais a C no ponto (1, 1, 0) indicando quais
vetores são tangentes e quais são normais.

Resolução

Usando a parametrização g(x, y) = (x, y, 2 − x2 − y2), obtém-se vetores tangentes

∂g
∂x

(1, 1) = v1 = (1, 0,−2)
∂g
∂x

(1, 1) = v2 = (0, 1,−2).

Um vetor normal é v3 = v1 × v2 = (2, 2, 1). É claro que {(1, 0,−2), (0, 1,−2), (2, 2, 1)} é uma base de
R3.

2. (6 val.) Seja S ⊂ R3 a superfı́cie dada pelo gráfico da função f (x, y) = y − x2, com −1 < x < 1 e y2 < 2 + 4x2.
Sendo a densidade em cada ponto de S dada por σ(x, y, z) = x2, calcule a massa de S.

Resolução

Seja U =
{
(x, y) : −1 < x < 1, y2 < 2 + 4x2}. Usando a parametrização g(x, y) =

(
x, y, f (x, y)

)
, a massa

de S é

M =

ˆ
S

σ dS =

¨
U

x2

√
1 + (

∂ f
∂x

)2 + (
∂ f
∂y

)2 dxdy =

ˆ 1

−1

ˆ √
2+4x2

−
√

2+4x2
x2
√

2 + 4x2 dydx =
88
15

.

3. (8 val.) Calcule o fluxo do campo vetorial F(x, y, z) = (xz2, e1−x, x2z) através o cilindro C = {(x, y, z) : x2 + z2 =
4, 0 < y < 2} no senido do campo normal n(x, y, z) = (x, 0, z) a C.

Resolução

Sejam Ω ⊂ R3 o volume x2 + z2 < 4 e 0 < y < 2, ν o campo normal unitário exterior, C ={
(x, y, z) : 0 < y < 2, x2 + z2 = 4

}
, D0 =

{
(x, 0, z) : x2 + z2 < 4

}
e D2 =

{
(x, 2, z) : x2 + z2 < 4

}
. Pelo

teorema de divergência tem-se
˚

Ω
div F dxdydz =

ˆ
∂Ω

⟨F, ν⟩
˚

Ω
(x2 + z2) dxdydz =

ˆ
C
⟨F, ν⟩ −

ˆ
D0

e1−x +

ˆ
D2

e1−x

ˆ 2

0

ˆ 2

0

ˆ 2π

0
r3 dθdrdx =

ˆ
C
⟨F, ν⟩

16π =

ˆ
C
⟨F, ν⟩.

Portanto o fluxo é 16π.


