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Resoluções de Versão A

1. (6 val.) Seja S ⊂ R3 a superfı́cie com a parametrização φ(u,v) = (2u,3v,u + v) para 1 < u < 2 e
0 < v < 1. Calcule

´
S x.

Solução:

Como φ(u,v) = (x,y,z),

Dφ(u,v) =


2 0
0 3
1 1


e

Dφ(u,v)tDφ(u,v) =
[
2 0 1
0 3 1

]
·


2 0
0 3
1 1

 =
[
5 1
1 10

]
segue que

ωφ =
√

detDφtDφ =
√

50− 1 = 7,

e portantô

S
x =
ˆ 2

1

ˆ 1

0
2u7dvdu = 21.



2. (7 val.) Considere o parabolóide S = {(x,y,z) : z = 4 − x2 − y2 e z > 0} e o campo normal n(x,y,z) =
(2x,2y,1) a S. Calcule o fluxo do campo F(x,y,z) = (x + y2,3x2y + y3,−z) através S no sentido do
campo normal n(x,y,z).

Solução:

O parabolóide S é o subconjunto do conjunto de nı́vel

N =
{
(x,y,z) : g(x,y,z) = x2 + y2 + z = 4

}
com z > 0 e é um gráfico da função f (x,y) = 4−x2 − y2. Portanto tem um normal ∇g = (2x,2y,1),
uma parametrização φ(x,y) = (x,y, f (x,y)), com x2 + y2 < 4, e

ωφ =
√

detDφtDφ =

√
1 + (

∂f

∂x
)2 + (

∂f

∂y
)2 =

√
1 + 4x2 + 4y2 = ∥∇g∥.

Logo o fluxo é

ˆ
S

⟨F(x,y,z), (2x,2y,1)⟩
∥(2x,2y,1)∥

=
¨

x2+y2<4
⟨F(x,y,z), (2x,2y,1)⟩dxdy

=
¨

x2+y2<4

(
(x+ y2)2x+ (3x2y + y3)2y + x2 + y2 − 4

)
dxdy.

Para simplificar os cálculos consideremos o volume Ω = {(x,y,z) : 0 < z < 4− x2 − y2} e o disco
D =

{
(x,y,0) : x2 + y2 < 4

}
. Pelo teorema de divergência temos

ˆ
S
⟨F,ν⟩ =

ˆ
Ω

divFdxdydz+
ˆ
D
⟨F, (0,0,−1)⟩.

A divergência de F é 3(x2 + y2) e ⟨F(x,y,0), (0,0,−1)⟩ = 0. Portanto
ˆ
S
⟨F,ν⟩ =

ˆ
Ω

3(x2 + y2)dxdydz

=
ˆ 2

0

ˆ 2π

0

ˆ 4−r2

0
3r2 · r dzdθdr

= 6π
ˆ 2

0
r3(4− r2)dr

= 32π.



3. Considere a função f (x,y) = 3−x−y, a superfı́cie S =
{
(x,y,z) : z = f (x,y) e x2 + y2 < 1

}
, orientada por

o normal n(x,y,z) = (1,1,1), e o campo vetorial G(x,y,z) = (yex,x+ ex, z2).

(a) (2 val.) Calcule rotG.

Solução:

rotG(x,y,z) = (0,0,1).

(b) (2 val.) Determine uma parametrização de ∂S que percorre no sentido induzido por n(x,y,z).

Solução:

A superfı́cie S é o gráfico do disco x2 + y2 < 1 no plano R2 da função f . Logo ∂S é a imagem de
x2 + y2 = 1, e uma parametrização compatı́vel com o normal (1,1,1) é

γ(θ) = (cos t,sen t,3− cos t − sen t).

(c) (3 val.) Calcule o integral de linha
‰
∂S
⟨G, τ⟩, onde τ é o campo tangente na direcção induzido

por n(x,y,z).

Solução:

Pelo teorema de Stokes temos
ˆ
∂S
⟨G, τ⟩ =

ˆ
S
⟨rotG,ν⟩ =

ˆ
S

1
√

3
.

A superfı́cie tem uma parametrização φ(x,y) = (x,y,3− x − y) com x2 + y2 < 1. Logo
ˆ
∂S
⟨G, τ⟩ =

¨
x2+y2<1

1
√

3

√
3dxdy = π.


