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1 Coeficientes Indeterminados

O método dos coeficientes indeterminados é uma forma mais simples
para obter solugdes de certo tipos de equagdes diferencias lineares com
coeficientes constantes.

Seja p(A) um polinémio e considere a equacado diferencial

p(D)y = f(t)e", (1)

onde f(t) é um polinémio e D é o operador de derivagdo. Existe um
método algébrica que se chama coeficientes indeterminados que produz uma
solugdo particular. Se & ndo é uma raiz do polinémio p(A) procuramos
uma solucdo de forma

g(t)e" (2)

onde g(f) é um polinémio do mesmo grau de f(t). Se a é uma raiz de
p(A) de multiplicada s, entdo procuramos uma solugdo de forma

t5. g (t)e™ (3)
onde g(t) é um polinémio do mesmo grau de f(t).

Lema 1.1. Para n > 0 e G(t) uma fungio de classe C" tem-se

D" t)eoct _ Zkl )(t)“nfk eoct



Demonstragdo. Para n =1 tem-se
D[G(t)e™] = G'(t)e" + aG(t)e" = [G(t) + G(t) a] e

Agora vamos supor que n > 1e
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Temos entéo
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para 0 < j < n, segue

n

n!
(k) n—k| ,at
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D"[G(t)e"] = [

Proposicao 1.2. Para um polinémio p(A) = Y/, axA" de grau n > 0 e uma
fungio f(t) de classe C", tem-se

p(D) [f()e"'] = lzf t)k’” (“)] 4)

Demonstracdo. Pelo Lema 1.1 temos

n

p(D) [f(t)e] = Z a;D [f(t)e"]
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Exemplo 1.3. Determine a solugdo geral de

y" +y = tcos(2t). (5)

Considere a equagdo '
y// +y= tezZt_ (6)



A parte real de te?! é t cos 2t e os coeficientes da equagéo sdo reais, segue

que a parte real de cada solucdo de (6) é uma solugdo de (5). Cada solugdo
de (6) é uma solucdo da equacdo homogénea

(D —i2)*(D —i)(D +i)(y) = 0. (7)

Segue que a solugdo de (5) e da forma cjcost + cosent + yp,, com Yy,

igual a parte real de uma fungdo de forma (At + B)e?!. Aplicando (4) ao
polinémio p(A) = A% + 1 e obtemos

p(D)[(At + B) -] = [((i2)? + 1) (At + B) + (2(i2)) Ale™!
= [-3(At + B) +id- Ale®
Portanto

—3(At+B) +4iA =t
A=-1/3
B = —4i/9,

Para y, = Re [(—% — %i) eiZt] obtemos a solugdo geral de (5)

t 4
y=cicost+cysent — 3 cos(2t) + 5 sen(2t).

Exemplo 1.4. Determine a solugdo geral de
Y’ +y = t2sen(t). (8)
Considere a equagao
y'+y = (D +1)(y) = e, (9)
A aniquilador de % é (D —i)3. A parte imaginéria de #%e'* é > cos(t)
e os coeficientes da equacgdo sdo reais, segue que a parte imagindria de
cada solucdo de (9) é uma solugédo de (8). Como i é uma raiz de ordem

1 do polinéno A% + 1, segue que a solucdo de (8) é da forma c; cost +
¢z sent +,, comy, a parte imagindria de uma fungao t - (At> + Bt + C)e'’.



Aplicando (4) com f(t) = Af> + Bt? + Ct obtemos

(D? +1)[f(t)e"] = [2i(BAt* + 2Bt + C) + 6At + 2BJe"
2i(3A#* + 2Bt + C) + 6At + 2B = 1>

A=—-i/6
B=1/4
C=i/4.

Para y, = Im [(—%i + % + ii) eit] obtemos a solugdo geral de (8)

3 t

t t
y=cpcost+cpsent + (_E + 4_1) cos(t) + 1 sen(t).



