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Apresente todos os cálculos e justificações relevantes.Duração: 45m.

1. (a) (2 val.) Determine os valores de a, b, c ∈ R tais que rot (
ax, −bz, cy

) = 0.Resolução:
Como F (x, y, z) = (ax, −bz, cy) é de classe C 1 em R3, então rot F está bem definido em
R3 e

rot F (x, y, z) =
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∣∣∣∣∣∣∣
= (

c + b, 0, 0)
.

Desta forma, rot F = 0 se e só se c = −b. O conjunto dos valores de (a, b, c) tais querot F = 0 é: {(a, b, c) ∈ R3 : a, b ∈ R e c = −b
}

.

(b) (2 val.) Mostre que para qualquer campo vectorial F de classe C 2 em R3, div(rot F ) = 0.
Sendo F = (F1, F2, F3), onde Fj : R3 → R (j = 1, 2 ou 3) então, para qualquer (x, y, z) ∈
R3:

div(rot F )(x, y, z) = div
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)
, ∂F2

∂x − ∂F1
∂y

)
= ∂2F3

∂x∂y − ∂2F2
∂x∂z − ∂2F3

∂y∂x + ∂2F1
∂y∂z + ∂2F2

∂z∂x − ∂2F1
∂z∂y = 0

A última igualdade resulta da aplicação do teorema de Schwarz às funções F1, F2 e F3(que são de classe C 2).



2. Considere a superf́ıcie S parametrizada por:
g(u, v ) = (2u, vu, 1 − 2v

) para u2 + v2 < 4.(a) (2 val.) Verifique que P = (2, 1, −1) pertence à superf́ıcie e determine a equação cartesianado plano tangente a S em P .Resolução:
P pertence à superf́ıcie se estiver no contradoḿınio da parametrização; isto é, se existir(u, v ) ∈ T = {(u, v ) ∈ R2 : u2 + v2 < 4} tal que g(u, v ) = (2, 1, −1). Ora:

2u = 2
vu = 11 − 2v = −1 ⇔

{
u = 1
v = 1

Assim, P = (2, 1, −1) = g(1, 1). Tendo em conta que
∂g
∂u × ∂g

∂v =
∣∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e32 v 00 u −2

∣∣∣∣∣∣∣ = (−2v, 4, 2u) (1)
então um vector normal a S em P = g(1, 1) é (−2, 4, 2): Assim, a equação cartesiana doplano tangente a S em P é:

(−2, 4, 2) ·
((x, y, z) − (2, 1, −1)) ⇔ −2(x − 2) + 4(y − 1) + 2(z + 1) = 0

⇔ −2x + 4y + 2z + 2 = 0 ⇔ x − 2y − z = 1.

(b) (3 val.) Calcule a área de S.Resolução:
Utilizando a equação (1):∥∥∥∥∂g

∂u × ∂g
∂v

∥∥∥∥ = ∥∥(
− 2v, 4, 2u

)∥∥ = √16 + 4(u2 + v2).
A área de S é:

A(S) = ¨
S

dS = ¨
T

∥∥∥∥∂g
∂u × ∂g

∂v

∥∥∥∥ dudv

= ¨
T

√16 + 4(u2 + v2) dudv.

Fazendo a mudança para coordenadas polares u = r cos θ, v = r sen θ, o doḿınio Trepresentado nas novas coordenadas fica o conjunto T̃ = {(r, θ) : 0 < θ < 2π, 0 < r < 2}.Desta forma:
A(S) = ˆ 2π

0
( ˆ 2

0
(16 + 4r2)1/2r dr

)
dθ = ˆ 2π

0 dθ · 18
ˆ 3

0
(16 + 4r2)1/28r dr

= 2π · 18 · 23(16 + 4r2)3/2∣∣∣∣2
r=0 = π6 (323/2 − 163/2) = π6 (27√2 − 26)

= 25π3 (2√2 − 1) = 32π3 (2√2 − 1)
.



3. Considere o campo vectorial F : R3 → R3 dado por F (x, y, z) = (
ey+z2, y, ex+y2).(a) (1 val.) Calcule a divergência de F .Resolução:

div F = ∂
∂x

(
ey+z2) + ∂

∂y
(
y

) + ∂
∂z

(
ex+y2) = 1.

(b) (2 val.) Use o teorema da divergência para calcular o fluxo de F através da superf́ıcie queé a fronteira do sólido
V = {(x, y, z) ∈ R3 : y >

√
x2 + z2 e y < 2}

.

na direcção da normal exterior ao sólido.Resolução:
O sólido é a parte do cone y = √

x2 + z2 entre o vértice, situado na origem e o plano
y = 2 — e onde o eixo de rotação é o eixo dos y. Logo, V é um doḿınio quase-regular.Temos ainda que F é de classe C 1 em R3. Pelo teorema da divergência:

¨
∂V

F · ν dS = ˚
V

div F dV = ˚
V

dV = Vol3(V )
O sólido é um cone com altura 2 e raio da base igual a 2, pelo que:

¨
∂V

F · ν dS = 13 · π22 · 2 = 8π3 .

Em alternativa, pode calcular o volume do cone usando coordenadas ciĺındricas x = ρ cos θ,
y = y, z = ρ sen θ:

Vol3(V ) = ˆ 2π

0
ˆ 2

0
ˆ 2

ρ
ρ dydρdθ = 2π

ˆ 2
0 (2ρ − ρ2)dρ = 2π

(
ρ2 − ρ33 )∣∣∣∣2

ρ=0 = 8π3 .

(c) (3 val.) Calcular o fluxo de F através da superf́ıcie
S = {(x, y, z) ∈ R3 : y = √

x2 + z2 e y < 2}
.

na direcção da normal com segunda componente negativa.Resolução:
A fronteira do sólido V é

∂V = S ∪ SBonde SB é a intersecção do cone y >
√

x2 + z2 com o plano y = 2, ou seja:
SB = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + z2 < 4 ∧ y = 2}

.

Note que ν coincide com a normal unitária exterior a V . Pela aĺınea (a):
¨

S
F · νdS +¨

SB

F · νdS =˚
V

div FdV = 8π3 .



Calculamos agora o fluxo de F através de SB. Em SB, ν = e2 = (0, 1, 0) e F (x, y, z) =(· · · , 2, · · · ), pelo que F · ν = 2. Isto implica que
¨

SB

F · ν dS = ¨
SB

2 dS = 2 Vol2(SB) = 2 · π22 = 8π.

Conclúımos que:
¨

S
F · ν dS = ¨

∂V
F · ν dS −

¨
SB

F · ν dS = 8π3 − 8π = −16π3 .

4. Considere o problema de valor inicial
dy
dt = yf (t, y), y(0) = 3,

onde f é uma função de classe C 1 definida em R2 tal que, para qualquer (t, y) ∈ R2, f (t, y) ≥ y3 .(a) (2 val.) Mostre que o problema tem solução única local.Resolução:
O problema de valor inicial é

dy
dt = h(t, y), y(0) = 3 (2)

onde h : R2 → R é dada por h(t, y) = yf (t, y) no doḿınio. Note que h é da classe C 1 em
R2. Pelo teorema de Picard, o PVI (2) tem solução única y : ]−β, β[ → R (para algum
β > 0).

(b) (3 val.) Estude o intervalo máximo de solução do problema. Deve indicar o comportamentoda solução na vizinhança de cada extremo finito desse intervalo.Resolução:
Verifica-se imediatamente que y(t) = 0 para qualquer t ∈ R é uma solução da equaçãodiferencial. Pela unicidade de solução (garantida pelo teorema de Picard), a solução doPVI (2) verifica obrigatoriamente:

y(t) > 0 ∀t ∈ Imax.
Seja Imax = ]a, b[. Note que o doḿınio de h é R2; pelo teorema de extensão de solução, asolução ou explode quando t → b− ou b = +∞ (e o mesmo acontece em a). Tendo emconta a desigualdade anterior:

h(t, y) = y f (t, y)︸ ︷︷ ︸
≥y/3

≥ y · y3 ≥ y23 (3)
pelo que dy

dt ≥ 0, ou seja, a solução y(t) é uma função crescente. Assim, para t ≤ 0:
0 < y(t) ≤ y(0) = 3.



Desta forma a solução não pode explodir quando t → a+. Conclúımos que a = −∞.Considere-se o problema de valor inicial
u′ = u23 , u(0) = 3.

Resolvendo esta equação separável:
ˆ 1

u2 du = ˆ 13dt + c ⇔ −1
u = t3 + c ⇔ u(t) = 1

−c − t3 .

Usando a condição inicial, obtém-se −c = 13, pelo que
u(t) = 113 − t3 = 31 − t .

Pelo teorema de comparação de soluções (aplicável devido à desigualdade (3)) e, por outrolado, usando a solução acima:
y(t) ≥ 31 − t para t ≥ 0.

Como lim
t→1−

u(t) = +∞, então a solução explode:
lim

t→b−
y(t) = +∞.

Desta forma, o intervalo máximo de solução é
Imax = ]−∞, b[ .

onde b ∈ ]0, 1].


