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1. (a) (2 val.) Determine os valores de a, b, ¢ € R tais que rot (ax, —bz, cy) = 0.

Resolucao:
Como F(x,y,z) = (ax, —bz, cy) é de classe C' em R>, entdo rot F estd bem definido em
R3 e

€1 (S} e3

rotF(x,y,z) = a_ax % a%
ax —bz cy
= (c+b,0,0).

Desta forma, rot F = 0 se e s6 se ¢ = —b. O conjunto dos valores de (a, b, ¢) tais que
rotF =0 é:

{(a,b,c) ER’:a,b e Rec=—b}.

b) (2 val.) Mostre que para qualquer campo vectorial F de classe C? em R?, div(rot F) = 0.
que p qualq p

Sendo F = (F;, F,, F3), onde F;: R® — R (j = 1,2 ou 3) entao, para qualquer (x,y,z) €

R3:
e ey e3
div(rot F)(x,y,z) = div a_ax % %
Fi F» F5

— div 0F3 an _(0F3_0F1) 6F2_6F1

ox 0z/1' ox dy
’F;  0*F  0°F3 N 0*F; N 0’F,  0*F
oxdy 0xdz Odyodx Oydz 0zox 0zdy

A UGltima igualdade resulta da aplicacdo do teorema de Schwarz as funcgdes Fq, Fo e F3
(que séo de classe C?).



2. Considere a superficie S parametrizada por:

(a)

(b)

glu,v) = (2u, vu, 1 — 2v) para u’ + v < 4.

(2 val.) Verifique que P = (2,1, —1) pertence a superficie e determine a equacao cartesiana
do plano tangente a S em P.

Resolucao:

P pertence a superficie se estiver no contradominio da parametriza¢do; isto é, se existir
(u,v) e T = {(u, v)eR? P 4+ v < 4} tal que g(u,v) = (2,1,—1). Ora:

2u=2

u=1

vu =1 &
v=1

1—2v=-1

Assim, P = (2,1,—1) = g(1,1). Tendo em conta que

3 3 e e e3

99 %9 _ _

3. X5 = (2 v 0] = (-2v.42u) (1)
0 u -2

entdo um vector normal a S em P =g(1,1) é (—2,4,2): Assim, a equac¢ao cartesiana do
plano tangente a S em P é:

(-2,4,2) - ((x,y.2) = (2,1,-1)) & —2(x—=2)+4y—1)+2(z+1)=0
& —2x+4y+2z24+2=0 & x-2y—z=1.

(3 val.) Calcule a érea de S.

Resolucao:

Utilizando a equagao (1):

dg _0g
5 %3, [(=2v.4.2u)|| = V16+4u?++2).
A drea de S é:
A(S) = //dS = dudv
S

= / V16 + 4(u? + v2) dudyv.
.

Fazendo a mudan¢a para coordenadas polares u = rcos 6, v = rsen6, o dominio T
representado nas novas coordenadas fica o conjunto T = {(r, 0):0<0<2n,0<r< 2}.
Desta forma:

Y - 21 1 /3 112
AS) = / (/ (16 + 4r%) rdr)d9 — / do - —/ (16 + 4r*) “8rdr
0 0 0 8

0

_ 1 E 3/22 _ T3 @32y . 57 /5 6
= 275 5(16+4r%) = £ (3272 -167) = 6(2\/5 2°)
21 327



3. Considere o campo vectorial F : R® - R? dado por F(x,y,z) = (ey—i-zz' y, 9”92).

(@) (1 val.) Calcule a divergéncia de F.

(b)

Resolucao:

] 2y, 0 0 )
. _ y+z xX+y —
div F = (e )+—ay(y)+—az(e ) =1.

(2 val.) Use o teorema da divergéncia para calcular o fluxo de F através da superficie que
é a fronteira do sdlido

V={(xy2) R’ :y>Vx2+22 e y <2}

na direccdo da normal exterior ao sélido.
Resolugao:

O sodlido é a parte do cone y = Vx? + z? entre o vértice, situado na origem e o plano
y =2 — e onde o eixo de rotacao é o eixo dos y. Logo, V é um dominio quase-reqular.
Temos ainda que F é de classe C' em R>. Pelo teorema da divergéncia:

//avF.vdS = ///levl—_d\/ = ///VdV = Vol3(V)

O sdlido é um cone com altura 2 e raio da base igual a 2, pelo que:

// F-vdS =
Vv

Em alternativa, pode calcular o volume do cone usando coordenadas cilindricas x = pcos 6,
y=y,z=psenb:

b

-2 .2 .
¢ 3

Wl =

21 2 2 2 p3 2 871
Vols(V) :/ / / pdydpd@zZJT/ (2p — p?)dp = 21 (pz—g) =
0 0 Jp 0 p=0

(3 val.) Calcular o fluxo de F através da superficie
S={(xy.2 ER :y=Vx2+22ey< 2}.

na direccdo da normal com sequnda componente negativa.
Resolucao:

A fronteira do solido V é
oV =SUS;

onde Sp é a interseccdo do cone y > Vx2 + 22 com o plano y = 2, ou seja:
Sg={(x,y.2) ER’ : X2+zz<4/\y:2}.

Note que v coincide com a normal unitaria exterior a V. Pela alinea (a):

//F~Vd5+// F-VdSZ///leFdV:8—7T.
s Ss v 3



Calculamos agora o fluxo de F através de Sg. Em Sg, v =€, =(0,1,0) e F(x,y,2) =
(---,2,---), pelo que F - v = 2. Isto implica que

// F-vdS = // 2dS = 2Voly(Sg) = 2-m2* =8
Ss Ss

Concluimos que:

//F-vdS = // F-vdS—// F.-vdS = 8—]T—871 = —16—]T.
S v Sp 3 3

4. Considere o problema de valor inicial

Yyt y0)=3
onde f é uma funcdo de classe C' definida em R? tal que, para qualquer (t, y) € R?, f(t,y) > %
(@) (2 val.) Mostre que o problema tem solugao unica local.
Resolucao:
O problema de valor inicial é
Wbty y0)=3 @)

onde h : R? — R é dada por h(t, y) = yf(t, y) no dominio. Note que h é da classe C' em
R?. Pelo teorema de Picard, o PVI (2) tem solugao Gnica y : |-B, B[ — R (para algum
B > 0).

(b) (3 val.) Estude o intervalo méximo de solucdo do problema. Deve indicar o comportamento
da solucdo na vizinhanca de cada extremo finito desse intervalo.

Resolugao:

Verifica-se imediatamente que y(t) = 0 para qualquer t € R é uma solu¢do da equagao
diferencial. Pela unicidade de solugao (garantida pelo teorema de Picard), a solu¢do do
PVI (2) verifica obrigatoriamente:

y(t) >0 Yt € lym.

Seja Inax = ]a, b[. Note que o dominio de h é R?; pelo teorema de extensao de solucdo, a
solugdo ou explode quando t — b~ ou b = 400 (e 0 mesmo acontece em a). Tendo em
conta a desiqualdade anterior:

y Y
hit,y)=yflty) >y -5 > = (3)
—_—— 37 3
>y/3
dy : ~ , « ;
pelo que at > 0, ou seja, a solucdo y(t) é uma fungao crescente. Assim, para t < 0:

0 < y(t) < y(0) = 3.



Desta forma a solucdo ndo pode explodir quando t — a*. Concluimos que a = —c0

Considere-se o problema de valor inicial

2
u
e 0) = 3.
u 3 u(0)
Resolvendo esta equacao separavel:
1 1 1 t 1
/quz/§dt+c = —E:§+C = U(t):_c_é.
o , 1
Usando a condic¢do inicial, obtém-se —c = =, pelo que
1 3
u(t) = 1 =
;=3 1-t

Pelo teorema de comparacao de solugdes (aplicavel devido a desigualdade (3)) e, por outro
lado, usando a solucdo acima:
para t >0.

y(t) > m

Como lim u(t) = +o00, entao a solugcdo explode:
t—1—

tLlT— y(t) = +o0.

Desta forma, o intervalo maximo de solugao é
Inax = ]—00, b|.

onde b €10, 1].



