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RESOLUGAO

1. Considere o campo vectorial definido em R? por F(x,y,z) = (xQ,a:y,z). Utilize o teorema da
divergéncia para calcular ffs F - vdS através das seguintes superficies.

(@)

S ¢ a fronteira do sélido E = {(z,y,2) € R®: 0 < 2 < 4 —z? — 42}, sendo v a normal
unitdria exterior a E.
Resolucao:

Dado que

o [ éde classe C! em R?;
e S é uma superficie fechada, orientdvel e quase regular;
e v é a normal exterior a F,

estamos em condi¢des de aplicar (como pedido) o teorema da divergéncia, e assim

/ng.udS:///EdideV:///E(gx+1)dV

Usando coordenadas cilindricas (z,y,2) = (pcos 6, psen, z), temos
5 = {(p,a,z) pe0,2],0€0,2n]e0< 2 <47p2},

pelo que
2 27 4—p?
//F-Z/dS:///(Sx—l—l)dV:/ / / (3pcosf + 1)pdzdf dp = 8.
s E o Jo Jo

S={(z,y,2) €R®: 2 =4—2?—y? 2> 0}, com a normal unitdria v = (v, 2, v3) tal
que vz > 0.

Resolucao:

Temos agora que S é a superficie do paraboldide z = 4 — 22 — y2 acima do plano z = 0.
Verificamos que S n3o é uma superficie fechada, e, para podermos aplicar o teorema da
divergéncia (como pedido) temos que “tapar” a superficie. Para tal, consideremos ¥ = SUT
em que

T = {(x,y,z)eR?’ : x2+y2<4ez:0}.

Verifica-se que X € a fronteira do sélido E definido na alinea anterior; além disso,

v se (x,y,2) €S
N = N(z,y,z) =
(0,0,—-1) se (x,y,2)€T



[5,0 val]

[1,0 val]

é a normal unitaria exterior a E. Temos entdo que, pela alinea (a)

//EF-Ndsz///EdideVZSF_

Por outro lado, visto que ¥ = S UT, teremos

//ZF.NdS://SF.,/dSJF//TF.(0’0’71”5

e, pelos calculos anteriores,

877://F-ud5’+//(962,301/,2)'(070’_1) ds,
S T

=0em T

//F~1/dS:87r.
s

o que implica que

2. Considere o campo vectorial definido em R3 por G(z,v,2) = (zy,y, —22 + y*2?).

(a) Calcule o fluxo do rotacional de G através da superficie dada por 2% +y?> +22 =5 e 2 > 1,

na direccao da normal com terceira componente positiva.

Resolucao:

Sabemos que o fluxo do rot G através de S é ffs rot G-vds, em que v é a normal unitaria
com o sentido indicado. Dado que

o G é de classe C! em R3;
e S é uma superficie elementar, orientdvel;
e 0 bordo de S,
0S ={(z,y,2) ER® : z=1lex® +y* =4}

é uma curva de Jordan.

estamos nas condicdes de aplicar o teorema de Stokes, e assim

//rotG-uds: G(z,y, z) - dg.
S as

Para calcular o integral de linha, considera-se a parametrizacao
g(6) = (2cos0,2senf, 1)

em que 6 € |0, 27| (observe que atendendo ao sentido da normal a S indicada — apontando
para cima — o bordo é percorrido em sentido directo). Entdo

27 27
// rot G -vdS = G(g(0))-4'(0)do = / (—8sen 26 cos § + 4sen O cos 0) df) = 0.
S 0 0

Determine o campo vectorial F : R? — R3 tal que G é um potencial vectorial para F.

Resolucao:
Queremos calcular uma funcdo F : R? — R3? tal que F' = rot G. Ou seja
€1 € €3
F(z,y,z) = % 6‘1 % = (2yz2, 2z, —x) .

Y Yy —[L’2 + y222



3. Considere a equacdo diferencial de 12 ordem xy’ + 4y = 2.

[3,0 val] (a) Determine a solucdo geral da equacio.

Resolucao:
Trata-se de uma equacao linear que pode ser escrita na forma
/ + 4
=z o= @
Y P N
v b(z)
a(x)

Um factor integrante é .
M(-T) _ ej a(z)dr _ e410gr _ .134

Sendo assim

4
y+-y=2 < 2l +423y=2°
T

o 2 () =a°
= m4y = x—6 +c
6
& y(a:):xj+£, ceR
6 2t
[2,0 val] (b) Calcule a solu¢do da equacdo que verifica y(1) = 2, e indique o seu intervalo méximo de

existéncia de soluc3o.

Resolucao:

Primeiro vamos calcular o valor de ¢ para o qual a funcdo calculada na alinea a) verifica
y(1) = 2. Tem-se ent3o que

pelo que a solugdo do (PVI) é

y(x) = % (xz + ;)

O intervalo mdximo de existéncia de solugcdo do PVI é o maior intervalo contido no dominio
de continuidade de 3’ ao qual pertence o valor inicial zo = 1, ou seja

Tmax =10, 400 .

[3,0 val] 4. Considere o conjunto aberto
U= {XER3 x| < 2}.

Moste que para quaisquer campos escalares f : R? — R e g : R3 — R de classe C? em U e tais
que f(x) =0 e g(x) = 0 quando ||x|| > 1, se tem

///U(divVg)f = ///U(diVVf)g.



Sugestao: pode ser Gtil considerar o campo vectorial fVg—g V.

Resolucao:

Vamos aplicar o teorema da divergéncia ao campo vectorial fVg — gV f. Tendo em conta que
div(fVg—gVf) = div(fg. —gfx, foy — 9fy. fo: — 9f:)
= [tz + f9ox — s — F oz + Loy + FOy — Sufy — 9Fuy
+ Lede + f922 — 9287 — 9fas
(Gea + Gyy + 922)f — (foa + fyy + f22)9
= (divVg)f —(divVf)g
Pelo teorema da divergéncia, e tendo em conta que f e g sdo nulasem U = {x € R3 : ||x|| = 2}:

///U(divVg)f—///U(diva)gz///Udiv(fvg—gvf)://(SU(fvg_gvf),deZO.

=0 em OU



