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1. Considere o problema de valor inicial

t

2
Y+ Ty =2= , ym=1.

(@) (4 val.) Determine explicitamente a solucdo do PVI.

Resolucéao:

A equacao é linear. Calculando um factor integrante:
2 2 2
p(t) = exp ?clt = exp(2logt) = exp (logt?) = t*.

A equacao é equivalente a

/
+ 2ty = 2te' & %(tzy) = 2te!

dy

£2
dt

Primitivando, obtém-se a solucédo geral:
t’y = /Ztet dt = 2te' — /ZGt dt = 2te' —2e' + c, com ¢ € R,

ou seja:
2t—2 , ¢
_Lj(l') = 2 e + p

Calculando ¢ de forma a que y(1) =1, obtém-se ¢ =1 e como tal

C2t-2 1

2 e +t2.

y(t)

(b) (1 val.) O intervalo maximo de existéncia da solucao do PVI é:

A. [0, +oq B. R C. R\ {0} D. 10, +oq E. |— 00,0

Resolucao:

Basta notar que a funcdo obtida em (a) esta definida e é de classe C' no conjunto dos
t € R tais que t #0. Como to =1 > 0, entdo Iyax = |0, +00].



2. Considere o problema de valor inicial

(a)

(b)

2x  y?—x?
y y?
(1 val.) Indique todos os conjuntos onde a equacao é exacta.

y =0 , y0) =1

A {(x,y) €R*:y >0} B. R*\{(0,0)} C. {(x,y) € R?:y < 0} D. R?
Resolucao:
y2 :

y

2
Escrevendo M(x, y) = X N(x,y) = , tem-se que:
!

oM 2x _oN

dy ___L/_Z_a_x

Logo, a equacao é exacta em qualquer subconjunto aberto e simplesmente conexo de
R?\ (x,0) : x € R. As opcdes correctas sdo {(x,y) € R*: y < 0} e {(x,y) € R?: y > 0}

(3 val.) Determine a solucéao do PVI.

Resolucao:

Como a equacao é exacta no semiplano D = {(x,y) € R? : y < 0} = (0, —1), existe um
potencial ¢ : D — R tal que V¢ = (M, N). Resolvendo estas equacdes:

0 2 2 2
a_f:?X = w(x.y)z/gxdwrg(y):Xg+g(y):
a 2 2 2
%:1_% = —%+g’(y):1—% = glyy=y+c, com ceR

A solucao geral é, pois:
2

X——|—g:K, com K € R.
y

Como y(0) = —1, resulta que K = —1. A solucdo (na forma implicita) é dada por:

2
X
X - _1 1
y+y (1)

(1 val.) Explicite a solucao e indique o intervalo maximo de existéncia da solucao do
PVI. Resolucao:

Para y # 0 (o que se verica em D) a equacéo (1) é equivalente a
y*+y+x>=0.

—1£V1—4x2
2

Resolvendo em ordem a y, obtém-se y = . Usando de novo a condicao inicial,

conclui-se que

gy = =5 (1+VI—4x)

Esta solucéo esta bem definida e é de classe C' para 1—4x? > 0, pelo que /nax = ]—% %[



3. Considere a matriz

(@) (4 val.) Determine e™.

At
Resolucéo:

Vamos comecar por determinar uma matriz solucdo fundamental de Y’ = AY, resolvendo
o sistema equivalente. Assim, sendo R* 3 Y = (x, y, z) temos que

x'=2x+ 3y
y =3x+2y

Da primeira equacdo, y = %(x’ — 2x), Substituindo na segunda equacéao e simplificando:
1" = 2x') = 3x + 3(x' — 2x)
x"—2x" = 9x + 2x" — 4x
x"—4x'—=5=0

O polinémio caracteristico é P(R) = R* —4R —5 = (R — 5)(R + 1), pelo que:

x(t) = ae® + be™! com a,b € R.
Assim sendo:
(x"—2x) =

y(t) = (5ae> — be " —2ae’ — 2be™") = ae® — be™"

Wl =
Wl =

A solucao geral de Y = AY ¢é

x(t)] _[ae® +be "] [e* e ' ]]a

y(t)| — |ae® —be | T [ —e | |b
Desta forma, uma matrix solucdo fundamental associada a equacao é

5t —t
e e
st= [ S=i|=
-1
1 1 1
1 _ _ Y
sto=]; 4] =3
e et I[1 1] _ [ +et e

e5t _e—t 1 _1 - 2 e5t . e—t e5t+ e—t .

(1 val.) Calcule a solucdo de Y' = AY + e’ _11] Y(0) = [0]

Tendo em conta que

entao

Resolucao:



A solucao do problema de valor inicial pode ser calculada pela férmula da variacdo das
constantes:

Y(t) = e (W+/teA5b(s)cls)
0

t —5s s —5s s
1]le™>+e® e —e 1
A
= (:’t/o zl:e—Ss_es e—5$+es e’ -1 ds

A solucao pode também ser escrita desta forma mais simples:
t —t
Y() = 11e —e | sht
o 2 _et_i_e_t - —Sht ’

. Considere a equacao diferencial
4 l4
y'—4y —5y = b(t)

em que b(t) é uma funcado continua em R.

(@) (1 val.) Determine a solucdo geral da equacdo homogénea associada.

Resolucéao:
Usando a notacao y’ = Dy, obtém-se

y"—4y'—5y=0 & (D-5)(D+1)y=0
pelo que a solucdo geral da equacdao homogénea é

yo(t) = 1 + ce™.

(b) (3 val) Sendo b(t) = 6e~" calcule a solucdo da equacdo que satisfaz y(0) = 0 e
y'(0) = 5.

Resolucao:



O polinémio aniquilador da funcao f(t) = 6e™" é P4(D) = D + 1. Aplicando P,(D) a
ambos os membros da equacéao diferencial (D —5)(D + 1)y = 6e~!, obtém-se:

(D —5)(D +1)%y = (D + 1)(6e~") = 0,

cuja solucao geral é
y(t) = cie’ + e +cste.
—_———
yalt)

Entdo yp(t) = cste™!

y" —4y —5y =6e"

é o candidato a solucao particular. Substituindo na equacao
, obtém-se (para qualquer t € R):

—6c3e” ! =6e! = c;=—1.

A solucao geral da equacao nao homogénea é

t t

y(t) = yo(t) + yp(t) = et + cpe™t — te ™, onde ¢y, € R.

Sendo que y'(t) =5e> 4+ (—c; — 1+ t)e”!

g(O):O C1+C2:0 C1:1
= =
y'(0)=5 5¢i—c;—1=5 e =—1

Assim sendo, a solucéo do problema de valor inicial é:

, entdo pelas condicdes iniciais:

5t =

y(t)=e* —e ' —te ",

(1 val.) Indique a funcdo b(t) para a qual ¢(t) = te’'+ e +e~" é uma solucéo particular
da equacao diferencial.

Resolucao:

A equacao diferencial é P(D)y = b(t), com P(D) = (D + 1)(D —5) Como e’ + e ' é
solucdo da equacao homogénea, entdo:

P(D)(te’ + e + e ') = P(D)te’" = (D + 1)(D — 5)te”
= (D +1) (e + 5t — 5¢7)

=5e” + e’ = 6e”"

Desta forma, se tomarmos b(t) = 6e”!, a funcdo ¢(t) é solucdo da equacao diferencial
P(D)y = b(t), como pretendido.

Comentario: note que o termo te>' da solucdo ¢(t) deve resultar de ressondncia de b(t) — com
a raiz 5 do polinomio caracteristico da equacdo homogénea.



