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Ficha de Problemas n2 5
Existéncia, unicidade, prolongamento e comparacao de solucoes

. Para cada uma das seguintes equacdes diferenciais, esboce o campo de direccbes e trace os
respectivos tipos de solucdes .

@y =1t () /=21 @ v="=

. Mostre que o problema de valor inicial

dy 1/2
a7
y(0) =0,

tem infinitas solucdes, e explique porque esse facto ndo contradiz o Teorema de Picard.

. Majorando e minorando as seguintes equacdes, obtenha estimativas para os intervalos
maximos de definicdo dos problemas de valor inicial indicados.

dy ecos (ty)

@) Yowan). s0=2 () F=". 0=
@ Doy y0)=1

Nota: Em (c), a fun¢do constante igual a 0 é uma solug¢do da equagdo.

. Determine o limite quando t — oo da solucao do problema de valor inicial
(ey + sen 4y>y’ =y—y' ., y(0)=7

. Considere o seguinte problema de valor inicial

dy
1—ty—=2 =1—q2
( )ydt y
y(1/2) =2,



(a) Determine uma solu¢do do PVI, e justifique que essa é a tnica solugdo do problema
numa vizinhanca suficientemente pequena de % onde esteja definida.

(b) Mostre que o PVI admite um ndmero infinito de solu¢des definidas em R.

(c) Diga, justificando, porque ndo ha contradicdo ao Teorema de Picard.

6. Considere o problema de Cauchy:

(a) Mostre que o problema tem solugdo tnica definida numa vizinhanga de 0, | — o, «f.
(b) Mostre que o intervalo méximo de solu¢do do problema contém [0, 00| e determine
lim y(t).
t—o0
(c) Escreva uma equagdo integral que é equivalente ao P.V.l. para y € C'(] — a, af).

7. Considere a equacao

d
d_?; = cos (t + ¢Y)

(a) Justifique que a solugcdo de qualquer problema de valor inicial y(ty) = yo € Unica.

(b) Mostre que a solugdo do problema de valor inicial y(0) = 0 satisfaz —t < y(t) < ¢
para t > 0.

(c) Mais geralmente, mostre que
ly() —yol < |t —to] Vi

(d) Conclua que o intervalo méximo de definicdo de qualquer das solugdes desta equagdo
é R.

8. Seja f: R* — R uma fungdo continua tal que f(¢,0) = 0 para qualquer t € R e
1
[f(t.y) = f(t,2)] < Sly —x| . paratodosos (), (ty) € R

Considere o problema de valor inicial v/ = —y + f(¢,y), com y(0) = 1.

(a) Mostre que este problema tem solugdo tnica numa vizinhanga de ¢ = 0.
(b) Mostre que o intervalo maximo de existéncia de solugdo é R.

(c) Indique o valor de ltlim y(t).
— 00

9. (a) Sex(t) éasolucio de uma equagio diferencial 4 = f(¢, z(t)), determine uma equagdo
satisfeita pela fungdo y(t) = z(—t).



(b) Mostre que todas as solu¢des da equagdo diferencial

d
d—f = sen (tz) + 3

sdo fungdes pares (quando prolongadas ao seu intervalo maximo de defini¢go).

10. Considere o problema de valor inicial

Yoty 1) =0 1)

(i) Determine a solucdo de (1) e indique o seu intervalo maximo de solu¢do.

(i) Considere agora o problema de valor inicial

d

=ty L y(1)=0

dt

(a) Sem tentar resolver a equacio, justifique que o problema tem localmente uma e

uma sé solucao.
(b) Mostre que o intervalo maximo de existéncia de solu¢do é limitado superiormente,
isto é, existe § > 1 tal que lim y(t) = £oc.
t—B~

Sugestao: Comece por mostrar que a solucdo é uma fungdo crescente parat > 1,
e relacione com o problema (1).



Solucoes

1. Ver resolugdes na ficha 5 de exercicios resolvidos.

2
2. Com a solugdo de equilibrio y(z) = 0 e a solugdo geral y.(x) = (x Z ¢ , ¢ € R, podemos

definir uma infinidade de solugdes do (PVI):

— para a € R}

0 se r<o«
Yo () = { (o—ay?
== se >

— para a € Ry

@ o r<a
- 2
Yo (7) =

0 se r>«

3. (a) hiax =R (b) Iyax =], +00[ em que o € [—e/4, —e1 /4]
(c) Ivax =] — 00, af em que a €]0, e}

4. lim y(t) =1

t——+o0

5. (a) y(t) = /14 12(1 — t)?
(b) Com a solugdo do (PV1) y(t) = /1 + 12(1 — t)? e a solugdo geral y(t) = /1 — (1 — 1)?,

¢ € R podemos definir uma infinidade de solugdes do (PVI) definidas em R por

14+12(1—1%)% se t<1
Yel) = , c€eR
l—c(l—1%)2 se t>1

6. (b) lim y(t) = +o0

t—400
8. () tEerooy(t) =0
9. (a) ¥ = —f(~t.y(®))
t?—1

10. (i) y(t) =tg e hviax = |—VT + 1L, VT +1[.



