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Equacgdes Vectoriais de 12 Ordem (Caso ndao Homogéneo) e Equacdes
Lineares de Ordem n (Caso Homogéneo)

1 Exercicios Resolvidos

A

1. Determine e'*, onde A é a matriz:

1 00
(a)A[O 2 o] (b) A=
00 1

©a=y 7] @a=]2 ]

[ 3 0 1
(e) A= 2 1 1
0
Resolucao:

(a) A matriz A é uma matriz diagonal, pelo que

(b) A matriz A é uma matriz triangular superior. A equac¢io vectorial y' = Ay, com y(t) =
(z(t),y(t),2(t)), é equivalente ao sistema de equacdes diferenciais lineares:

=2z
y =3z +4y

Z=dx+4y+4z



Resolvendo este sistema de equagdes lineares por substituicdo sucessiva (comegando pela pri-
meira equagdo) obtém-se:
ae?t
y(t) = —3ae? + bett com a,b,c € R.
ae?t + 4btett 4 cett

Escrevendo a solugdo na forma X(t) = S(t)C, em que C é um vector coluna de constantes
(i.e., um vector arbitrario de R3)

et 0 0 a
y(it)=| — %e% et 0
o2t gpelt oAt

obtém-se uma matriz solu¢do fundamental (MSF) de y’ = Ay:

et 0 0

Calculando a MSF em ¢t =0

1 00
3
SO)=|-32 10
1 01
Tem-se entdo que
20 0 1 001"
et = SH)STH0) = | =32 " 0 -3 10
e2t  Ate*t 1 01
[ 2t 0 0 1 0
= ge% e 0 % 0
2t 4te4t 4t -1 1

0

1

0

|
_ 3 e2t 4 3 e4t e4t 0
o2t +6t64t At gpedt oAt

(c) Comegamos por calcular uma matriz solugdo fundamental de A. Escrevendo y’ = Ay na
forma de sistema de equacdes diferenciais

¥ =x-3y
y =3x+ Ty

A partir da primeira equagdo, y = zgf""; substituindo entdo y na segunda equagdo, ficamos
com
2" — 82’ + 162 = 0,



cuja solugdo geral é
z(t) = aet® + btet.

Como tal,

y(t) = —e*! (a + g - bt) .

Uma matriz solugdo fundamental calcula-se a partir de:

ol =[] = L [

S(t)

Finalmente:

At = S(1)S~1(0) = et [1 -3t -3t }

3t 143t

(d) Comecamos por calcular uma matriz solugdo fundamental de A. Escrevendo y’ = Ay na
forma de sistema de equacgdes diferenciais

= -3z +2y
y = =5z + 3y
A partir da primeira equagdo, y = %; substituindo entdo y na segunda equacdo, ficamos

com
' +x =0,
cuja solucdo geral é
x(t) = acost + bsent.

Como tal,

y(t) = %((—a + 3b)sent + (b + 3a) cos t).

Uma matriz solucdo fundamental calcula-se a partir de:

z(t)] acost+ bsent _1 2cost 2sent a
y(t)| — %((—a+3b)sent+(b+3a)cost> 2 |—sent+3cost cost+ 3sent| |b

5(t)

Como a inversa de S(t) em ¢t =0 é

o220 <[4 1]

tem-se entdo que:

cost — 3sent 2sent
—5sent 3sent + cost



(e) Escrevendo a equacdo vectorial Y’ = AY na forma de sistema:
¥ =3z+z

Y =2r+y+z

Z = —4dx — 2z

Notando que a primeira e terceira equagdes s6 mencionam x € z, comecamos por resolvé-las a
fim de determinar as solugdes z(t) e z(t); ou seja:

2 =3z+z2
2= —dx — 2z

Resolvendo a primeira equacdo em ordem a z obtemos
z=x —3x (1)
Substituindo na segunda obtém-se
(' —3z) =4z —-2'4+3z & 2"-2'+2=0 & (D-1)2%x=0

pelo que
x(t) = (a + bt)e*

Substituindo em (1)
2(t) =2’ — 3z = (a+ b+ bt)e! — 3(a+ bt)e! = (b— 2a — 2bt)e’
Vamos agora substituir z(t) e z(t) na segunda equagdo do sistema e resolvé-la em ordem a y:
Y —y=2x+2z=(2a+2bt)e’ + (b—2a — 2bt)e' =be'! < (D —1)y = be*

Aplicando o polinémio aniquilador, P4(D) = (D —1) a ambos os membros da equagdo anterior,
obtém-se (D — 1)%y = 0. Assim sendo, um candidato a solu¢do particular é y,(t) = dte!;
substituindo y, na equagdo y' — y = be’ obtém-se de’ = be’, ou seja, d = b. Assim sendo:

y(t) = cet + bte! = (c + bt)e'

Tem-se entdo que

x(t) (a+ bt)et 1 t 0 a
y(t) | = (c+bt)et =e'| 0 t 1 b
z(t) (b — 2a — 2bt)et -2 1-2t 0
A matriz
1 t 0
St)y=e"| 0 t 1
-2 1-2¢t 0

é uma (MSF) associada a equagdo Y/ = AY. Calculando-a em ¢ = 0, obtém-se

1 00 100
S0)=|0 0 1|#Idys e SH0)=1[2 0 1
-2 10 010



pelo que

1 t 011 0 0 24+1 0 ¢
e =5t)S7H0)=¢ | 0 t 1|2 0 1|=¢€| 26 1 ¢
—2 1-2t 0/ |0 1 0 —4t 0 1-—2t

. Sabendo que

é uma matriz fundamental para o sistema y’ = Ay, onde A é um matriz
constante, determine

(a) At

(b) —e™|
(c) A matriz A.
(d)

d) Uma solucdo particular de y’ = Ay + [ 1 ]

Resolucao:

(a) Comegamos por calcular

1T o2t 3t 1 1 1T o2 + 3t g2t _ Bt
A 1
el = 8(t)S7H(0) = 5 [ o2t 3t 1 1|73 LGBt 2t g Bt

(b) Usando a defini¢do de derivada de uma fungdo matricial,

d A d [ (€2t+e3t)/ (62t_63t)/ } _ 1 [ 2€2t+3€3t 262t_363t ]
2

dt® T odt| (e — €3y (e + 3ty 2e% — 3% 2% 43¢
pelo que
4 1[5 1
dt” li=0 2| -1 5



(c) Por definicio a matriz X () = e“? satisfaz o PVI
X'(t)=AX(t) parat€eR
X0)=1

Escrevendo a equacdo diferencial para ¢ = 0 obtém-se %e“‘t‘ = X'(0) = AX(0) = A.

Desta forma, usando o resultado da alinea (b):

d 175 -1
AzfAt’ _ -
dt’ li=o 2| -1 5

Mais genericamente, se S(t) é uma matriz fundamental de um equagdo y’ = Ay (n3o ne-
cessariamente igual a exponencial de At) ainda assim S’(t) = AS(t) e S(t) é invertivel, para
qualquer ¢t € R. Assim sendo, A = S'(t)S~1(t) para qualquer t € R; em particular:

A=5'(0)S71(0).

Esta férmula permite recuperar A a partir de qualquer MSF de y’ = Ay; pode, por exemplo,
ser usada como verificagdo de um célculo de S(t).

(d) Pela férmula da variagdo das constantes

yp(t) = eAt/e—At [ 1 ]dt

1[ e=2 4 o3t o2 _ =3t 1
A
= e t/z [ g2 _ o3t =2t 4 =3t 1 dt

3. Considere a matriz:

(a) Determine e’



(b) Resolva o problema de valor inicial:

1 1
y =Ay+e* [ _1] ,  y(0)= [_1]
(c) Sendo y : R — R? uma solugio arbitrdria de y’ = Ay, determine
tl}—imooy(t>.
Resolucao:

(a) Vamos determinar a solugo geral do sistema y’ = Ay, com y(t) = (z(t), y(t)):

/

¥ = —z+y
y = —r—3y

A primeira equac3o é equivalente a y = 2’ +x. Substituindo na segunda equacio, obtém-
se
(' +2) =—2-30@' +z) " +42' +4=0< (D +2)2%z =0,

pelo que z(t) = cre™? + cote 2!

obtém-se

, com c¢1,co € R. Substituindo na primeira equacao,

y(t) = 2'(t) + z(t) = —cre 2t + cp(1 — t)e 2.

Desta forma,

z(t) | e 2 (c1 + cot) _ 2 1 t ¢

y@) | | e H(—c1+ea(1—2t) | -1 1-t¢ cy |’
pelo que S(t) é uma matriz solu¢do fundamental de y’ = Ay. Resulta ento que:

eAt:S(t)Sfl(()) _ 62t[ 1 t ][ 1 0]1

—1 1—¢t || -1 1
T I B 1 0] _ a1+t ¢
—1 1—-¢t||1 1 —t 1-—t

Resolucao alternativa:
A matriz A tem um tnico valor préprio, dado por:
det(A— AN = (1= X)(-3- X +1=22+4+4=(A+2)°=0 & I=-2

O vector préprio associado € solugcdo ndo nula de

avav=o » [ 3 3][5]=[5]

& b=—-a & v=(a,—a)=a(l,-1),



com a € R, pelo que podemos escolher v, = (1, —1) como vector préprio. Como ndo
existem dois vectores préprios linearmente independentes associados ao tinico valor préprio
de A, a matriz ndo é diagonalizavel. Prosseguimos entdo com o calculo de um vector
préprio generalizado:

(A+2)v=v, & [_i _”[ﬂ:[_ll}
< a=1-b & v=(1-bb)=(1,0)—0b(1,-1).

Podemos ent3o tomar v, = (1,0).

A matriz A é ent3o semelhante a uma matriz de Jordan A = SJS~ !, com

2 - [ o1 4 Jo -1
I R IS Y

Por fim:
At _ g Jta—1 _ 1 1| 9| 1 ¢ 0 —1
6_565_[—106 0 1]|1 1
a1+t ¢
- c [ —t 11—t

Usando a férmula da variacdo das constantes:

y(t) = et <y(0) +/0t e Ase2s [ _11 } ds)

e [ 2[4
3L

- et Tase[ 1]

= (1+t)e ™ [ 31 ] .

Resolucao alternativa:

O polinémio caracteristico da matriz A é P(\) = (A + 2)2. Pelo Teorema de Cayley-
Hamilton tem-se que a matriz A verifica a equacdo dos valores préprios, isto é

P(A) = (A+2Id)? =0,



e sendo assim a matriz A + 2/d é uma matriz nilpotente e a série da exponencial é uma
série finita (neste caso tem apenas 2 termos). Entdo

oAt — p(—2Id+A+21d)t _ —2Idt+(A+21d)t

Dado que as matrizes —2Id e A + 21d comutam, tem-se ent3ao que

= n4n
Al = Rldt (A2t _ 2y (A+2Id)"t
n
n=0
_ 2 (Id 4 (At 2[d)t> R
—t 1—t
(c) A solugdo geral da equacio y’' = Ay é:
ooa|al]l 14t 0t a1 | o | (a1 et
yt) = e [02}_6 [ —7 1—t][02]_6 [02—(C1+62)t
= g2 [ “l ] + (a1 +02)t€_2t [ 1 ] , c,c2€R
Co —1

t 0
: —2t __ . ) . Lo - . _
Como tlgglooe =0e tlggloo te " = t£+moo o3 0, entdo tl}inooy(t) [ 0 } (para

quaisquer ¢, c2 € R).

4. Considere a seguinte matriz:

A:

o O =
O = =
— o O

(a) Calcule e,

(b) Determine a solu¢do do problema de valor inicial

y = Ay + h(?)

Y(l) - (17 L, 1)
onde h(t) = (0, 2¢', e").

Resolucao:



(a) Tendo em conta que A é uma matriz na forma candnica de Jordan (com dois blocos de
Jordan):

et tet 0
et=10 e 0
0 0 €

(b) Utilizando a férmula da variagdo das constantes:

¢
y(t) = eA(tl)y(1)+/ eA=9) h(s)ds
1

t 1 t—s 0 0
= AlDy(1) +/ =10 1 0f [2e°] ds
L 0 0 1] |[¢€°
t 1t s 0 0
= At Dy(1) + et/ e®|0 1 0|e’|2]| ds
! 0 0 1 1
t 2t — 2s
= AtDy(1) + et/ 2 ds
1 1
_flt(Qt—Qs) ds (2153—52)‘S .
= AtDy(1) + ¢t flt 2ds = At Dy(1) 4 ¢ 23‘221
t t
L fl ds S‘s:l
202 — 12 — 2t +1
= At Dy(1) + ¢t 2t —2
t—1
Para concluir o cdlculo, resta calcular a primeira parcela:
[1 t—1 0] [1 2 —2t+1
y(t) = 710 1 of [1]| +e| 2t—2
o 0 1f 1 t—1
[t (t—1)2
= 71| +€ |20t-1)
|1 t—1
[t +e(t—1)2
= e 2e(t—1)
e(t—1)

10



5. Considere o seguinte problema de valor inicial
y' = Ay +b(t)
y(0) = (0,0,0,0)

onde
2 0 00 0
3 -2 00 9
A 0o o 12| ¢ PBO=],
0 0 -2 1 0

(a) Determine a solugdo geral da equagdo homogénea.

(b) Sendo y(t) = (y1(t), y2(t), ys(t), ya(t) ) a solucio do problema ndo
homogéneo, determine ys(3).

Resolucao:

(a) Visto a matriz A ser da forma

[ 8] e a3 8] 4]

0 A,
eAt _ €A1 t 0
0 ef2t

o que facilita bastante os calculos. Comecemos por calcular e
—2I + N, onde

temos que

A1t tendo em conta que A; =

100 2
N—[g 0] e N7 =0,

entdo e 2t = ¢2] ¢
1 0
Nt _ _
e —I-i-tN—[?)t J.

Como (—2I)N = N(—21I) ent3o:

1 0
Ayt _ _—2It Nt _ _—2¢
et =e¢ e’ = [375 1] .

Vamos agora calcular e?2t, Os valores préprios de Ay sdo 1+ 2i e 1 — 2i associados (respecti-

vamente) aos vectores préprios vi = (1,7) e vo = (1, —17). Sendo assim

Cape-l _ U 17142 0 71 o1
S L —Z:||: 0 1—24 2i i —1

11



e, consequentemente,

Aot _ gohtg—l _ ei [1 1] {eZit 0 } [z _11] _ { cos(2t)  sen(2t)

2 |4 —i| | 0 e %] |i —sen(2t) cos(2t)
Finalmente
e 0 0 0
At _ et 0 ] |3te™? 2 0 0
N 0 ed2t | 0 0  elcos(2t) elsen(2t)
0 0 —elsen(2t) e cos(2t)

e a solucdo geral da equagao vectorial homogénea é dada por

Cc1 Cc1 a2
(t) _ eAt (6)) _ 3c1 te=2t + C2 e 2t
o c3 c3 €' cos(2t) + c4 el sen(2t)
4 —cs el sen(2t) + ¢y ! cos(2t)

com (c1, ca,c3,¢4) € RE.

(b) Pela férmula da variagdo das constantes, a solugdo do problema de valor inicial dado serd

0
O t
y(t) = eft 0 —i—eAt/ e A%b(s) ds
0
0

[ e 0 0 0 0
| 3te2 e 0 0 bl 262 ;
N 0 0  efcos(2t) e'sen(2t) 5 0 °

|0 0 —e'sen(2t) el cos(2t) 0

[ 0

1_67215

B 0

i 0

Resulta pois que y2(t) = 1 — e~ 2, pelo que:

y2(3) =1 —e75.

(a) Determine a solu¢do do sistema linear
I __
¥=x—y
{ y =2r—y

12



que satisfaz a condigdo inicial z(0) = y(0) + 1 = 1.

(b) Considerando agora o sistema
¥=x—y
y =2x—y
2/ =y — (sent)z
utilize a alinea anterior para determinar a solucao que verifica a condicao
inicial 2(0) = y(0) +1 = 2(0) = 1.

Resolucao:

(a) Resolvendo a segunda equagdo em ordem a z obtém-se

Y +y
z=" (2)

Substituindo na primeira equacio

(y’+y)’_y’+y
2 /2

O polinémio caracteristico associad te raizes complexas conjugadas +i (com multiplicidade 1
cada), e assim uma base complexa para o espaco de solugdes é

Bc = {eitv eit}

—y & yY'+y=0 & (D*+1)y=0

e uma base real serd
B_{cost, sent}

pelo que
y(t) =acost+bsent , a,beR

Substituindo em (2) obtemos

o2t
z(t) = %(y' —y) = 7((@ +b)cost + (b—a) sent)

Entdo
x(t) | _ 1| (a+b)cost+(b—a)lsent | _ 1| cost—sent cost+sent a
y(t) | 2 2acost + 2bsent 2 2cost 2sent b
A matriz
1| cost —sent cost+sent
S(t) = 2 [ 2cost 2sent ]

é uma (MSF) para a equacdo Y' = AY. Dado que

S0) =3 5 o | #12

13



tem-se que

_ 1| cost —sent cost-+sent 0 1
At iy _ &
¢ - S(t)S (0) 2 { 2cost 2sent ] [ 2 -1 ]

. cost + sent —sent
o 2sent cost — sent

pelo que a solugao pedida é
x(t) _ A 1| | sent+cost
y(t) | 0| 2sent
(b) Dado que nas duas primeiras equa¢des n3o ha dependéncia em z podemos concluir de

imediato por (i) que
x(t) = sent + cost e y(t) = 2sent

Falta ent3o determinar z, ou seja resolver o PVI
2 =2sent — (sent)z , 2z(0)=1
Trata-se de uma equacdo linear, de factor integrante
u(t) = el sentdt _ —cost

Ent3o, a equacdo é equivalente a

d

%(efcost?v) ZQSentefcost PN efcostz:26fcost+c o Z(t) :2+Cecost

Dado que z(0) = 1, conclui-se
Z(t) —92_ ecost—l

. Diga, justificando, se sao verdadeiras ou falsas as seguintes afirmacdes.
(a) O polinémio diferencial D*(D + 1)? é um polinédmio aniquilador das
funcdes te ! e 3

(b) e*v é solucdo do sistema Y’ = AY', quaisquer que sejam o vector v
e o escalar A

(c) ev é solucdo do sistema Y/ = AY, qualquer que seja o vector v

(d) Se S(t) é uma matriz fundamental do sistema Y’ = AY’, entdo S 1(¢)
é solucdo do sistema Y/ = —Y A

14



Resolucao:
(a) Verdadeira. O polinémio aniquilador, P(D), de uma fungdo f(t) é um polinémio diferencial

tal que P(D)f(t) = 0. Podemos verificar directamente:

DYt =0 , D) =6+#0

(D+1)2(te™) = (te™)" +2(te™) +te =0 , (D+1)(te ) =et+#0

(b) Falsa. O resultado é verdadeiro sse A for valor préprio de A associado ao vector préprio v.

(c) Verdadeira. Observe-se que sendo Y = e/
!/
W= (eAtv> = Aettv = AY
(d) Verdadeira - Dado que S(¢)S~'(t) = Id para todo t € R tem-se que
!/ /
(S(t)s*(t» —0 & SOSLt)+S() (S*l(t)) —0

Visto S(t) ser uma (MSF) associada a equagdo Y’ = AY, tem-se que S’(t) = AS(t). Substi-

tuindo ,

AS(t)s—l(t)+S(t)(s—1(t))':o & (570) =-5"0A

. Determine a solucao geral das seguintes equacdes
(@) ' +y = 2e + 12

(b) 3" — 6y + 9y = 43 + %Bt para t > 0.

(c) v + 4y = sen 2t

Resolucao:

(a) O polinémio caracteristico da equagcdo homogénea associada,
y'+y=0,

é P(r) =r?+1= (r—i)(r+1), cujas raizes sio +i (ambas com multiplicidade 1). Desta
forma, a solucdo geral da equacdo homogénea é

ya(t) = c1sent + co cost, com cy,co € R.

15



Como os polinémios aniquiladores de ¢’ e de 2 s3o, respectivamente, D — 1 e D3, entdo
o polinémio aniquilador de b(t) = 2! + ¢2 é

PA(D) = (D —1)D3.
Logo, uma solugcao da equagdo nao homogénea terad que ser solucao da equacao diferencial
P4(D)(D —i)(D + i)y = Pa(D)(2e" +¢*) =0,

ou seja,
(D —1)D*(D —i)(D + i)y = 0.

A solucao geral desta equagdo é

y(t) = cicost+ cosent +a+ bt + ct® + de'

v (1)
= yo(t) +a+ bt +ct? + de*

para certos ci, co,a,b,c,d € R. Desta forma, existe uma solucdo particular da equacao
Y +y=2e" + ¢ (3)

da forma y,(t) = a + bt + ct* + de’. Como

yp(t) = b+ 2ct+ de’
y(t) = 2c+ de’

substituindo estas expressdes na equagdo (3), obtemos
2¢ + det + a + bt + ct? + de! = t? + 2¢!, VteR.

Esta equacdo é equivalente ao sistema:

a+2c=0 a=—2
b=0 - b=10
c=1 c=1
2d =2 d=1
Assim y,(t) = —2+4t% 4+ € é uma solucdo particular da equac3o, pelo que a solucdo geral
da equagdo (6) é
y(t) = cretcost + coelsent — 2 + 12 + ¢t com ci,c3 € R.

(b) O polinémio caracteristico da equagcdo homogénea associada,

y" — 6y +9y =0,

16



é P(r) =72 —6r+9 = (r — 3)?, que tem uma Unica raiz, 7 = 3, com multiplicidade 2.
Desta forma, a solugdo geral da equagdo homogénea é

ya(t) = c1€3 + cotedt, com cy,co € R.

Bt~ . o R ~ . o 2 (1

Dado que <- ndo é combinagdo linear de funcdes que sejam solugdes de equacdes lineares
homogéneas, vamos usar a férmula da variagdo das constantes para determinar uma
solucdo particular de

1
y”—6y'—|—9y=4e3t—|—¥e3t (4)

Para esta equagdo, a matriz wronskiana é

e3t tedt 3¢ |1 t
W) = [3e3t (1 —|—3t)e3t] — [3 1 +3t}

e a sua inversa é, entdo, relativamente facil de calcular:

—1
_ a1t a [143t —t
1 _ 3t _ 3t
W) =e {3 1+3t} - ° [3 1]‘

Utilizando a férmula da variagdo das constantes:

0

_ 3t 3t 1

yp(t) = [ te?] /W (t) {463t+%63t:| dt
_ 3t 3 [1+3t —t| 3| O
= e [1 t] /e [_3 1:|€ [4+%]dt
o 4t —1
e[lt]/[ll_i_% dt

2
= ¢ [1 t] [4t2—i1i logtt}
= (=22 —t+4t* + tlogt) = (2t* +tlogt)e® — te*
A solug3o geral da equacdo (4) é, entdo (para ¢t > 0):
y(t) = ya(t) + yp(t) = c1® + cate® + (2t2 + tlogt) e, com c1,c2 € R.

Note que o termo —te3! da solucdo particular pode, obviamente, ser absorvido pelo termo
cate® de yq(t).

O polinémio caracteristico da equacdo homogénea associada,
y" +4y =0,

é P(r) =12 +4 = (r — 2i)(r + 2i), cujas raizes sdo 4-2i (ambas com multiplicidade 1).
Desta forma, a solugdo geral da equagdo homogénea é

ya(t) = c1 cos 2t + co sen 2t, com c1,¢o € R.

17



O polinémio aniquilador de b(t) = sen 2t é
Py(D) = (D — 2i)(D + 2i)
Logo, uma solugcdo da equacdo ndo homogénea terad que ser solucido da equacdo diferencial
P4(D)(D — 2i)(D + 2i)y = P4(D)sen2t =0,

ou seja,
(D — 2i)*(D + 2i)%*y = 0.

Como vdrias raizes do polinémio caracteristico da equagdo homogénea (neste caso, todas)
coincidem com raizes do polindmio aniquilador, trata-se de uma equacao diferencial
linear com ressonancia.

A solugao geral da equacgao anterior é

y(t) = c1co82t+ cosen2t+atcos2t + bt sen 2t

va(®)
= ya(t) + atcos2t + bt sen 2t

para certos cq,c2,a,b € R. Desta forma, existe uma solucdo particular da equacao
y" + 4y = sen 2t (5)
da forma y,(t) = at cos 2t + bt sen 2¢t. Como

y,(t) = (a+ 2bt)cos2t + (b — 2at) sen 2t,
yp(t) = 4(b— at)cos2t + 4(—a — bt) sen 2t,

substituindo estas expressdes na equacdo (5), obtemos
4b cos 2t — 4a sen 2t = sen 2t, ViteR.

Esta equacdo é equivalente ao sistema:

4b =10 b=0
<~
—4a =1 a:—%

Assim y,(t) = —%tcos 2t é uma solucao particular da equac¢ao, pelo que a solugdo geral

da equacgdo (5) é
1
y(t) = 1 cos 2t + cgsen 2t — 1 t cos 2t, com ci1,c9 € R.
Comparando as solu¢bes da equagdo homogénea com as da ndo homogénea, vé-se que o

efeito da ressonéncia (provocada pelo termo n3o homogéneo, b(t) = sen 2t) é o apareci-
mento de oscilacdes de amplitude crescente, na solucio.
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9. Considere o problema de valor inicial
y" — 4y + 4y = 8t + 2e*
y(0) =1, 4'(0) =2.
(a) Escreva e resolva a equa¢do homogénea associada.

(b) Determine uma solugdo particular da equagdo diferencial.

(c) Resolva o problema de valor inicial.
Resolucao:

(a) A equagdo homogénea associada é
Y’ — 4y + 4y = 0.

O seu polinémio caracteristico, P(R) = R?> — 4R + 4 = (R — 2)?, tem uma Unica raiz,
R = 2, com multiplicidade 2. Desta forma, a solucdo geral da equagdo homogénea é

ya(t) = c1e® + cote®,
com cp,co € R.
(b) O aniquilador de b(t) = 8t + 2% é
PA(D) = D*(D —2)
Logo, uma solugdo da equagdo ndo homogénea terd que ser solucio da equacdo diferencial
PA(D)(D — 2)%y = Pa(D) (8t + 2¢*) =0 & D*(D —2)3y =0
e, portanto,

y(t) = cre?t + cote®t + cst?e® + ¢y + cst
= ya(t) + cst?e® + ey + cst

para certos ci, co, C3, C4, 5 € R. Desta forma, existe uma solucdo particular da equacdo
(D —2)%y = 8t 4 2% (6)
da forma y,(t) = cst?e? + ¢4 + c5t. Substituindo esta expressdo na equagdo (6), obtemos
2c5e?t + dey — des + dest = 8t + 22, para qualquer t € R,

o que é equivalente ao sistema:

203:2 03:1
4ey —4des =0 & el =2
405:8 0522
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Assim y,(t) = t2e?! 4+ 2 4+ 2t é uma solucdo particular da equacdo, pelo que a solucio
geral da equagdo (6) é

y(t) = Clezt + 02t€2t + 2+ 24 2t, com cq,c2 € R.

(c) Como ¥/(t) = 2c1e® + co(1+ 2t)e? + (2t +2t%)e? 4 2, resulta das condicdes iniciais que:

1=y(0)=c+2 N cg=-1
2:y/(0):201+02—|—2 co =2

Assim, a solucdo do problema de valor inicial é

y(t) = (=14 2t + t*)e* + 2+ 2t.

10. Determine a solucao da equacao diferencial

y// . 4y/+3y _ (1 —1—6_“@)_1

que verifica as condigdes iniciais y(0) = y'(0) = 1

Resolucao:

A solucdo da equacio é da forma

y(x) = yg(z) + yp(z)

sendo y, a solucao geral da equacao homogénea associada e y, uma solucdo particular da
equacao completa. Comegemos por calcular y,. As raizes do polinédmio caracteristico associado
sao

r?—4r+3=0<«< r=1lour=3

Sendo assim, e* e 3%

pelo que

sdo duas solu¢des linearmente independentes da equacdo homogénea,

yg(t) = cre” + G

Para calcular y,, note que somos forcados a utilizar a férmula da variagdo das constantes, pois

o termo ndo homogéneo,
def 1

- 1+e 2

nao é solucdo de qualquer equacdo diferencial linear de coeficientes constantes. Assim sendo,

wo =[] W) 3|

14+e—s

h(x)
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11.

em que W (x) é a matriz Wronskiana associada:

Assim

14+e—s

_ [ew 6333] x} _1i;s—s ds
- 2 6735

L 14+e—5
log(l1+e*
_ 1 e | 8 )
2 —&—+e* —log(l+e™7)

1 X
= 3 <em log(14+e7") — % + €2 — 3% log(1 + e’”))

2x az r _ 3z
= = _ ez aF c-c 26 log(1+e™)
onde calculdmos a primitiva de 11;3,55 fazendo a substituicdo e=® = t. Assim sendo, a solucio
geral da equacgdo é:
_ 1 . 621 e — e3x 3
y(@) = yn(x) + yp(z) = c1e” + (2 — 1) " + - T log(14+e™%)
——

1
Cc2

Dado que y(0) = 3/(0) = 1, tem-se que

{cl+02+;:1 @{01—1—02:% @{clzi—%logQ

c1+3ca+1—1log2=1 c1 + 3cog = log2

pelo que

yo) = ——+ 5+

3e% — e3z e2x er — 6390 <1 + ez)
= — —— log

Considere a equacao diferencial linear nao homogénea de coeficientes nao
constantes:

3 20
y/// "o (7)

0 a?
onde a solu¢do, y(x), esta definida no intervalo I =0, co.
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(a) Determine a solugdo geral da equagdo homogénea.

(b) Determine a solugdo geral da equagdo (7).

Resolucao:

(a) A equagdo homogénea associada a (7) é

Fazendo a substituicio z = 3" obtém-se a equacio linear homogénea de 12 ordem

=)
X
cuja solucdo geral é dada por

z(x) = Kel 24 — [ge3loge — K3, com K € R,

para z > 0. Resolvendo agora a equacdo diferencial

(basta primitivar duas vezes) obtém-se
K 5 5
y(x):a—i-bx—i—%x =a+bxr+cx com a,b,ceR.

(b) A solugdo geral da equagdo é da forma
y(z) = a + bz + ez’ + y,(z)

em que y,(x) é uma solugdo particular da equagdo. Pela férmula de variagdo das cons-
tantes

0

(@) =[1 = 2°] /W_l(:z:) 0| dr
20
z2

em que a W (x) é a matriz wronskiana associada a equag3o:

1
Wi(z)= |0
0
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Entao

] (2003 —202% 425 0
p) = [1 2 xS]/3 0 20x3 —5x* 0| dx

4
:[11‘.1'5]/—2(1.1‘

1
25

8

4x 19
= [1 xs] —Slogx| = gx — bz logx
1

G

Finalmente, a solugdo geral da equacdo é

y(z) =a+ (~— %)m—{—czﬁ —5zlogx, = a+ bz + cx® — bzlogx, a,b,c € R.
———

12. Sendo R(z) uma funcgdo real de varidvel real continua e k # 0, mostre que

a funcao
yp(z) = %/0 R(t) sen (k(:c — t)) dt

é solucdo particular de 3’ + k*y = R(x).

Resolucao:

Sendo a(z) e b(z) fungdes de classe C* em R e f(t,z) continua e com derivada parcial %
também continua (ambas em R?), a regra de Leibniz garante-nos que:

b(z)

d o / / 0
Ir (/a(x) f(t,x) dt) = f(b(z),2) V' (z) — f(a(z),z) d'(x) + /Cb(x) %f(t, z) dt

Como estamos nas condicdes enunciadas — note que f(t,z) = R(t)sen (k(z —t)) é continua
em R? e tem derivada parcial

of

e kR(t) cos (k(z — t))
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também continua (em R?) — podemos usar a regra de Leibniz para calcular:
@) = L (1 /m R(t) sen (k(z — t)) dt
W= g \&

= %R(x) sen (k(z —z)) + /Ox R(t) cos (k(z —t)) dt

= /Ox R(t) cos (k(z —t)) dt

Aplicando de novo da regra de Leibniz:
d ([ [* '
y(x) = e (/ R(t)cos (k(z — t))dt>
T \Jo

= R(z)cos (k(z —z)) — k /006 R(t)sen (k(z —t)) dt

Em conclusio:
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