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Calculo Diferencial e Integral Ill
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Ficha de Problemas Resolvidos n? 1
Equacoes Diferenciais Lineares de 12 ordem

1. Indique a ordem da equacdo diferencial y” + 7%y = 0. Verifique que y(z) = acos(wx) +

bsen(mz), com a,b € R é solugdo e y(3) =1, y'(3) = 0.
Resolucao:
Trata-se de uma equagdo diferencial ordindria de segunda ordem (linear). Para verificar que a

funcdo dada é solugdo, vamos substituir e verificar que se obtém uma proposicao verdadeira.
Como

y' () = —masen(nz) + mbcos(rx), y'(x) = —m2acos(rz) — mbsen(nz),
entao
y'(x) + m2y(x) = —m2acos(rx) — w2bsen(nz) + wa cos(nz) + w2bsen(wx) = 0

A afirmacdo é verdadeira para todo x, a e b € R e assim, y(z), é solu¢do da equagdo. Para
calcular as constantes a e b de modo a que y(3) =1, /(1) = 0, substituimos na solugdo e na
sua derivada x por 1/2:

1 s s
y(5) =acosZ +bsenZ =1 b=1
{ (2) 2 2 {

y'(3) = —masenZ +brcos T =0 a=0

pelo que a solugdo da equagdo que verifica as condi¢des dadas é y(z) = sen(mx).



2. Determine a solucio do problema de valor inicial ¢ = ze**/2 com y(l) = 2.

Resolucao:

Primitivando ambos os membros da equagdo
/ _ 502/2 _ x2/2
/y (x)dx = /:ce dz & vylx)=e"'“+¢, comceR.

1/2

Usando a condi¢3o inicial, 2 = y(1) = e'/? 4+ ¢, pelo que ¢ = 2 — €'/2. A solucdo do problema

de valor inicial é, pois: ,
yla)=e" /2 —e/2 4 2.

3. Determine todas as solucoes da equacao diferencial ordinaria linear

d
x—y+2y: (x —2)e”, para z > 0.
dz

Resolucao:

Para x # 0, a equacdo pode ser escrita na forma

(z —2)

2
y’+;y= e’ (1)

Trata-se de uma equacgio linear, e admite um factor integrante, u(x) dado por

!/

2 fgdac log 22 2
= — <~ =el = = gL
w - I "

62 log z =

== e

Multiplicando ambos os membros da equagdo (1) por p obtemos

d
d—(a:2y) = (2* —21)e® & 2%y= /(a:2 —2z)e"dx + ¢
i

& y(z) = % ((a:2 — 4z +4)e” + c)

& y(z) = % ((m —2)%e® + c)

em que ¢ € R.



4. Determine a solucao do problema de valor inicial

dv 2u 1

hah — =0 0)=1.
du+1+UQU 1+ u? » v(0)

Resolucao:

A equacdo é equivalente a
dv 2u 1

@+1+uzv:1+u2

que é uma equacio linear em v e admite um factor integrante, u(u), dado pela equagdo

(2)

/

0 2u W 2u

:1+u2,u — o logp=log(l+u?) < p=1+u>

H /Azl—i-uz

Multiplicando ambos os membros da equagdo (2) por p obtemos

(1+u2)%+2uv:1 & C%((l—i—uz)v) =1

= (1+u2)v:u+c

e o) u+c
v\wu) = ——
14 w2
Dado que
1=v(0) =c¢,
a solucao do PVI é
(w) u—+1
v(u) = ———
uz+1

5. De acordo com a lei de arrefecimento de Newton, a taxa de arrefecimento
de uma substancia numa corrente de ar, é proporcional a diferenca entre
a temperatura da substancia e a do ar. O corpo de uma vitima de assassi-
nato foi descoberto. O perito da policia chegou a 1:00h da madrugada e,
imediatamente, mediu a temperatura do cadaver, que era de 34,8 C. Uma
hora mais tarde a temperatura era 34,1°C. A temperatura do quarto onde
se encontrava a vitima manteve-se constante a 20°C. Estime a hora a que
se deu o crime, admitindo que a temperatura normal de uma pessoa viva
é de 36,5°C.

Resolucao:



Sendo T'(t) a temperatura do corpo no instante ¢, o modelo matemdtico para a lei de arrefeci-

mento de Newton é: -
— = k(T —T,
dt ( a)

onde T, é a temperatura ambiente e —k < 0 é a constante de proporcionalidade (do arrefeci-
mento do corpo). Temos pois, como no problema anterior, que

/
T+ kT =20k (ektT) = 20ke" & T(t) =20+ ce
Tomando ty = 0 o instante em que a primeira medicao de temperatura foi feita, temos que
T(0)=348 < ¢=1438

e assim
T(t) =20+ 14.8¢e7*

Para determinar a taxa de arrefecimento, k, usamos a outra medic3o:
Rt 14.1
T(1)=341 < 341=20+14.8¢ & k=—log 148 ~ 0.0485

e entdo
T(t) =20 + 14.8 ¢~ 0485¢

Para saber quando o crime foi cometido, pretende-se saber a que horas a temperatura do corpo
era de 36.5 C, queremos determinar ¢ tal que

T(t) =365 < 365=20+14.8¢ 00485 o ¢—_

Conclui-se que o crime foi cometido por volta das 22h 45min.

. Considere a equacdo diferencial

d
2x—y+2xy5—y:()
dx

(a) Determine a solugdo geral da equagdo efectuando a mudanca de
varidvel v = y=*.

(b) Determine a solugdo que verifica y(1) = 1, indicando o seu intervalo
maximo de existéncia.

Resolucao:



(a) Seguindo a sugestdo, fazemos v(x) = [y(x)]_4 pelo que

dv _=dy
= 4y 2,
dx Y dx

Multiplicando ambos os membros da equac3o diferencial por —4y =2, obtém-se:

d
23:(—4y_5d—y) + 2x(—4y_5y5) + 4ySy = 0,
—

N—— S~
I I
l
dv 1 !
dx
ou seja,
d
2:U—v — 8¢ + 4v = 0
dx
Dividindo por 2z e rearranjando os termos, obtém-se a equacgao linear nao homogénea:
dv 2
— —v =4 3
dx + x (3)

O seu factor integrante é dado por
2
ulw) = ef 240 = 5

Multiplicando todos os termos da equagdo (3) por u(x)

9 43 dr ¢

2 ’U:T—FC@U(%):?"‘E

d d
T £+2xv:4x2 = %(az2v):4x2 & oz

Finalmente, desfazendo a mudanca de variavel,
Az c 1 32
4 4
=— 4+ = & =t4 =44/ —
y @) =3tz y(@) VErs Vidte

(b) Dado que y(1) = 1, conclui-se que y(z) é positivo e ¢ = —1. Como tal a solugdo do PVI
é dada por

onde ¢ € R.

4 3I2
423 —1°

O dominio de diferenciabilidade da fungdo y(x) é

y(z) =

2

_ . 3 _ 3
D = {xeR.éL:c 140 e m>0} - } 1/4,—!—00[

o intervalo maximo de solugdo serda o maior intervalo I C D, tal que 1 € I, ou seja:

i — }3 1/4,+oo[



7. Encontre as solugdes da equagdo y'sent + ycost = 1 no intervalo |0, 7[.
Mostre que sé ha uma solucao tal que lin%y(t) é finito e indique um
t—
problema de valor inicial que tenha essa solucao.

Resolucao:
E de notar que (sent)’ = cost e, como tal, a equagdo pode ser escrita na forma

/
y'sent +y(sent) =1 < (ysent):l & ysent=t+C com C €R.

Dado que para t € ]0,7[ a fungdo sent ndo se anula, resulta que a solu¢io geral da equagdo
(definida nesse intervalo) é dada por

t+C
)= ——
y(®) sent ’
com C € R. Como para C' #0
1
limy(z) = lim + C lim = 1+ C lim = l+o00==00
t—0 t—0 sent t—0 sent t—0 sent

ent3o o limite da solucdo quando ¢ — 0 sé é finito quando C' = 0; nesse caso,

t

y(t) = sent € lltg%y(w) =L

A condicdo inicial a acrescentar a equacao diferencial pode ser a seguinte:

i
-
Y3 senT 2°

8. Obtenha a solucdo y : R — R da seguinte equac3o:

y(t) =1 —|—/1 sy(s) ds. (4)

Resolucao:

Derivando ambos os membros da equacdo integral (4) em ordem a t e aplicando o teorema
fundamental do célculo, obtém-se:



Desta forma, y(t) é solugdo da equagdo linear homogenea

t2
y =ty & y(t) = Keltdt — Kes

onde K € R. Atendendo a que, pela mesma equagio (4), y(1) = 1 tem-se que Ke'/?2 =1, ou

seja, K = e~1/2. Assim, a solucio da equacdo integral é

e esta definida para t € R.



