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Ficha de Problemas n® 11

Equacoes Diferenciais Parciais

1 Exercicios Propostos

1. Determine a solucdo do seguinte problema de valor inicial e condicdo na fronteira:

Uy = 0*Uye, = € (0,7), com {

2. Determine a solu¢do do seguinte problema de valor inicial e condigdo na fronteira:

uz(0,t) = ux(L,t) =0

U = Ugy — U, T € (O, L), com { u(%()) = COS (37r:E/L).

3. Resolva o seguinte problema de valores de fronteira e inicial para 0 < x < 7w et >0

uw(0,t) = u(m,t) =0
U (2, t) = Ugy(x,t)  com { w(x,0) =0, wuz,0) = sen(z)+ 3sen (3x)

4. a) Recorrendo ao método de separagdo de varidveis, determine as solugdes para t > 0 e

para x € [0, 7] de
ou  0%*u
—_— = —— — U
ot 0x?
u(0,t) = u(m,t) =0

(satisfazendo a equagdo diferencial para z €]0, 7).

b) Determine a solu¢do que satisfaz a condigdo inicial

u(z,0) = (r —x)z .

5. Seja f a fungdo definida no intervalo |0, 27| por f(x) = x.

(a) Determine a série de cosenos da fungdo f.



(b) Resolva a equagdo
Up = Uy — tu, x € (0,27)
uz(0,t) = uz(2m,t) =0

u(z,0) = f(z)
0 0?
6. Considere a equagdo de propagagao do calor a—? = aa—xz. (%)

(a) Mostre que esta equagdo possui uma solugdo estaciondria (isto é que ndo depende do
tempo) da forma u(z) = Ax + B.

(b) Determine a solugdo estaciondria para o problema correspondente a uma barra situ-
ada entre os pontos © = 0 e x = L, em que se fixam as temperaturas u(0,t) =

Tl, U(L,t) = TQ.
(c) Resolva a equacdo (%) para 0 < z < 1 e para as condi¢Bes iniciais e de fronteira
u(0,t) =20
u(1,t) =60
u(z,0) = 75.

7. Considere a seguinte equacao diferencial parcial
82

u
= (cost)=— = 0.
(cos )8952

Recorrendo ao método de separacao de varidveis, resolva o problema de valor inicial e
fronteira, para a equacdo dada, com as condicdes

u(t,0)=0 t >0,
u(t,m) =0 t >0,
u(0,x) =senz +2senzcosx 0<z <

8. Recorrendo ao método de separacdo de varidveis, resolva o seguinte problema para a equagao

das ondas
0%u ,0%u

o2~ ox2
u(t,0) =u(t,1) =0
ou
= — =1
u(0,2) =0, 5 (0,2)

parat > 0 e para x € [0, 1], (satisfazendo a equagdo diferencial para = €]0, 1[) e onde ¢ é
uma constante real positiva.

9. Considere o seguinte problema de valores na fronteira, para (z,y) €0, 1[x]0, 1]
*u  0u 9u(0,y) = 24(1,y) =0
- R — ox \7? oxr \ ™’
axz + (‘)yQ 0 com { U(Z’,O) _ 0 ’ u(CC, 1) _ f(x) (1)

sendo /
1 se 0<x<1/2,
f<x)_{—1 se 1/2<x<1.



(a) Determine a série de cosenos da fungdo f no intervalo [0, 1] e indique para que valores
converge a série.

(b) Resolva o problema (1).

10. Recorrendo ao método de separacdo de varidveis, resolva o seguinte problema para a equacdo

de Laplace
’u  J*u
e T 1
ou ou
8—y(a:,0) =0, 8—y(x, 1) = cos (27x)
ou ou
aQE(O,y) 0, ax( ,y) = cos (2my)

11. Seja a fungdo f definida no intervalo (0, 7) por f(z) = senz.

(a) Determine a série de Fourier de cossenos da funcdo f.

(b) Diga, justificando, qual o valor da soma da série de Fourier da alinea anterior para
cada z no intervalo [—m, 7.
(c) Resolva a equagdo
Up = Ugy + 2u, x € 10,7
Uz (0,t) = ug(m, t) =0
u(z,0) = f(z).

12. Recorrendo ao método de separacdo de variaveis, resolva o seguinte problema para a equagdo
das ondas

(0°u  0%u N 0%u

otz 0z2  Oy?

w(z,0,t) =z, wu(z,1,t)==x
uw(0,y,t) =0, wu(l,y,t)=1
u(z,y,0) =z

\ %(w, y,0) = cos (27 (x — y)) — cos (27 (z + y))

para z,y € [0,1] et € R.



2 Solucoes

1.

g

10.

11.

12.

e~'sen () — 2e~25*"tsen (5z)

91r2
ef(Hﬁ)tcos ?anx

u(z,t) = sen (t)sen () + sen (3t)sen (3x)

. () 32, B, e+t sen (nx)

(1+(2n+1) )
(2n+1)3

a) o+ 3oy M eos (32) =7 — 2 320, e <os [(n+ 3) 4]

2 2
_1)n—1  _n%tr2e
4 groo (ZDPL RS (%x)

0o 4(1—(=1)") _(14n2 B
(b) oo, M e sen (na) = 2300 ¢

n=1 n3w

sen ((2n+ 1)x)

b) u(z) =Ty + 278z
c) 20 + 40z + 3°°°  10(11 — 3(—1)")e """ *sen (nrz)
u(t,r) = e—>"isen (z) + e~ *"isen (22)

S 20=(=D™")

ey ——3 =z —sen (nmct)sen (nmr)

0 4 nr 1 se 0<x<1/2,
(a) SFeosf(x) = Z —sen (7) cos (nmx) = 0 se x=1/2

= "7 -1 se 1/2<z<1
(b) u(z,y) = S 421}(””) cos (nmwz)sh (nmwy)

h (27z) cos (2my) + ch (2my) cos (27x)
C+ < cos 273:Sh(c27r) y) cos ( CeR

(a) 2 -2%>, 12(2 11 cos (nz) = 2 (1 — Y07 | +5—cos (2nz))

b) |sen x c) Ze* — 2 e 24n ! cos (2nz
n= 1 4n2—1

u(z,y,t) =x+ f sen (2mx) sen (27y) sen (2v/27t)



