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Introdução à Separação de Variáveis e Séries de Fourier

1 Exerćıcios Propostos

1. Calcule a série de Fourier da função f : [−1, 1] → R definida por

f(x) =

{
−1 se −1 ⩽ x ⩽ 0,
+1 se 0 < x ⩽ 1.

2. Determine a série de Fourier da função g(x) = L− |x|, no intervalo [−L,L]. Utilizando a
série obtida num ponto adequado, aproveite para mostrar que

+∞∑
n=1

1

(2n− 1)2
= 1 +

1

32
+

1

52
+ · · · = π2

8
.

3. Determine a série de Fourier da função h(x) = x2, no intervalo x ∈ [−L,L]. Utilizando a
série obtida em pontos adequados, aproveite para mostrar que

+∞∑
n=1

1

n2
= 1+

1

22
+

1

32
+ · · · = π2

6
e

+∞∑
n=1

(−1)n+1

n2
= 1− 1

22
+

1

32
− 1

42
+ · · · = π2

12

4. Determine a série de Fourier da função definida no intervalo [−π, π] por

j(x) =

{
0 se −π ≤ x < 0
x se 0 ≤ x ≤ π

Indique a soma da série para x ∈ [−π, π].

5. Determine a série de Fourier da função definida no intervalo [−2, 2] por

l(x) =


0 se −2 ≤ x < 0
1 se 0 ≤ x ≤ 1
0 se 1 < x ≤ 2

Indique a soma da série para x ∈ [−2, 2].
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6. Desenvolva a função definida no intervalo [0, 1] por f(x) = 1 numa série de senos e indique
para que valores converge (pontualmente) a série obtida.

7. Determine a série de cosenos da função r(x) = x no intervalo [0, π], indicando a soma da
série em R.

8. Considere a função f : [0, 2] → R definida por

f(x) =

{
1− x se 0 ≤ x ≤ 1
1 se 1 < x ≤ 2

(a) Esboçe o gráfico da extensão par de f ao intervalo [−2, 2] e obtenha o desenvolvimento
em série de cosenos de f nesse intervalo, indicando a respectiva soma da série em [0, 2].

(b) Esboçe o gráfico da extensão ı́mpar de f ao intervalo [−2, 2] e obtenha o desenvolvi-
mento em série de senos de f nesse intervalo, indicando a respectiva soma da série em
[0, 2].

9. Determine os valores de λ para os quais os seguintes problemas de valores fronteira têm
soluções não triviais:

a) y′′ − 2y′ + (1 + λ)y = 0; y (0) = 0, y (1) = 0.

b) y′′ + λy = 0; y (0) = y (2π) , y′ (0) = y′ (2π) .

10. Recorrendo ao método de separação de variáveis, determine soluções para t ⩾ 0 e para
x ∈ [0, 1] de 

∂u

∂t
=

∂2u

∂x2
+ u se x ∈ ]0, 1[

u(0, t) = 0 se t > 0

u(1, t) = 0 se t > 0

Determine a solução que satisfaz a condição inicial

u(x, 0) = sen(2πx)− 3 sen(4πx).

11. Determine a solução dos seguinte problema de valor inicial e condição na fronteira:

ut = α2uxx, x ∈ ]−1, 1[ , com


u(−1, t) = u(1, t)

ux(−1, t) = ux(1, t)

u(x, 0) = 3 cos (πx)− 4 sen(5πx).
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2 Soluções

1. 4
π

∑∞
n=0

sen ((2n+1)πx)
2n+1

2. L
2
+ 4L

π2

∑∞
n=1

1
(2n−1)2

cos
(

(2n−1)πx
L

)
. Fazendo x = 0 obtém-se

∑∞
n=1

1
(2n−1)2

= π2

8
.

3. L2

3
+ 4L2

π2

∑∞
n=1

(−1)n

n2 cos
(
nπx
L

)
. Fazendo x = L obtém-se

∑∞
n=1

1
n2 = π2

6
;

fazendo x = 0, obtém-se
∑∞

n=1
(−1)n+1

n2 = π2

12

4. π
4
+
∑∞

n=1

[
1

n2π

(
(−1)n − 1

)
cos (nx) + (−1)n+1

n
sen (nx)

]
=

{
j(x) se −π < x < π
π
2

se x = ±π

5. 1
4
+
∑∞

n=1
1
nπ

[
sen nπ

2
cos nπx

2
+
(
1− cos nπ

2

)
sen nπx

2

]
=


0 se −2 ≤ x < 0
1 se 0 < x < 1
0 se 1 < x ≤ 2
1
2

se x = 0 ou x = 1

6.
4

π

∞∑
n=1

1

2n− 1
sen

(
(2n− 1)πx

)
=

{
1 se 0 < x < 1
0 se x = 0 ou x = 1

7. SFcosr(x) =
π
2
+
∑∞

n=1
2

n2π
((−1)n − 1)cos (nx) = π

2
−
∑∞

n=1
4

(2n−1)2π
cos

(
(2n− 1)x

)
=

=

{
x− 2kπ se 2kπ ≤ x ≤ (2k + 1)π
2kπ − x se (2k − 1)π < x < 2kπ

para k ∈ Z.

8. (a) SFcosf(x) =
3
4
+
∑∞

n=1

[
4

n2π2 (1− cos nπ
2
)− 2

nπ
sen nπ

2

]
cos nπx

2
=

=


1− x se 0 ≤ x < 1
1 se 1 < x ≤ 2
1
2

se x = 1
.

(b) SFsenf(x) =
∑∞

n=1

[
2
nπ

(
1− (−1)n + cos nπ

2

)
− 4

n2π2 sen
nπ
2

]
sen nπx

2
=

=


1− x se 0 < x < 1
1 se 1 < x < 2
1
2

se x = 1
0 se x = 0 ou x = 2

.

9. (a) λ = n2π2, para n ∈ Z+

(b) λ = n2, para n ∈ Z+
0

10. u(x, t) = et
(
e−4π2t sen(2πx)− 3e−16π2t sen(4πx)

)
11. u(x, t) = 3 e−α2π2tcos (πx)− 4 e−α225π2t sen(5πx)
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