TECNICO
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Calculo Diferencial e Integral Ill

1° Semestre 2023 /2024
Curso: LEQ, LEAmb, LEMat, LEIC-A, LEBiol, LEBiom

Ficha de Problemas Resolvidos n° 10
Séries de Fourier

1. Determine a série de Fourier da fungdo g(x) = |z|, no intervalo [—m,7].
Utilize o resultado para calcular a soma da série
+ZOO L = 1+ = ! + = ! + = = + -
(2n —1)2 32 52 72

Resolucao:

A fungdo f(z) pode ser escrita na forma

{—33 se x € [-m,0]

x  se x € [0,7].

f(z) =
Como L = 7, a série de Fourier associada a f é da forma

o0
SFf(x)=—+ Z a,COS Nx + bysen nx)
n=1

_%
2

Dado que f é uma fungdo par, entdo

1 (7 2 [T 2 a2
—/ f(x)dx:/ vdr==2
- T Jo T 2

e, paran > 1,

1 [7 2 [T
an, = / f(z)cosnxdx = / x cosnx dz
T J—x 0

T
4 vy
2 sen nx sen nx 2 cosnx
= — |z — dr | = ——
T n 0 n T n

0
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2
= ——(cosnmw —1) e
n’m
1 s
by = = f(z)sennzdx = 0.
m —T



Assim sendo, a série de Fourier de f é

2 o0
SFf(x) :g—kgzcicosnm

n=1

Mas, tendo em conta que

0 para n par

— = (—=1)" — =
cosnm—1=(-1)" -1 {_2 para n impar

a série de Fourier reduz-se aos seus termos com indice par, ou seja:

™

SFi(@) =7 i;%il)cos(@kl))

Com a extens3o periédica de f a R é continua e seccionalmente C!, ent3o pelo teorema da
convergéncia pontual

SFf(zx) = f(z) Ve € [—m,m]. (1)

Para calcular a soma da série numérica pretendida, usamos simplesmente a equagdo (1) no
ponto & = O:

T4 1
= F 2 _=
0= 10)=SFFO =5 =23 i
Resulta pois que:
Zka—l 9 i 2(214:—1)2_8
k::l k=1

. Determine a série de Fourier da funcdo h(x) = 2° — 7%z, no intervalo

x € [—m,m|. Utilizando a série obtida num ponto adequado, aproveite
para calcular a soma da série

f -y _, 1,1 1
(2n+1)3 ~ 3 5 73

Resolucao:

A série de Fourier associada a h sera

SFh(z) = % + Z (ancos nx + bysennz).

n=1



Como h é uma funcio impar, ag € a,, para n € N s3o nulos. Tem-se também, para n € N:

L [" 2 [T/ 5 o
b, = — f(x)sennzxdx = — (2° — m°z) sennz dx

™ J_n ™ Jo

_ 2<($3—7r2 )—cosnx / (sz_WQ)cosnx da:)
™ n 0 n

0
(I_.\)

[y,

™ Jo n

Integrando por partes, de novo:

bn=2OM—ﬂwm:
T

n2

Por fim, fazendo mais uma integragdo por partes:

bn:26fﬂm1/%mmm>
™ n 0 n
0
_ g 67 cosnm 65enmv7r
o7 n3 n3 .
——
_12(-1n
= —Q
Assim
— (—-1)"
SFh(x):12Z 3 senng
n=1

Note que h(z) = z(22 —7?) = x(z —7)(x +7) é de classe C! e verifica h(—7) = h(m). Assim,

pelo teorema da convergéncia pontual:
SFh(x) = h(x) Vo € [—m, 7.
Para calcular a soma da série numérica dada, usamos a equagdo (2) no ponto x = 7:
2

2 S =1 (G) = () - %

n=1




Tendo em conta que, para k € Ny,

nm 0 sen =2k
sen — =
(-1)F sen=2k+1
entdo, eliminando os termos nulos (n par) da série (3) obtém-se
oo (_1)2k’+1

12)  ————(-1)* = —12502ﬂ _ &
— (2k+1)3 B ~(2k+1)P 8

o que é equivalente a:
o

Zﬂ _
— (2k+1)3 32
. Calcule a série de Fourier da onda sinusoidal rectificada, isto é, de

f()— senxz se senx >0
=30 se senx <0

Resolucao:

A fungdo f pode ser escrita na forma

0 se z € |-3m, —27]
senx se x € [—2m,—] 1
flz) = 0 se z€|-m,0[ = gsenz+g |sen x|
senz se x € [0, 7]
0 se z € |m, 27|

pelo que a funcdo f é periddica de periodo 27r. Assim, a série de Fourier de f é
> nmww A s
0
SFf(x 20 Z ( ncos — + By, sen T> =5 S Z:l (Ancosna; + Bysen mc)
n=

Note que %senx ja estd na forma de uma série de Fourier com L = 7. Assim, podemos
simplesmente determinar a série de Fourier da fungdo par g(z) = |senz|, pois

SFf(x) = %sen z + SFg(x).



A série de Fourier da fungdo g é

[o¢]
SFg(x) = ?0 + Z (ancos nx + b,sen n:c)

n=1

em que (tendo em conta que g é par e g(z) = 4|sen x| = isenz para z € |0, 7[)

1 [7 2 (M1 2
aoz/ g(x)dac:/ —senxdr = —.
T ) T Jo 2 s

e
b, = 0, para n € N.
Paran > 1,
1 [7 2 (M1
an = — g(z)cosnzdr = — — sen x cosnx dx
T ) T Jo 2
1 ™
= (sen (z + na) + sen (z — nz)) d
T Jo
7 (_1)n+1 -1
 w(n2-1)
Para n =1,
1 (7 1 [7 1 ("
a3 = — g(x)cosxdr =— [ senzxcosxdr=— [ sen2zxdxr=0.
L - T Jo 2m Jo
Assim
1 I = (- —1 1
SFf(x) = SFg(x)+ gsenz = — Z nQ Y ~—————~cos(nz) + psena
Visto que

(_1)n+1 1 0 para n impar
—2 para n par

e que a funcdo é continua em R, seccionalmente C! em [—m, 7] e periédica de periodo 2,
podemos concluir que

SFf(z) = 1 i 2 1S (2kz) + %senx = f(x), Vz € R.

™

. Desenvolva a fungdo definida no intervalo [0, 1] por f(x) = 1 numa série de
senos e indique para que valores converge (pontualmente) a série obtida.



Resolucao:

A série de senos associada a f é

Ssen f(x) = Z bpsen (nmwz)
n=1

em que

bn =2 /01 f(z)sen (nmx) dx = 2/01 sen (nmz) dx = 2 (1 = (—1)”>

nm

A série de senos de f em [0, 1] é, de facto, a série de Fourier da extensdo impar de f ao intervalo
[—1,1]; trata-se, pois, da série de Fourier da fungdo

] -1 se ze[-1,0]
9(@) = { 1 se z€][0,1]

pelo que, usando o teorema da convergéncia pontual,

Senf(z) = SFg(z) — Zwsen )

— nm
> 4 1 €]o,1

= Z ————sen ((2k — I)mz) = se €01
k:1(2/~c—1)7r 0 se z=0ouzx=1

Quanto a convergéncia em R, a série converge para a extensdo peridédica de g em todos os
pontos onde g é continua, ou seja, em todos os x € R\ Z. Dado que os limites laterais de g
nos seus pontos de descontinuidade sdo +1, entdo SF f(x) = 0 para z € Z. Desta forma:

-1 se 2k— 1<z <2k parak € Z
S @) = « 1 se 2k<x<2k+1 parakeZ
0 se x € Z.

. Considere a fungdo f : [0,1] — R definida por f(z) = x. Determine:

(a) a série de Fourier associada a f;
(b) a série de senos associada a f;
(c) a série de cosenos associada a f.

Resolucao:



(a) Considere-se a fungdo f(z) extendida periodicamente a R. Entdo o seu periodo é 1 e
L= % Note que um intervalo simétrico em torno da origem correspondente a um periodo da
funcdo é, precisamente, [—%, %] — pois tem comprimento 1.

Desta forma, a esta fungdo (como vimos, peridédica com L = %) estd associada a série de
Fourier

SFf(zx) = % + Z (ancos (2nmz) + bysen (2n7r:c))
n=1

Devido a periodicidade de f, os integrais abaixo tém o mesmo valor ao longo de qualquer
intervalo de comprimento 1:

: : 1
aozl/lz/_éf(ac)dx:2/0 f(x)da::2/0 xdr =1

Identicamente, para n € N,

an 1/2/ f(x) cos (2nmz) x—2/ f(x) cos (2nmz) dz

1
1 1 1
by = —= /2 f(z)sen 2nmz) dx = 2/ f(z)sen (2nmz) dx
1/2 -1 0
Calculando estes coeficientes, tem-se

1
anp = 2/ xcos (2nmx) dx
0

1 1 1
’ — 5~ [ sen (2mnz) d:):) =0

x
- 2(— 2
5 sen (2mnx) 0" 2nr o

nm

1
b, = 2/ xsen (2nmx) dx
0

1

1
= 2(—%COS(27TTL.%')‘ —1—% . cos(27rnx)dac>

1 1
= ——cos(2mn) = ——
nm nm
Temos ent3o que, para x € [0, 1]
SFf(x _ 1 EOO ! (2nmz).
= —sen (
=3 nmww

nm
n=1

Dado que f(z) é continua em [0, 1], podemos concluir que

se x€]0,1]

se x=0ouz=1

8

SFf(z) = {

N[ =



(b) A série de senos de f é a série de Fourier da extensdo impar de f ao intervalo [—1,1].
Diferentemente da alinea (a), trata-se da série de Fourier de uma fun¢do com periodo 2 (ou
seja, com L =1).

A série de senos associada a f é, pois

Ssenf(x) = ibnsen (nmx)
m=Il!

em que
_1)n+1

1 1
by, = 2/0 f(x)sen (nmx) de = 2/0 xsen (nmx) dr = 2(

nm

(c) A série de cosenos de f é a série de Fourier da extensdo par de f ao intervalo [—1,1]. Tal
como na alinea (b) (e, também, diferentemente da alinea (a)) trata-se da série de Fourier de
uma fungdo com periodo 2 (ou seja, com L = 1).

A série de cosenos associada a f é

aq =
= + z_:lancos (nmx)
onde
1 1
a0:2/ f(:n)d:n:2/ xdr =1
0 0
e paran € N
1 1 9
an, = 2/0 f(z)cos (nmz) de = 2/0 xcos (nmx) do = W((—l)" - 1)

. Determinar a série de senos de cada uma das seguintes funcoes no intervalo
especificado. Indique a sua soma no conjunto indicado.

0 se 0<z<a

a xr) = ara z € |0, 2a|.
@I =3 L, prarel0

x se 0<x<1/2

b) g(x) = ara xz € |0, 1].
(b) () l—z se 1/2<2x<1 P 0,1

Resolucao:



(a) A série de senos de f em [0, 2a] é dada por

il Zb sen (%)

em que, paran € N

b, = 2 2af( ) sen (w)dx = 1/2aasen <@>dx

2a /o 2a a 2a
2 - 2
a nwL a nmw
= _— E— = _ _— —1 n)
nm o3 < 2a ) nmw (COS 2 (=1)
a

Tem-se entdo que

i i Q—Z (cos — — (—1)”) sen (%)

A série de senos de f é a série de Fourier da extensdo impar de f ao intervalo [—2a, 2a], ou

seja, da funcao
—a se —2a<x<-—a
f@x)=< 0 se —a<z<a
a se a<z<2a.

Atendendo aos pontos de continuidade (e descontinuidade) de f

((—a se —2a<zxz<—a
-5 se x=-—a

se —a<z<a
SFf(z) =

se Tr=a

se a<z<a

se x = =2a

Finalmente, para z € [0, 2a],

0 se 0<zx<a
N 2 s x=a
S. z) = SFf(zx) = 2
sen /() /(@) a se a<x<2a
0 se x=2a

(b) A série de senos de g em [0, 1] é dada por

Ssen g(T g bpsen (nmx)



em que, paran € N

by = 2 /O ' g(@)sen (nz)d = 2 /O

Primitivando por partes, tem-se que

1 1
* sen (nmx)dx + 2[ (1 — z)sen (nmzx)dx

2

1
2 1
/sten (nrz)dx = —icos(mrx) 4+ — cos (nmx)dx
0

1
(1 —z)sen (nwz)dx = — cos (nmx)

- — cos (nmx)dx

w\»—‘\
Y
S
3
)

Entao

e a série pedida é

4 nmw
Ssen g(z) = Z 33 sen - sen (nmx)
n=1
A série de senos de g no intervalo [0, 1] é a série de Fourier da extensdo impar de g ao intervalo
[—1,1], isto é, a série de Fourier de

—1—x se —1§x<—%
gx)=1% =z se —%Sxﬁ%
1—=z se %<w§1

Atendendo a que esta fungdo é continua e que g(—1) = g(1), tem-se em particular que

Ssen 9(x) = g(x), Yz € [0,1]
Consideramos agora a extensdo periédica, g, de g a R. A func¢3o § é continua em R pois, como
vimos, § é continua e §(—1) = g(1). Além disso, § é seccionalmente C'. Pelo teorema da

convergéncia pontual das séries de Fourier:

Ssen9(z) = g(z), Vo € R.

10



7. Determinar a série de cossenos de cada uma das seguintes funcdes no in-

tervalo especificado. Indique as respectivas somas nos intervalos indicados.
0 se 0<xr<1

(a) f(x) = s 1ew<2 para z € [0,2].

(b) g(x) = ! s 0sz<l/2 para z € [0, 1].
l—z se 1/2<x<1

Resolucao:

(a) A série de cossenos de f : [0,2] — R é dada por

Secos f(x) = % + iancos (%)
n=1

ay = /:f(:n)dx:/jdle

2 2
an, = /f(m)cosmda: = /cosmdm
0 2 1 2
2

em que

e, para todo o n € N,

2

nmwx 2 nmw
= —sen—— = ——sen—
nmw 2 . nmw 2
Tem-se entdo que
Seos £(2) 1 = 2 nmw nwx
r) = = — — sen — Ccos ——
o8 2 nm 2 2

A série de cossenos de f no intervalo [0, 2] é a série de Fourier da extens3o par de f ao intervalo
[—2,2], isto é, a série de Fourier de
1 se 2<z<-1
fiplas) = 0 se —1<zx<1
1 se 1<x<2

Atendendo aos pontos de continuidade (e descontinuidade) de f,, e tendo em conta que
fp(=2) = fp(2) (e isto acontece sempre com qualquer extensdo par) entdo:

se 2<z<-1
se —1l<zx<l1

se 1<ax<2
se x==l1

SFEfy(xz) =

o= = O =

11



Finalmente, para z € [0, 2],

0 se 0<zx<1
Scos f(z) = SFfp(z) = 1 se 1<x<2
t se z=

(b) A série de cossenos de g : [0,1] — R é dada por

Scos9(x) = % + Zancos (nma)

n=1

1 i 1 1
a0:2/ g(:ﬂ)d:r:zZ/ xdw+2/ (1—2)dx = =
0 0 3 2

2

em que

e, para n € N,

1

1 1
anp = 2/ g(z)cos (nmx)dr = 2/2xcos (nmx)dx + 2 | (1 — z)cos(nmx)dx
0 0

o

Primitivando por partes, tem-se que

% T % 1 2
xcos(nmx)de = —sen(nmz)|” — — sen (nmx)dx
0 nm 0 nm Jo
= ! sen nr + ! (cos nr 1)
~ 2nm 2 n?m? 2
e
1 1—z 1 1
/ (1 —z)cos (nrx)dxr = sen (nmzx)|  + sen (nmzx)dz
1 W 3 1/2
! sen ! (cos cos mr)
= @ = _— = = nmw — —
2nm 2 R 2

Tem-se entdo que
2 nm
In = —55 <2 cos - — 1-— (—1)">

e a série de cossenos de g é

Scos g(

(2 cos ?ﬂ -1- (—1)") cos (nmx).

e

[e.e]
A série de cossenos de g no intervalo [
[—2,2], isto é, a série de Fourier de

Ed se |z| < %
gp(x) =

1—|z| se 3<|z|<1

2] é a série de Fourier da extens3o par de g ao intervalo

Atendendo a que esta fungdo é continua e que g,(—1) = g,(1), tem-se que

Scos f(z) = f(z) Vz € [0,1].
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