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1. Sendo F o campo vectorial em R> definido por
Fix,y,z)=(z, 1—x, y°),
verifique que é um campo rotacional em R>, e calcule um potencial vectorial associado.

Resolucao:

Dado que,F é de classe C' em R? e para todo (x,y,z) € R’ se tem divF = 0 o campo F é
rotacional em R3, isto é, existe G : R® - R> tal que F = rot G. Para calcular um potencial
vectorial G, vamos considerar G = (P, Q, R) e come¢amos por escolher R = 0. Tem-se entao
que
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Usando a primeira igualdae
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Por outro lado, usando a sequnda igualdae
oP
i 1—x & Pxyz)=01—-x)z+ Gl(x,y)
Finalmente, usando a terceira igualdae e escolhendo Ci(x, y) = 0 tem-se que
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Entdo, escolhendo C(x) = 0, tem-se que um potencial vectorial associado a F é (por exemplo)

B gy 2
G(x,y,2) = ((1 —X)z — EXE )

Deixo ao critério do aluno confirmar que, efectivamente se tem
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2. Considere o campo vectorial definido em R® por

(a)

(b)

F(x,y, z)= (g, —X, yx3) .
Use o Teorema de Stokes para calcular o fluxo do rotacional de F através da superficie
S={xy,2): X*+y’+22=4, z>0}

. ~ —> . oy
na direcdo da normal v com terceira componente positiva.
Resolucao:

Visto

e S é uma superficie orientavel, elementar;
e F é um campo de classe C' em R?

podemos aplicar o Teorema de Stokes para concluir que
Flixo(rot F, S, V) = // rotF-vVdS=@ F-dy
s s

O bordo de S é uma curva de Jordan, caracterizado por
0S={(x,y,2): X*+y°+22=4,z=0}={(x,y,2) : X¥*+y*=4, z=0}

percorrida em sentido directo quando vista do poto (0,0, 100) (de forma a que a orientagdo
seja compativel com a normal considerada). Tem-se entdo que uma para metrizagdo de dS
é

y(0) = (2cos 6, 2sen B, 0) , 6 €)0,2x]

Assim
21
Flixo(rot F, S, V) = / (2sen 8, —2cos O, 16 sen O cos® 6)-(—2sen B, 2cosH, 0)dO = —8x
0

Calcule o fluxo do rotacional do campo F através da superficie S parametrizada por
g(p,0) =(pcosB, psenf, p(p—2)) , 0<p<2,0<60<2n
na direcdo da normal induzida por g.
Sugestao: Comece por determinar o bordo de S;.
Resolucao:
Uma parametrizacao do bordo de Sy, 051, pode ser dada pela imagem por g da fronteira
do dominio de g. Sendo que o dominio de g é
D={(p.0) eR*:0<0<2n AO< p<2}
entao
v1(6) = g(2,6) = (2cos 6,2sen 6, 0), 6 €10, 2n].

Ou seja, 35 coincide com 0S da alinea anterior. Como tal, por aplicacdo do Teorema de
Stokes

Flixo(rot F, Sy, V1) = // rotF-V1dS=¢ F-dy= i;ﬂ F.y=+8n
Sy 05 )
onde o sinal é escolhido de acordo com a oruentacdo de y;. Dado que a normal considerada
é a normal induzida pela parametrizacdo, tem-se que

€1 (S €3
cos@ sen® 2p—2| = (—p(2p—2)cosH,—p(2p—2)senb,p)
—psenB pcosB 0

99 . 99
dp 00

Sendo a terceira componente positiva, a orientacao de dS; é a mesma de 95, e assim

// rotF-vdS = —8.
S



3. Considere a fungao f : [—m, 1] — R definida por:

2 se —am<x<0
f(x) 0 se 0<x<m

(a) Calcule a série Fourier de f(x).
Resolucao:
Sendo L = 7, a série de Fourier de f tem a forma:

SFf(x) = % + i (a,, cos(nx) + b, sen(nx)).

n=1

Tendo em conta que f é nula no intervalo [0, 7], os coeficientes sdo dados por:

1 (" 1 /0
ag = —/ f(x)dx = —/ 2dx = 2,
b/ - T,

b 0
a, = l/ f(x) cos(nx) dx = 1;/ 2 cos(nx)dx =0,

T .
by = = [ 4 ax = L[ dx = 2( 1 )
no= - (x)sen(nx)dx = </ sen(nx)dx = - ncos(nx)

2 2
= ——(1- = —((-1)"=1).
nﬂ( cos nx) nj'r(( ) )
Resulta entao que
SF f(x ii — —1)sen(nx).
niw

(b) Indique, justificando. quais os pontos do intervalo [, 7| para os quais
SFi(x) # f(x)

Resolugao:
Pelo teorema da convergéncia pontual das séries de Fourier:

2 se x€l]-x0
SFf(x) = 40 se xel0,7

1 se x=—aVx=0Vx=nm.
pelo que no intervalo [—, 7]
SFix) #f(x) & xe{-xn0, n}
4. Considere o problema de valores na fronteira

ou 0d*u u
EZW-FE para todo x €)0,2x[, t>0

u(t,0)=0, u(t,2nr) =M paratodo t>0

sendo J uma constante real.

0

X=—T



(@) Para M = 0, use o método de separacdo de varidveis para determinar a solu¢do do problema
(1) que verifica a condigdo inicial

3
u(0, x) = sen ?X — 4 sen(2x)

para x € [0, 2]

Resolucao:

Observamos que a equacao diferencial parcial dada, assim como as condigdes de fronteira
para M = 0, sao homogéneas. E vélido, por isso, o principio da sobreposicdo, ou seja,
funcgdes obtidas por combinagées lineares arbitrarias de solugées da equacdo e das condigoes
de fronteira ainda as satisfazem.

Vamos por isso usar o método de separacao de varidveis, construindo solugdes gerais por
combinacdo linear (eventualmente infinita) de solu¢cdes mais simples, da forma u(t, x) =
T(t)X(x), para 0 < x < e t > 0. Substituindo na equagao diferencial parcial obtemos

T 1 X"(x)
T(t) 16 X(x)

T'(t)X(x) = T(t)X"(x) + 11—6T(t)X(x)

Esta igualdade sé é possivel se as fung¢des dos dois lados da igualdade, que dependem
de varidveis diferentes x e t, forem ambas iguais a uma constante, digamos A. Portanto é
equivalente ao sistema seguinte, onde A é um nimero real qualquer

X”(x) — AX(x) = 0.

T(t) = (2+ 11—6) T(t).

As condigdes de fronteira homogéneas u(t,0) = u(t,21) = 0 para as solucoes da forma
T(t)X(x) ndo nulas dizem que
X(0)=0

T(H)X(0) = T(HX2n) =0 & {X(Zn) ,

Temos entao que as funcdes X(x) e T(t) sdo, respectivamente, solugoes de

(P1) { ;52?5}3 _o e (P2T(y= ()\+11—6)T(t)

(P1) é um problema de valores prdprios para X” — A X = 0 com condi¢des de fronteira de
2
n

Dirichlet X(0) = X(27r) = 0, pelo que, para cada n, os valores prdprios sao Y associados

. 3 nx
as solucdes sen >

Por outro lado resolvendo (P2) para os casos em que A é valor préprio de (P1),

T n’> 1 n’> 1 2
—=—t— & (InNT)=—+— & T=e7tu)
T~ 276 In7)==7*1 ¢
Finalmente,para cada valor de n
uy(t,x) = o=+ 1) sen %

é solucdo da equacaodiferencial e verifica as condi¢des de fronteira, pelo que a solugdo
geral do problema é

> (_ﬁ_,,_i) nx
u(t, x) = che T sen —-
n=1



Para calcular as constantes (c,), nN, usamos a condig¢ao inicial:
3x
u(0, x) = sen 5~ 4 sen(2x)

Assim

3 o
sen ?X — 4 sen(2x) = ; cnsen %

para todo x € [0.71]. Pelo que os coeficientes ¢, sdo:
=1, cq = —4. ¢, = 0sen € N\ {3, 4}.

Desta forma, a solucdo é
_z X _e3
u(t,x) = e”“'sen 5 - 4e ' sen 2x.

(b) (2 val.) No caso em que M = —1, determine uma solugdo estacionaria do problema (1).

Resolucao:

Uma solugao estaciondria do problema (1) é uma funcdo da forma u(t, x) = v(x). Assim

d 02

8_‘; =0e 0_‘; = v”(x). Como M = —1, v é solucdo do problema de valores de fronteira:
X

” 1 _
1% +EV—0

v(0) =0, v(27) = —1

1
O polinémio caracteristico da equacao diferencial é P(r) = r* + 16’ pelo que

v(x) :Acos% + Bsen%

Como v(0) = 0, A = 0. Por outro lado V(27) = —1, pelo que Bseng = —1, ou seja,
B = —1. Assim, uma solugao estacionaria do problema (1) é

X
v(x) = —sen 2



