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3 x3
1. Considere o campo vectorial F(x, y,z) = ( senx — y? cosy + ? xyz).

(a) (1 val.) Calcule o rotacional de F.

Resolucao:

Como F é de classe C' em R®, entdo rot F esta bem definido em R® e

€1 ) €3
2 2 2
rot F(x,y,z) = o 9y Py

v x®
senx — % cosy+% xyz

= (xz, -yz, x*+ yz)

(b) (4 val) Use (obrigatoriamente) o teorema de Stokes para calcular

/F~dy
Y

onde y é a curva x* + y* = 4 no plano z = 0, percorrida em sentido negativo quando observada
do ponto (0, 0, 10).
Resolucgao

(a) Uma superficie Sy, cujo bordo é a circunferéncia dada pode ser
So = {(x,y,z)e]R3 tz=0ex’+y° <4}.

Note que qualquer superficie cujo bordo é y serve. Escolhemos a mais simples possivel: a que
esta contida no plano coordenado z = 0. A sua parametrizacao pode ser:

g(x,y) = (x,,0), definidaem T ={(x,y)eR*:x*+y’<4}.

A normal unitaria induzida por g & g—f x 3—5 =(1,0,0)x(0,1,0) = (0,0, 1), a qual corresponde o

sentido positivo da circunferéncia; como o caminho pedido tem o sentido oposto, escolhemos
(0,0,—1) (se tem duvidas, faca uma figura).



Finalmente, temos que F é de classe C' em R® e S é uma superficie regular. O teorema de Stokes
garante-nos que o trabalho pedido é dado por:

/F-dyz/ F-dyz//rotF-vdS
Y 850 SO

Usando a alinea (a), resulta entao que:

/F dy = //rotF g(x, y) (—a—gxa—i>dxdy

= //rotF(x, ¥,0)-(0,0,—1) dxdy
T

= //T(O,O,x2 + y2> -(0,0,—1)dxdy = /[—(xz + yz) dxdy

Usando coordenadas polares x = r cos 6, y = r sen 0, entao com
T={(0:0<r<2e0<0<2r},

o integral anterior fica:

2 2
/F-dyzj[—rzrdrdﬁ :/ (/ —r dr / do - /rdr
Y T 0 0

=21 - —
4

(c) (2 val) Determine, justificando

//rotF-vdS,
S

onde S = {(x, y,2) ER? 1 z—2=—x2+y2 z> 0} orientada pela normal unitaria com
terceira componente negativa.

Resolucao

Comecamos por notar que a superficie € o cone z = 2 — \/x% + y2, com z > 0, cujo bordo esta
na interseccao de z = 0 com z — 2 = —/x% + 2, ou seja:

Ty =2 o ¥iy=4  (em z=0)

Trata-se do caminho, y da alinea (b); note-se que o sentido de y é compativel com a orientagao
de S (deve fazer uma figura). Pelo teorema de Stokes (aplicado a S) e alinea (b):

//rOtF'VdS:/F-dy:/F.dy:_
S aS Y



2. (7 val.) Resolva o problema de valor inicial e de fronteira

ou o’u

— =4— se 0<x<Z t>0
ot 9x? 2
u(t,0) = u(t,%) =0 se 1 >0

u(0, x) = 4sen(2x) — 2 sen(4x) se 0<x<7%

Resolucao:

Comecamos por resolver o problema de valores de fronteira
u = 4du,, e u(t,x)zu(t,%) come]O,g[,t>O,

(um problema de Dirichlet homogéneo) pelo método de separagao de variaveis; para tal, vamos
procurar solucoes nao nulas da forma u(t,x) = T(¢£)X(x). Substituindo na equacao diferencial,
obtemos
T/ X//
T'(1)X(x) = 4T(H)) X" j — ==,
(OXC)=4TOX"()  ouseja ==y
valida para qualquer x € ]0, 5 [ et > 0. Como o primeiro membro da igualdade depende apenas de ¢,
enquanto o segundo membro depende apenas de x, para que a ultima igualdade se verifique para
todot >0ex € ]0, 5 [, ambos os membros da mesma tém que ser constantes. Assim sendo, para
certos valores de A € R: - o
— =1 e —=A
4T X
Por outro lado, analisando as condicoes de fronteira
wt,0)=0 = T(H)X(0)=0 = T({)=0o0uX(0)=0
dado que T(t) nao deve ser a fung¢ao nula.
u(t,0)=0 = X(0)=0

Do mesmo modo
w(e3)=0 = X(z)=0

Temos assim dois problemas para resolver:

{X”—AX:O se xE]O,g[ ©
1
X(0)=X(3)=0
e
T’ = 41T se t> 0. 2)

O problema (1) € um problema de valores proprios para a equacao X” — AX = 0 com condicoes de
fronteira de Dirichlet X(0) = X() = 0. Assim, os valores proprios sao —4n’ (para todo o n € N),
associados as solucgoes X, (x) = sen(2nx).

Podemos agora resolver (2), apenas para os valores de A encontrados anteriormente, pois para outros
valores de A a solucao de (1) € a solucao nula, que nao nos interessa. Assim, para cadan € N, e a
menos de combinacao linear

T/(t) = —8n°T = T,(t) = e *""
Entao, para cada n € N, a fungao

u,(t, x) = T,() X, (x) = e ¥ sen(2nx)



Consequentemente qualquer combinacao linear também o sera, ou seja
(o]
P
u(t,x) = Z Ane " sen(2nx)
n=1
Para calcular as constantes A, com n = 1, 2, ... utilizamos a condicao inicial:

Z A, sen(2nx) = A; sen(2x) + A, sen(4x) + Az sen(6x) + -
n=1

= u(0,x) = 4sen(2x) — 2 sen(4x)

Assim
A1:4, A2:—2 e An:O VUEN\{I,Z}

Finalmente, a solu¢ao do problema de valores iniciais e de fronteira é

u(t, x) = 4 sen(2x) — 2e % sen(4x).

3. Considere a fungao f : [—x, 7] — R dada por f(x) = |x|.

(a) (4 val.) Determine a série de Fourier de f(x) e estude-a quanto a convergéncia pontual em
[, m].
Resolucao:

(a) Como f € uma fungao par, a série de Fourier é uma série de cossenos:

SFf(x) = % + Z a, cos(nx),
n=1

onde -
2 d 2 d 2 x
aoz—/ |x|dx:—/ xdx=— —| =m.
T Jo T Jo T 2|
e, para cadan € IN,
2 d 2 d
a, = —/ |x| cos(nx) dx = —/ x cos(nx) dx
T Jo T Jo
Z 1 1
== <M_/ —sen(nx)dx)
/s o Jo nm
2 1 i 2 2
= —-—cos(nx)] = —(cos(nr)—-1) = —((-1)" -1
2 L cosme] = 2 (eostum) 1) = (1)
Logo, a série de Fourier de f é
T 2w (-1)"—-1
SFf(x)= -+ — ) ————cos(nx
F= G4 B eostn)
Para determinar a soma da série, notamos que f € continua no seu dominio e f(—x) =|— x| =
7 = f(x). Além disso, f é seccionalmente C'. Pelo teorema da convergéncia pontual das séries

de Fourier:
SFf(x) = |x| Vx € [—m, ).



(b) (2 val.) Utilizando o resultado anterior, calcule a soma da série:
i 1
— (2k —1)?

Resolucao:

Pelo resultado anterior aplicado ao ponto x = 0, SF f(0) = 0, ou seja:
T 2w (-D"-1
—+2Y 2 - =
2 Z n?
n=1
Tendo em conta que

(—1) — 1 —ﬁ se n=2k—1 (comk €N)

n? 0 se n=2k (comk € IN).

resulta que

Concluimos pois que



