Calculo Diferencial e Integral Il
12 Semestre 2026/27
Cursos: LEIC-A, LEMec, LENO

TESTE 1 (VERSAO A)

20 DE OUTUBRO DE 2026, 1gH30M

Apresente todos os calculos e justificagoes relevantes.
Duragao: 1h.

1. Resolve os dois problemas de valor inicial indicando os respectivos intervalos maximos de
existéncia de solugao:

(@) (1val) y'=te™¥, y(0)=0;

(b) (1 val) x" + Z_tx =t x(1)=2, t>0
Resolucao:

(a) A equacao é equivalente a
dy
y_Z —
©dt
que é uma equacgdo separavel. Assim sendo, a sua solucao geral (na forma implicita) é dada por

/eydy:/th—c, com ¢ € R,

t? +c
2
Calculando ¢ de forma a que y(0) = 0, obtém-se ¢ = 2 e como tal

tr

ou seja:

e¥ =

2
y(t) = log >

Dado que 1+ t* > 0 para todo t € R conclui-se que a solugdo do PVI obtida esta definida e é
de classe C' em R e desta forma, /,., = R.

(b) Trata-se de uma equacao linear, cujo factor integrante pode ser:

u(t) = ol Tdt _ g2logt _ 42



Multiplicando ambos os membros da equacao por p(t), obtém-se
x4+ 2tx =
ou seja

d
p (t°x) = .

Calculando as primitivas obtém-se (para t #+ 0):

tzx(t)—t—4+c & x(t)—t—2+£ onde ce R
4 422 ‘
1 7 ~ 4
Tendo em conta que 2 = x(1) = 7 + ¢, temos que ¢ = 7 pelo que a solugao do PVI é
(0 t? N 7
X e — —
4 442

Dado que a funcéo x(t) é de classe C' em R\ {0} e to = 1 > 0 conclui-se que /. = 0, +-oq.

2. (1 val.) Calcule //de, onde
s

S={(xy 2 eR:x+y+z=1,x>0y>0 z>0}

Resolucao:

A superficie S é o gréfico da fungao f(x,y) =1 — x — y definida no aberto

U={(xy) ER*:0<x,0<y x+y<1}
AN AR
e (5 (5) =
//dez//xﬁdxdy
s U

1 1—x
:// X\/§dde
o Jo
V3

Portanto

T.

3. (2val) Sejam S ={(x,y,2) € R3: H(X y,z)” =2ez>0}e

2 3

Fix,y,z) = (xz , Xy — 23, zyz).

Calcule o fluxo de F através S sequndo o vetor normal n(x, y, z) = (x, y, ).

Resolugao:



S é a superficie um hemisfério e atendendo a que

I N o S CU - S S S S S
dLvF_aX(Xz)—l—ay(xg z)+az(zg)_z +x +y =p

sendo p uma das coordenadas esféricas. Sendo assim vamos usar o Teorema da divergéncia para
calcular o fluxo pedido. Dado que S ndo é uma superficie fechada vamos "fechar”a superficie
de modo a poder aplicar o teorema da divergéncia. Assim, considere-se

T=SUT onde T={(xy,2): x*+y*<4ez=0}
orientado com a normal

vix, . 2) = (x,y,2)[2 se (x,y,z) €S
P27 70,0,—1) se (x,y.2)eT

verificando se facilmente que se trata da normal exterior a £. Entdo. atendendo a que F é de

classe C' em R?
Fluxo(F, X, v) = //F- vdS = /// divF dxdydz
£ v

onde V é o sélido limitado por ¥ ou seja
V = {(x,y,z) eR3: H(x,g,z)” <2ez> O}.
Em coordenadas esféricas
x=pcosBOsenp , y=psenfsenp , z=pcose
com

z
2

Fluxo(F,Z,v):/2(/Zﬂ(/ﬂlzp“sen(pd(p)dQ)dp:64%
0 0 0

Fluxo(F, X, v) = Fluxo(F, S, v) + Fluxo(F, T, (0,0, —1))

O<p<?2 , 0<O0<2r , O<op<

Entao

Por outro lado

Pelo que o fluxo pedido

4
Fluxo(F, S, v) = 6% — Fluxo(F, T,(0,0,—1))

Sendo
gix,y)=(x,y,0) , X +y’<4

uma parametrizacao para T, tem-se que
Fluxo(F, 7,(0,0,—1)) = // (O,ng, 0) -(0,0,-1)dxdy =0
x2+y?<4

e finalmente

64
Fluxo(F, S, v) = ?’T

4. Considere a superficie S = {(x,y,2) € R:x*+y’<lez=2+ y}.



(@) (1 val.) Indique um vetor normal unitario S, v.

(b) (1 val.) Escreva uma parametrizacado de 9S = {(X, yz) ER X’ +y’=1ez=2+ g}
com o sentido compativel com v.

(c) (1 val) Sendo F(x,y,z) = (x°z, x,2°), calcule rotF.

(d) (1 val.) Calculeyg F-dr.

as
Resolucao:

(@) A superficie pertence ao plano z = 2+y, e portanto um normal unitério é v = (0, —1, 1)/\/5.
O vetor —v também é um vetor normal unitario.

(b) O bordo dS de S é o grafico da circunferéncia x* + y> = 1 no plano pela fungéo
f(x,y) = 2+ y. Portanto dS tem uma parametrizacdo y(t) = (cost,sent,2 + sent)
com t € [0, 2n]. Esta parametrizagdo é compativel com v. A parametrizagcao dada por
o(t) = (cost,—sent,2 —sent) é compativel com o vetor —v.

(c) Tem-se
e1 e, €3
—_ | 9 0 2| 2
rotF = ax @ FP —(0,X,1)
XZZ X 2

(d) Usando a orientacdo determinada por v e o teorema de Stokes tem-se

§1§ F-drz//rotF-vdS
as S

1 / )
=— [ 1—x°dS
V2 /s
_ 1 2
gl

Usando coordenadas polares, obtém-se

1 21
/ / (1 — r*cos® O)rdOdr
o Jo
3
=7
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5. (1 val.) Seja S a superficie definida por y = f(x, z), com (x,z) € K e f de classe C' definida
num aberto limitado contendo K. Considerando que n é a normal unitaria a S com sequnda
componente positiva e F = (P, Q, R) é um campo vetorial continuo em S, mostre que:

//F ndS = // +0- Raf]dxdz

Deve completar o sequndo membro da férmula, escrevendo os argumentos das fung¢oes P, Q e
R.

Resolucao:

Uma parametrizagao para S é

g(x, z) = (x, f(x, 2),2) , (x,z) e K

//F ndS = //F(x f(x, z),z) - N(x, z) dxdz

em que n é uma normal unitdrio a S, e que N pode ser calculada por

Tem-se entdo que

of ar | © of  of
e

— 4 % — of —
N “ox 0z ox ox' 0z

I+
o -

of
5 |

Dado que a normal considerada tem segunda componente positiva

pelo que

//SF~ndS = // (P(x, f(x,z), z), O(x, f(x, 2), z), R(x, f(x,z),z))-( g)i +1, —g—f) dxdz

= // + 0 — Rgf]dxdz.

como pedido, onde P, Q e R sao calculados em (x, f(x, 2), z).



