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1. Sendo o um numero real arbitrério, considere o problema de valor inicial
y—=2xy=x , y(0)=«a
(@) Determine a solucdo geral da equagdo.
Resolucao:
Trata-se de uma equacado linear j& na forma simplificada. O factor integrante é
U(X) — ef(72x)dx — efxz

e assim
52

y —2xy=x & (e_"zy) = xe

Tendo-se entdo que a solucao geral da equacao é
1 1
y(x) = eX (—ze_x2 + C) = ) + ce”

com ¢ € R.

(b) Calcule a solugao do (PVI).
Resolucao:
Usando a resposta da alinea anterior

1
y0)=a <« —§+C:a

1
pelo que C = o + 5ea solucdo do (PVI) é

(x) = 1+ +1 2
ylx) = —5 ats|e

(c) Qual o valor de « para o qual a solucao do (PVI) é limitada em em R*?
Resolucao:

Y RN . .
Atendendo a que a funcdo e* ¢ ilimitada em R*, o seu coeficiente terd que ser nulo para

1
que a solucao do (PVI) seja limitada nesse conjunto. Assim a = —5



2. Considere a equagao diferencial
dy
dxy — 2> + (2x* —6y)—= =0
xy —2e™ + (2x y) I
(a) Verifique que se trata de uma equacgao exacta.

Resolugao:

Definindo
M(x, y) = 4xy — 2e* : N(x, y) = 2x*> — 6y

verifica-se que
e sao ambas de classe C' em R?;

oN
. i 4x = 5, para todo (x, y) € R?.

Conclui-se que (M, N) é um campo gradiente em R? e assim a equacéo é exacta.

(b) Calcule a solucdo geral da equagao (pode apresentar o resultado na forma implicita).

Resolucao:
Entao, existe ¢ : R — R tal que V ¢ = (M, N). Entéo
g—f =dxy — 2 &  P(x,y) = 2x°y — e + c(y)
e assim
5} 5}
a—j =N & 3y (2x2y — ™ + cly)) = 2x* -6y o ((y)=—b6y
Tem-se entdo que c(y) = —3y* + ¢ e assim

b(x,y) = 2x°y —e* —3y*+c, ceR
Finalmente, por ser uma equacao exacta

d /
4xy—292x—|—(2x2—6y)d—z:0 = (2x2g—eZX—3g2+c):0

Primitivando em x, obtemos a forma implicita da solicdo geral da equacgao

2%y — e* — 3y’ + =k , keR



3. Considere a matriz

(a)

(b)

Determine e

Resolugao:

Para calcular e, comecemos por resolver a equacéo vectorial Y’ = AY para Y = (x,y) € R°.

Assim ,
Y =AY o { T
Yy =—-2x+y
Substituindo y por —x’ na segunda equagao

—X'"=-2x—x & (DP-D-2x=0 & (D+1)D-2)x=0

pelo que uma base para o espaco de solucbes da equacdo é (por exemplo) B = {e™", %'}
e assim
x(t)=ae '+ be* , a,beER

e entao
y(t) = —x' = ae™' — 2be*!

Tem-se entdo que a solucdo da equacao é
x() ] [ ae”"+be? T et e a
y(t) | ~ | aett=2be? | T | et —2e* b
eft ezt
5(t) = [ et _Da2t ]
é uma (MSF) associada a equagdo, e atendendo a que S(0) # /d, teremos entao que
_t 2t -1 —t 2t —t 2t
At | o€ e 1 1 _ Tl 2e7"+e” e'—e
er=3(05"10) = [ et —2¢ ] [ 1 =2 ] B 3[ 27 —2 el 4 2e”
Sendo Y(t) a solugao do (PVI)
Y =AY , Y(0)=(1,1)

A matriz

calcule
lim Y(t)

t—+o00
Resolucao:
Note-se que a (MSF) calculada na alinea, tem a forma

so=[ 3] ] 5]

tendo-se entdo que o vector (1,1) é um vector préprio associado ao valor préoprio —1. Assim
sendo, se (x(0), y(0)) = (1,1) sabemos que, a solugao do (PVI) pertencerd ao espago gerado
por esse vector, isto é verificard o sequinte

eA’[1 ]e<)1,1)> vt € R

: L c|l + |0
tm Yo =t | ¢ o= 0]

Obs. Atendendo a que a solugao do (PVI) é dada por

Y(t) = eAf[ ] ]

podera também fazer os calculos e calcular directamente o limite.

e assim



4. Para cada alinea escolha a opgdo correcta

(a)

(b)

Uma solugdo particular da equagao

y/// + 4y/ — 0
é
A. 1+ 2 cos(2x) B. 2cos(2x) + x C. sen(x) D. 2x + cos x
Resolucao:

y"+4y'=0 o (D°-Djy=0 < DMD—-1)(D+1)y=0

Assim as aolugdes da equagdo sao geradas pelas fungdes (por exemplo) 1, e* e e™™. Assim
a resposta correcta é 1 + 2 cos(2x)

A equacao diferencial de menor ordem possivel da qual a fungao xe™ é solugdo, é .

A y'+4y=0 B. y"—2¢'+y=0 C y'+2y=0 D. y"+2y'+y=0
Resolucao:

Sendo xe™™ solucdo dessa equacdo, entao e * tambésm sera. Pelo que o polindmio

diferencial associado de menor ordem possivel, tem raiz —1 de multiplicidade 2. Pelo que
serd

Pa(D) = (D +1)?

e a resposta correcta é
D+1)°y=0 & y ' +2y/+y=0

O intervalo maximo de existéncia da solugao do (PVI)

4x

== 0) = —4

y y y(0)
é
A. [=2,2] B.1—22 C. 10,2 D. |- V2,V2
Resolucao:

Comecemos por resolver a equagao. Trata-se de uma equacdo separavel, e assim

4
y'=——X & /gdy:—/4tdt+c & y'=-4r+c
y
com ¢ € R. Para que y(0) = —4 < 0, conclui-se que ¢ = 4 e a solugdo do (PVI) é
y(t) = —va—t

Finalmente, o intervalo maximo de solugdo é o maior intervalo onde y(t) e y'(t) sao
continuas. Assim a resposta correcta é

Imax =] — 2, 2]



