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1. Considere o campo vectorial
Fx,yz) = (X +y° y*+2°, 22 +x%) .

(a) (2 val.) Calcule rot F.

Resolucao:
— — —
&1 (59) es
F g g 9 2 2 2
rotr = 0x dy 0z = (=22, —2x, =2y
Xyt gy +22 X

(b) (3 val.) Calcule a divergéncia do campo vectorial

G(x,y,z) = F(x,y,z) + rotF(x,y,2)

Resolucao:

divG(x,y,z) = divF(x,y,z) + div(rotF)(x,y,z) =2x + 2y + 2z

=0

2. Considere a superficie

S={(xy,2) : z=1—x ,x*+y* <1}

(@) (1 val.) Escreva uma parametrizacdo para S.
Resolugao:

Dado que a superficie é a por¢do do plano z = 1 — x que se encontra no interior do cilindro
2 2 _
X +y =1,
gx.y) =y 1=x) ., D={(xy), x*+y* <1}



(b) (2 val.) Calcule um vector unitario normal a superficie num ponto arbitrario da mesma.
Resolucao:
Um vector normal a S num ponto (a, b, c) € S é dado por

e e e
a_gxa_g: 1 0 —1]=(1,01)
ox Jdy 0 1 0

Tem-se entdo que um vector normal unitario a um ponto aarbitrario de S é

N 1
=—(1,0,1
V=700

(c) (2 val.) Calcule a &rea de S
Resolucao:
Usando as alineas anteriores

Area(S)://SdS://D

3. Seja F o campo vectorial dado por

G_gxa_g dxdy://\/zdxdg:\/zArea(D):\/z”
ox dy D

F(x,y,z) = 3xy + sen(y® + z%), xz, 3yz + cos(x* + y?))

(@) (2 val.) Use o teorema da divergéncia para calcular o fluxo de F através da superficie que
é a fronteira do sélido
V={(xyz) :xX*+22<y<2}

na direcdo da normal exterior a V.
Resolucao:
Comecemos por verificar as hipoteses do Teorema da Divergéncia:

e F éde classe C' em R?;

e S é uma superficie fechada pois é a superficie do sélido V:

e considera-se a normal V exterior a V.

Entdo, por aplicacdo (directa) do Teorema da Divergénvia

Fluxo(F,S,v) = //F(x,g,z)-_v’ds
S

= // divF(x,y,z)dxdydz
v

= // bydxdydz
v

Atendendo a definicao de V, podemos usar coordenadas cilindricas para calcular o integral
triplo. Tem-se entao que

X = rcos 8
y=y reP,V2, 0, 2n, yelt2 . =t
z=rsen®

e assim

Fluxo(F,S,v) = /ﬁ[/h(/zesgrdg)de]dr
O\f2 Ozﬂ r?
_ / (/ 3r(4—r4)d9)dr
0 0

6,v2
- 6ﬁ(2r2—%‘0 — 167



(b) (4 val.) Calcule o fluxo de F através da superficie
S{xy2) : X*+2Z=y, y<2}

na direccdo da normal a S com segunda componente negativa.
Resolucao:
Observa-se que:

e S nao é uma superficie fechada, pois é apenas a superficie de um paraboléide;
e calcular o fluxo por definicdo poderd envolver muitos calculos devido a forma de F.

I[remos entdo “tapar” a superficie a fim de podermos usar o Teorema da Divergéncia. Seja

entao
r=SuT

sendo S a superficie dada e T a tampa definida por por
T={(xy, 2); X’ +72 <2, y =2}

—> . . .
Sendo a normal a S, V' s com sequnda componente negativa, corresponde a normal exterior
. n . . —>
a L e assim vé-se facilmente que teremos de considerar como normala 7, v =(0,1,0).
Assim

e F é de classe C' em R3:

e ¥ é uma superficie fechada pois é a superficie do sélido V (da alinea anterior);
. —> ~ ; .

e considera-se a normal V' que por construcao é exterior a V.

Entdo, usando o Teorema da Divergéncia

Fluxo(F,Z,7)://F-7ds=///didexdydz:16ﬂ
r 1%

visto que este é o integral calculado na alinea (a). Por outro lado visto que
Yy=SUT = Fluxo(F,Z,V)=Fluxo(F,S, Vs)+Fluxo(F, T, V7)
Pelo que o fluxo pedido é
Fluxo(F,S, V's) = 16 — Fluxo(F, T, V1)

e assim falta calcular o fluxo de F através da tampa T na dire¢do da normal (0, 1,0). Uma
parametrizacdo de T é por exemplo

gx,z)=(x,2,2) , xX*+72<2

Entdo

Fluxo(F, T,7T)=// F(x,2,2z)-(0,1,) dy dz:// xz dx dz
x24272<2 x2472<2

Fazendo a mudan¢a para coordenadas polares
(x,z) = (rcos @, rsen®) , rel0,V2], 0€l0,2x]
tem-se que

V2 2
Fluxo(F, T, 77) = / / rPcosO sen® dOdr=0
0 0

e finalmente
Fluxo(F, S, V's) = 16pi



4. Seja f : R — R uma funcéao continuamente diferencidvel. Considere o problema de valor inicial:

(a)

(b)

W — 1+ yty)
y(0) =0

(1 val.) Mostre que este problema tem uma solug¢do Unica numa vizinhanca de t, = 0.
Resolugao:
Para concluir que o (PVI) admite uma unica solu¢do definida localmente, vamos aplicar o
Teorema de Picard. Assim
e Para F(t,y) = (1 + y?)f(ty) e dado que a funcdo f é por hipétese de classe C' em R,
é facil de concluir que

— F é continua em R?;

oF
aEm é continua em R?

y
pelo que F verifica as condi¢oes do Teorema de Picard no conjunto aberto D = R?.

e (to, yo) = (0.0) pertence a D.

O Teorema de Picard permite concluir que o (PVI) admite uma Unica solugdo, S(t), definida
para t pertencente a uma vizinhanga de 0, Vj =] — ¢, €] para certo € > 0.

(3 val.) Suponha que, adicionalmente, f satisfaz f(x) > 1 para qualquer x € R. Mostre
que o intervalo maximo de definicdo da solucdo do problema de valor inicial é majorado.
Resolucao:

Pelo Teorema de Extensdo de Solugoes, S(t), obtida via Teorema de Picard, pode ser

prolongada a um intervalo maximo /4, =Ja, b[> 0. Queremos mostrar que b > 0 é finito.
Para tal

® Oou

lim (,5(1) ¢ D

0 que nao acontece visto D = RZ;

e ou S(t) explode em b. Para mostrar este facto, vamos usar o Teorema da Comparacéo
de Solugdes. Dado que
§= 0+t > D =fty)
14 y?

Integrando em t obtém-se
t o t
g(s) /
————ds = f(sy(s)) ds
| 7osds = [ fsyts)

arctg y(t) — arctg y(0) = /t f(sy(s)) ds
0

pelo que

Visto y(0) =0
i) =19 ( [ rsyis)as)
L

7T
Se f(x) > 1 e atendendo a que a fungdo tangente é monédtona crescente em | — 5

NS

podemos escrever

y(t)2tg(/0t1d5):tgt

Como lim tgt = oo a solugdo explode e como tal o intervalo maximo de defini¢ao da

t—%

solucao do problema de valor inicial é majorado.



