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Resolucao abreviada
(1) Considere

24 2V ) e B {0,0)
—, (x
hz,y) = 322 + 2 Y ;
1, (z,9) = (0,0).
(2 val.) a) Mostre que h n3o é continua na origem.

Resolucao:
Os limites direccionais na origem segundo rectas, y = mux, sao diferentes para
diferentes valores de m:

lim h(x,y) = hH(l] (2 +

222 — m2z? 2 —m?
(@,4)—(0,0)
y=mz

312 + m2x? 3+ m?

Logo ndo existe o lim(,4)—.(0,0) (2, y) pelo que h ndo é continua na origem.

(1 val.) b) Encontre uma recta L C R? que passe na origem e tal que a restricio de h a L
seja continua na origem.
Resolucao:

A restricdo de h ao eixo Oy € a fungdo constante g(y) = h(0,y) = 1, y € R, pelo
que é continua na origem.

(3 val.) (2) Considere a fungdo f : R® — R? definida por
f(x,y,z) = (132 —y,$+y2+2),
e a funcio g : R? — R, de classe C, tal que

Dg(0,2) =[1 1].

Calcule a derivada de g o f no ponto (1, 1,0), segundo o vector v = (\/Lg, \/Lg, \/ig)
Resolucao:
1
dgo f 2 -1 0 \{g
V3

(3) Considere o conjunto C' C R? definido por:

y2—a? = 242468
r+y = 2.

(3 val.) a) Mostre que C' é uma variedade e determine a sua dimens3o.



Resolucao:
C' coincide com o conjunto de nivel zero da funcdo de classe C*!, F' : R?® — R?,

Fr,y,2) =2 —2* -2 —z—¢€" 2 +y—2).
A derivada de F/,

—2x—€e* 2y —1
DF(x,y,z)—( 1 ?i 0),

tem carDF(x,y,z) = 2,¥(x,y, z) € C (de facto carDF (z,y, z) = 2,¥(x,y, 2) €
R*) uma vez que a submatriz quadrada 2 x 2, D,.F(z,y,z) tem determinante
diferente de zero

det(Dy. F(z,y,2)) = ' 2‘7{ _(1) ‘ =1#0.

Portanto C' é uma variedade e a sua dimensdo é dim(C) =3 —2 = 1.

b) Determine um vector ndo nulo normal a C' no ponto P = (0,2, 1). (2 val.)
Resolucao:
Em primeiro lugar F(0,2,1)=(4—2—-1—-1,2—2) = (0,0) peloque P € C. O
espaco vectorial normal a C' em P é gerado pela linhas de DF(P),

DF(0,2,1) = ( _} ‘11 _é)

Um vector normal n3o nulo é ent3o, por exemplo, v = (—1,4,1) € Z{(—1,4,1),(1,1,0)}.

c) Mostre que, numa vizinhanga do ponto P = (0,2, 1), o sistema define x e y como (2 val.)
funcdes de z, de classe C''. Calcule 3/(1).
Resolucao:
Vimos que F' é de classe C' e F(0,2,1) = (0,0). Para det(D,,F(0,2,1)) temos,

det(D,, F(0,2,1)) = ) T ’ — 540

Estamos portanto nas condicdes do teorema da funcdo implicita pelo que existe
uma vizinhang¢a do ponto (0,2, 1) na qual o sistema define = e y como fun¢des de
classe C'! de z. Temos também que a derivada da funcdo implicita é dada por

x:EB ) — (D, F(0,2,1)"" D.F(0,2,1) = — ( _1 ‘11 )_1 ( _(1) ) _

s () (o)1)



(4) Considere o conjunto
B={(r,y,2) e R®* :2® +¢y* + 2> < 1},
e o campo escalar dado por f(z,y,z2) = 202 + 3y + (22 _ 4)2.

(2 val.) a) Determine os pontos criticos de f no interior de B e classifique-os.
Resolucao: Os pontos criticos no interior de B satisfazem:

Vf(z,y,z) = (4z,6y,4z(z* — 4)) = (0,0,0).

Das 3 solug¢des (0, 0,0), (0,0,2), (0,0, —2), sé a origem esta no interior de B. Temos
a Hessiana de f na origem,

40 O
H(0,0,0)=10 6 0 |,
0 0 —16
logo, havendo valores préprios positivos e negativos, (0,0,0) é um ponto em sela.
(2 val.) b) Determine o valor méximo e o valor minimo de f em B.

Resolucao: Falta estudar os extremos de f na fronteira de B. Pelo método dos
multiplicadores de Lagrange, esses pontos serdo solucbes do sistema:

P2yt = 1
dr = 2)\z
6y = 2\y

42(z2 —4) = 2)\z.

As seis solugdes sdo (£1,0,0), (0,£1,0), (0,0, £1). Temos f(+1,0,0) = 18, f(0,£1,0) =
19, (0,0, £1) = 9. Sendo B compacta sabemos que f terd maximo e minimo em

B. Como estes ndo estdo no interior de B tém de estar na fronteira. Logo, (0,+1,0)

sdo maximos e (0,0, £1) sdo minimos.

(3 val.) (5) Seja f : DCR® —R,onde D={zxeR" : ||z|| <3}, uma funcdo de classe C"*
tal que ||V f(z)|| < 1,Vx € D. Mostre que

[f(x) = f(y)] <6, Yo,y € D.

Resolucao:
Sejam z,y € B e L C B o segmento de recta entre eles. Pelo teorema de Lagrange

existe um ponto w € L tal que
fl@) = fly) = Vfw) (x—y).
Temos entao
|f(@) = F)l < IV F()llllz = yll < [l=]] +[lyl| <6.



