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O que sao os TFC's?

Para ja, um pretexto para discutirmos algumas das questdes mais basicas e
mais antigas da Matematica,

Alguns passos fundamentais:

Antiguidade Classica: sobretudo Arquimedes (w, a parabola, ...)

Século XVII (Newton, Leibnitz): Derivadas e integrais, aparecem o0s
TFC's

Século XIX (Cauchy, Riemann): As primeiras definicdes, papel de Fourier

Século XX (Borel, Lebesgue): A teoria moderna, desenvolvimentos re-
centes (XXI)



O que sao os TFC's?

1° TFC: A derivada do integral de f é f,

d x
e
2° TFC, ou Regra de Barrow: O integral da derivada de f € f,
b df
— = f(b) — f(a)

a dx



O que sao os TFC's?

Derivar

)

Integrais indefinidos Funcdes integraveis

Integrar



Qual € a efectiva base teodrica destes resultados?

e Os usuais argumentos ‘elementares/intuitivos’ sobre a diferen-
ciabilidade dos integrais indefinidos usam a continuidade de f.

e A questao do integral da derivada € usualmente esclarecida
supondo que a integranda é a derivada da primitiva em todos
0OS pontos da regiao de integracao.



O 1° TFC nao é trivial,

e Em geral,

— A derivada do integral de f nao é igual a f em todos os
pontos.

— O integral de f nao é diferenciavel em todos os pontos.



O 2° TFC muito menos!

e Mesmo que f seja diferenciavel em toda a parte, a sua derivada
NA0 € necessariamente somavel:

e A regra de Barrow pode ser verdadeira em casos onde f nao
é diferenciavel em todos os pontos, mas mesmo quando f &
diferenciavel em todos os pontos, a derivada f’ pode ndo ter
integral!

Integrar = Primitivar




Alguns exemplos interessantes:

e /A funcao de Riemann

e A funcdo f(z) = z?sen(1/z?)

e A funcao de Dirichlet: mas afinal o que € o integral? A definicao
de Cantor



AsS técnicas de definicao:

e Definicdes “geométricas”

e As somas (de Riemann, de Darboux)

e Integrais e primitivas



A definicao de Riemann/Cauchy
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A questao do comprimento de arco

Pl P2

L(f,P
3

ﬁ:o T1 To d33 T4

As funcdes que sao integrais tém graficos rectificaveis: funcdes de
variacao limitada.
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A definicao de Riemann/Cauchy

e Integrabilidade de funcdes monotonas (descontinuidades?)

e Relacao com continuidade

e Os TFC’'s na teoria de Riemann

e Os conjuntos “nulos”
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A questao da diferenciabilidade
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DefinicOes geométricas
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O conjunto de Cantor

Fo=1=]a,b]

F1 = Fo\Up
Fo = F1\U;
~_ F3=Fm\Us

- F4 = F3\Us
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A funcao F' de Cantor-Lebesgue

15



A funcao de Cantor-Lebesgue
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A funcao de Cantor-Lebesgue

e ' € continua em toda a parte

e O grafico de F' € rectificavel

e [ é diferenciavel excepto num conjunto “pequeno” (de Cantor)

e A derivada F’ é uma funcdo integravel

e Mas F n3o é o integral da sua derivada F'.
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O que é a medida de um conjunto?

e O exemplo de Cantor, versao Volterra

e A o-aditividade, versao Borel

e Conjuntos abertos, e teorema de Cantor

e O problema de Borel
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A medida e o integral de Lebesgue

A medida dos abertos e dos fechados

Medida interior e exterior

Os conjuntos Lebesgue-mensuraveis

As funcoes Lebesgue-mensuraveis, um exemplo “exotico’”

Medidas em geral, caso dos integrais indefinidos
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Funcdoes e Medidas
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Funcdes continuas crescentes e medidas

F(E)

\J
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Funcdoes e Medidas

e O Problema de Stieltjes: Dado f : R — R, determinar uma me-
dida u, necessariamente definida pelo menos em B(R), tal que

p(la,b]) = f(b) — f(a).

e 11 diz-se a derivada generalizada de f. Exemplos: Se f(x) = z,
entao u=m; se f € a funcao de Heaviside, entao u =29.

e A funcao f satisfaz a regra de Barrow se e sO se tem derivada
generalizada p, e pu € o integral indefinido da derivada usual f'.
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Continuidade Absoluta

Quais sao as medidas que sao integrais indefinidos?

e Se i € um integral indefinido, entao m(E) = 0 = u(E) = 0.

e Se m(E) =0= u(F) =0, pudiz-se absolutamente continua.

e Se 1 € um integral indefinido, entao u € absolutamente continua.
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Funcdes absolutamente continuas

Para qualquer € > 0 existe § > 0 tal que, se os intervalos |xp, yi[ sao
disjuntos,

i(yk—wk)<5==> D 1 f(yk) — flzp)| <e

k=1 k=1
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O Problema de Stieltjes

e Se f €& continua e crescente a solucao (CR) do problema de
Stieltjes é:

A={ECR: f(E) € LBR)},p: A— R pu(E) =m(f(E))

e Qualquer funcao continua e crescente tem derivada generalizada.

e Essa derivada pode nao ser um integral indefinido, por nao
ser absolutamente continua. No exemplo de Cantor-Lebesgue,
temos f(C) = [0, 1], i.e., existe E com m(E) =0em(f(F)) > 0.

25



O Lema de Riesz (1)

Y
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O Lema de Riesz - do Sol Nascente - 1

Se Mo(I) ={wel:3yely>azlWt 5 o5 0} entdo Mo (1) =
U%O:]_]a’n7 bn[ € aberto, e a(bn —an) < f(bn) — f(an).
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E se f € crescente?
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a = tané

(D fHw = (1)4n




Se f € crescente...

O conjunto M,(I) ndao é arbitrariamente grande, porque a sua me-
dida ndao pode exceder m(f(I))/c.

0@

m(f(1)) > m(f(Ma(D)) = Y m(f(In)) = ) [f(bn) — flan)] >
n=1

n=1

> Z Oé(bn — CLn) — am(MOé(I))

n=1
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As derivadas de Dini

S3ao quatro limites (a esquerda, a direita, superior e inferior) asso-
ciados ao calculo da derivada de f em cada ponto z:

As derivadas de Dini de f sdo as funcdes f;+,fz.’+, L TR — R
dadas por:

f;_|_(:c) — lim sup fx+h)— f(x)

/ T flx+h) — f(x)
h—0t h (@) = I;Lnl(l)q-f h

£ (z) = limsup flx+h)— f($)7f(_(x) _iminef@th) — f(z)
s h—0- h ‘ h—0~ h
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Consequéncias directas do(s) lema(s) de Riesz

e Se f;+(:c) > o para x € E entdo m*(f(E)) > am™*(F)
e Se fl_(x) < B para x € E entdo m*(f(E)) < fm*(E)
e Analogamente para f/_ e f/,.

1

e Comparar com o classico teorema de Lagrange...
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O Teorema de Diferenciacao de Lebesgue

° f;_l_(:v) < oo gtp.

IA

e Se fz’_(:c) < 08 < «
m*(E) = 0.

f;_|_(:c) para z € E entdo m*(f(F))

e Se fzf+(:z;) < B8 <a< fl_(x) para z € E entdo m*(f(E))
m*(FE) = 0.
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O Teorema de Diferenciacao de Lebesgue

o fii(z) < fl(z) < fl (2) < fi(z) < fli(x) < 4oo, qtp, ie,
qualquer funcao continua e crescente é diferenciavel qtp.

e Se 8 < fi(x) < a para =z € E, entdo Bm*(E) < m*(f(E)) <
am™(E).

e Se f' ndo existe em E entdo m*(E) = m*(f(E)) = 0.

e Qualquer integral indefinido € diferenciavel gtp.
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Decomposicao de Lebesgue - 1
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Decomposicao de Lebesgue - 2

W(E) = m(f(E)) = (BN (\T)) + w(ENT) = | f(@)de +v(B)

A regra de Barrow € valida < v = 0, OouU seja, se e sO se f é
absolutamente continua (e o comprimento do grafico?).
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Regra de Barrow valida quando?

f continua e crescente satisfaz a Regra de Barrow, por exemplo, se
e E diferenciavel em toda a parte,
e E diferenciavel, excepto num conjunto numeravel,
e 2° FTC: Se f é absolutamente continua.

e Teorema de Rademacher: Se f satisfaz uma condicdao de Lipschitz, entao é
diferenciavel gtp.
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Eol1°FTC?

Agora pouco menos que trivial:

e
Se g € somavel e f(x) =/ g, entdo.
a

e O integral indefinido de g € o integral indefinido de f’, logo

e 1° FTC: f'(x) = g(x), qtp.
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Para referéncia: os FTC's em R

1. Se g é localmente somavel e f(x) :/ g+ C, entao
a
f é absolutamente continua, e f' = g, qtp.
2. Se f é absolutamente continua entao existe uma funcao g tal que

T
g € localmente somavel, f' =g atp e f(x) :/ g+ C.
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Os FTC'sem R

Funcoes

absolutamente continuas

Derivar (qtp)

Funcoes
localmente somaveis

Integrar
no sentido de Lebesgue
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