Complementos sobre as nocoes de conjunto aberto
e conjunto fechado

1 Alguns resultados importantes
Proposicao 1 Seja f : RN — R uma funcdo continua. Entdo

i) D={x eR: f(x) >0} € um conjunto aberto (andlogo trocando > por

<).

ii) D={x €R: f(x) >0} éum conjunto fechado (andlogo trocando >>
por < ou por =).

Prova de i): Vejamos que todos os pontos de D sao pontos interiores a D.
Com efeito, seja p € D. Por definicao deste conjunto

f(p) > 0.

Pela continuidade de f em p, podemos garantir (tomando € = f(p)/2 > 0)
que existe 6 > 0 tal que

||z = pl| < ¢ implica [f(x) — f(p)| < f(p)/2.
Em particular

||z — p|| < & implica f(x) > f(p)/2,
ou dito de outro modo B(p,d) C D, pelo que p é um ponto interior a D.

Prova de #): Exercicio (ver abaixo)
Proposicao 2
i) A intersec¢ao finita de conjuntos abertos em R™ € um conjunto aberto.

ii) A unido arbitrdria de conjunto abertos em em R™ é um conjunto aberto.
Proposicao 3

i) A interseccao de conjuntos fechados em R™ € um conjunto aberto.



ii) A uniao finita de conjunto abertos em em R™ é um conjunto aberto.

Nota: Por definicao R™ e o conjunto vazio sao tanto conjuntos abertos como
conjuntos fechados (um é o complementar do outro!).

Teorema A: (Caracterizacao de um conjunto fechado usando sucessoes)

Um subconjunto D C R™ é fechado se e somente se para cada sucessao
{tm }men C D convergente se tem que lim wu,, € D.
m—0o0

Prova do Teorema A: Exercicio (sugestao: usar os Teoremas Al e A2)

2 Resultados auxiliares

Teorema A1l: Um subconjunto D C R™ é fechado se e somente se D = D.

Teorema A2: Seja D C R”. Um ponto p € D se e somente se existe
{tm}men C D tal que lim u,, = p.
m—0o0

3 Exercicios

1. Prove que os seguintes conjuntos sao fechados:
A={(z,y) €eR*: 2> +¢y* <1}
B={(z,y,2) eR*: 2> +¢* =1}
C={(v,y,2) eR®: 22 + 92 +22 =1, y=1/2}

D={xeR": f(z) >0} sendo

f:R"™ — R uma funcao continua. !

2. Justifique que os conjuntos seguintes sao abertos:

! Anélogo se substituir a desigualdade por < ou =.



a={(z,y 2) eR*: 22 +4* > 1}

B={(z,y,2) eR*: 2 +y*+2° <1, y>1/2}

Complementos sobre conjuntos compactos

4 Exercicios

1. Prove, usando a definicao de conjunto compacto, que os seguintes conjun-
tos sao compactos:

A={(z,y) eR*: 2? +¢* <1}
B={(z,y,2) eR*: 2°+94* =1}

C={(z,y,2) eR’: 2’ +¢* +22 =1, y=1/2}

Teorema B: (Caracterizacao de um conjunto compacto usando sucessoes)

Um subconjunto D C R™ é compacto se e somente se de cada sucessao
{tm}men C D pode-se extrair uma subsucessdo convergente a um ponto de
D.

Prova do Teorema B: Exercicio (sugestao: usar os Teoremas de Bolzano-
Weierstrass e o Teorema A2)

Teorema de Weierstrass: Seja D C R™ um subconjunto compacto (nao
vazio). Qualquer fungao f : D — R continua tem maximo e minimo absoluto
em D.

Prova do Teorema de Weierstrass: Exercicio (em alternativa: ver folhas do
Prof. J. C. Ferreira; alids nestas folhas pode encontrar as provas dos resul-
tados anteriores!)

Bom estudo!



