Instituto Superior Técnico
Departamento de Matematica
Secgao de Algebra e Anailise

Calculo Diferencial e Integral 11
Ficha de trabalho 7

(Caminhos fechados homotépicos. Teorema de Green. Teorema da Divergéncia. Teorema de Stokes)
(29-5-09)

1. Considere o campo vectorial

—2y 2(x —1)
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a) Diga justificadamente se h é fechado no seu dominio.

b) Calcule o trabalho de h ao longo da elipse definida por 2(x —1)2+y? = 1, z = 0, percorrida
no sentido anti-hordrio de um observador colocado no ponto (1,0, 1).

c) Calcule o trabalho de h ao longo da circunferéncia definida por 2% + 32 = %, z=0.

d) Serad h conservativo no seu dominio? Em caso negativo, indique uma regido onde o seja.

2. Considere o campo vectorial
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a) Serd f conservativo no seu dominio ?

b) Calcule o trabalho realizado por f ao longo da circunferéncia definida pela equagdo 2% +y2 =
100, percorrida no sentido anti-horéario.

3. Considere o campo vectorial g(z,y) = (—3y%, 32%) e a circunferéncia I' dada pela equacdo
22 + 32 = 10 e orientada no sentido horario. Calcule o trabalho realizado por g ao longo de T'.
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4. Use o Teorema de Green para calcular a drea da regido definida por — + Z—2 < 1, em que
a
a,b> 0.

5. Prove o Toerema de Green no caso em que F(z,y) = (0,Q(z,y)) e A = {(z,y) e R?: ¢ <
y <d, ¥1(y) <z <1pa(y)}, para certas fungdes Q, ¥ e 1y suficientemente regulares.

6. Considere a superficie

E={(z,y,2) eR*:y=va?+22, 0<y <1},

orientada com a normal unitdria n tal que n, > 0. Seja f(z,y,2) = (x,—y,0). Calcule pela
defini¢do o fluxo [, f - n.

7. Considere a superficie
S ={(x,y,2) €ER®:y=3—32% —32% y >0},

orientada com a normal unitria n tal que n, > 0. Seja f(z,y,z) = (0,y? —2yz). Calcule o
fluxo [q f - n pela definicdo.

8. Considere a superficie
S={(z,y,2) eR* 12 +y* + 2 =4, -1 <z < 1},

orientada com a normal unitdria n tal que n, > 0 nos pontos de S com coordenada z > 0. Seja
f(x,y,2) = (cos(yz) + 2z, 2% + y,z + 1). Calcule o fluxo de f através de S no sentido de n,

Js f-n.
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Calcule o fluxo do campo vectorial f(z,y,z) = (23,93, ) através do cone definido por
z=+/22+ 92,0 < z < 1, orientado com a normal n com terceira componente positiva.

Considere a superficie
A={(z,y,2) eER®: 2 =1—2% -9 2> 0},

orientada com a normal unitaria n tal que n, < 0. Seja h(x,y,2) = (y*> + 2,22 +y,22). Calcule
o fluxo [, h-n.

Calcule o volume da bola esférica de raio r usando o teorema da divergéncia.
Utilizando o teorema de Stokes, calcule o trabalho realizado pelo campo vectorial h(z,y,z) =

2

(—y,x,3) ao longo da elipse definida pelas equa¢des ;—0 + % =1; z = 0 e orientada no sentido
horério quando vista do ponto (0,0, 10).

Use o teorema de Stokes para calcular o trabalho realizado pelo campo vectorial
F(.’E, Y, Z) = (y +senz, cosy, 23)

ao longo do caminho
g(t) = (cost,sent,sen2t); ¢ € 0,2n].

Considere a superficie
M = {(z,y,2) e R®: 22 + (Va2 +y2 - 2)* =1, 2 > 0},

orientada com a normal unitdria n tal que n, > 0. Utilizando o teorema de Stokes, calcule o
fluxo de g(x,y, z) = (0,0,2) através de M no sentido de n.

Considere a superficie

E={(x,y,2) eR*:y=Va2 422, 0<y <1},

orientada com a normal unitdria n tal que n, > 0. Seja f(z,y, 2) = (x, —y,0). Calcule o fluxo
S f o

a) Pelo teorema da divergéncia.

b) Pelo teorema de Stokes.
(Compare com o valor obtido no Exercicio 5)
Considere a superficie
S ={(x,y,2) €ER®:y=3—32% —32% y >0},

orientada com a normal unitdria n tal que n, > 0. Seja f(z,y,z) = (0,y? —2yz). Calcule o
fluxo [q f - n:

a) Pelo teorema da divergéncia.

b) Pelo teorema de Stokes.
(Compare com o valor obtido no Exercicio 6)
Considere a superficie
A={(r,y,2) €R¥: z =2+ 9% 2* +y* < 1},

orientada com a normal n tal que n. < 0. Seja f(x,y,2) = (—y,z,1). Calcule o fluxo [, f - n:



a) Pela definigo.
b) Pelo teorema da divergéncia.
c) Pelo teorema de Stokes.
18. Prove o teorema da divergéncia num dominio A = {(z,y,2) € R : (z,y) € T, fi(z,y) <

z < fa(x,y)} para campos vectoriais com as duas primeiras componentes nulas (T, f1 e fo
apropriados).



