APOIO A FICHA 7

MARGARIDA BAIA, DM, IST

(Alguns) Exemplos das aulas tedricas de 5-4-2019 (revistos e com solugao deta-
lhada).

1. Calcule o volume de
R={(z,y,2) €ER?: 2?2 +¢* 4+ 22 <16, 2 >0}

Resolugao: Queremos calcular:

Vol(R)—///Rld:cdydz.

Atendendo a que R é a metade de cima da bola centrada na origem e de raio 4, serd mais facil
efectuar este integral triplo através de uma mudanga de coordenadas a coordenadas esféricas.
Escrevemos os pontos (z,y, z) de R em coordenadas esféricas:

x =rcosfsing
y = rsinfsin e

Z=Trcosy

com 6 €0, 27, ¢ €]0, 5[ e r €]0,4[ (como explicado na aula, nestas coordenadas: 6 ¢ o angulo
entre o eixo OX e a projeccao do ponto no plano XY, ¢ é o angulo entre o eixo positivo OZ
e o ponto, r é a distancia do ponto a origem; é claro (trigonometria bésica) que z = rcos ¢
e ndo z = rsiny!!! Os pontos de R nédo cobertos por esta representacao tém conteudo nulo
em R? pelo que o volume ndo se altera).

Definindo:
g(r,0,p) = (rcosfsin g, rsinfsin @, r cos p)

pode-se ver que o Jacobinao desta transformacao é:
|det Dg(r, 0, )| = 1*sin(¢)

(verifiquem: calculem a matriz Jacobiana de g e fagam o seu determinante; devem usar
identidades trigonométricas para simplificarem os calculos).

Assim, pelo teorema de mudanga de coordenadas:

veim) = [ [ [ [ r2sinerar]ag] ao = on( ["r2ar) ([ sinirap) = 2

(comparar com o que sabiam do liceu!).
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3. Seja
R={(z,y,2) eR®: a2+ y2<2<2}
i) Calcule
Vol(R)

ii) Calcule
///f(:t,yyz)dwdydz, flz,y,2) = 2% + ¢
R

Resolugao: Dado que R é o sélido entre o plano z = 2 e 0 cone z = /x2 + y2, é ficil
descrevé-lo em fungao das suas coordenadas cilindricas (conforme explicado na aula: p a
distancia da projecgao do ponto no plano XY ao eixo OZ, 6 o angulo entre o eixo OX e
a projeccao do ponto no plano XY e z a terceira coordenada do ponto). Reparem que em
coordenadas cilindricas o plano é dado & mesma pela equagdo z = 2 e o cone por z = p (com
6 € [0,27]). As integrandas de ambos os exercicios sao também simples de descrever em
coordenadas cilindricas. Em coordenadas esféricas a descrigao de R seria mais complicada,

por exemplo, no plano z = 2 obteriamos que r = - Oz@ (dado que z = rcos ).

i) Escrevemos os pontos (z,y, z) de R em coordenadas cilindricas:

x = pcosf
y = psinf
z=z.

Conforme explicado acima 6 €]0, 27| e para cada € obtemos que em R: p < z < 2 i.e p €]0,2]
e z €]p,2[ (a menos de um conjunto de conteudo nulo em R?®). Por tanto pelo teorema de
mudanca de coordenadas (neste caso conforme explicado na aula o Jacobiano é p):

VOZ(R):///Rmmdydz:/O%[/02[/;;)614 dp} d9:27r/02(2pp2)dp:§7r.

ii) Usando o que se obteve em i) (notem que em coordenadas cilindricas 2% + y? = p?)
obtemos agora

///R(:z?—i—yQ)dxdde:/OQ”[/oz{/:pgdz} dp} dez%m

R = {(z,y,2) € R3: w2 4+y2 <z, 2?4yt 422 <2}

2. Seja

i) Calcule Vol(R) usando coordenadas esféricas.
ii) Calcule Vol(R) usando coordenadas cilindricas.
iii) Calcule [ [ [, f(z,y,2)dvdydz,  f(z,y,2) =2 + y* + 2
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Resolucao: Neste caso R é o sélido entre a esfera 22 +y?+22 = 2 e 0 cone /22 + 92 = 2.
i) Escrevemos os pontos (z,y, z) de R em coordenadas esféricas:

x =rcosfsing
y =rsinfsing

Z = 1Cos .

Temos que 0 €]0,27w[. Notem que para cada € fixo o corte de R nestas coordenadas vem
descrito por r €]0,v/2[ (dado que 2% + y? + 22 < 2; 22 4+ y? + 22 = 2 corresponde a r = v/2)
e ¢ €]0, 7] (dado que v/x2 + y? < z; \/2? + y? = 2z corresponde a ¢ = 7).

Assim, pelo teorema de mudanga de coordenadas (como nos exercicios acima):

Vol(R) = /027r [/Oﬁ [/OZ 2 sin() dr} dga} o = 4%(\/5— 1).

ii) Escrevemos os pontos (z,y, z) de R em coordenadas cilindricas:

x = pcosb
y = psinf
z=z.

Como em i) temos que @ €]0,27[ e para cada 6 obtemos que em R: p < z e p? + 22 < 2.
Descrevendo esta regiao no plano pZ deduzimos que: p €]0,1[ e z €]p, \/2 — p? (notem que
z = p é uma recta e p? + 22 = 2 uma circunferéncia neste plano).

Assim:

Vol(R):///Rldxdydz:/O%[/ol[/pmpdz]dp]dﬁzijr(\/ﬁ—l).

iii) Dado que em coordenadas esféricas f(x,y,2) = 72 é mais facil usar este tipo de
coordenadas para obter o integral pedido. Em coordenadas cilindricas f(z,y, z) = p* + 2% e

o integral nao serd simples (comparar com a descri¢ao de R). Solucao: 27(1 — %)



4 MARGARIDA BAIA, DM, IST

Outros exemplos de apoio a ficha 7.

1. Calcule o seguinte integral
1= [ [ swwdsay
R
onde f(z,y)=2>+y*—1le

R={(z,y) eR*: (z+1)*+32=1, y >0}
usando se preciso coordenadas polares modificadas (2c, Ficha 7).

Resolucao: Notem que chamando u = x + 1 podemos dizer que u? +y? =1 e y > 0, isto
é, (u,y) descrevem os pontos de meio disco centrado na origem e de raio 1. Em coordenadas
polares teriamos entao que neste disco:

u =1 cos(0)

y = rsin(0)
com 0 €]0,7[ e r €]0,1[. Assim poderiamos dizer que em R:

x =rcos(f) —1

y = rsin(6)
com 6 €]0,7[ e r €]0,1[. Atendendo a que o Jacobiano (em mddulo) da mudanca de coorde-
nadas
g(r,0) = (rcos(8) — 1,rsin(9)), 0 €0, x|, r €]0,1]
é r (verificar!), segue-se (usando o teorema de mudanca de coordenadas) que:
1 ™ 1 ™ T
[= / [/ F(rcos(8) — 1,rsm(0))rd0} dr = / [/ (2 — 2r cos(6))r d@} dr="
o “Jo o “Jo 4
2. Calcule I'(0) onde

1
I(t) = / sin(tz?) de.
0
(semelhante ao exercicio 8, Ficha 7)

Resolugao: Notem que ¢t — I(t) é uma fungdo de C'DI-I (bem definida porque a fungao
x — sin(tx?) é continua para cada t fixo). Caso exista

I'(0) = }{g% I(h)hI(O)

Designando f(z,t) = sin(tz?) segue-se que

(0) = lim ~ [/01 (f(a.h) ~ f(z,0)) da]

Usando o Teorema Fundamental do Célculo (C'DI-I) (atendendo as propriedades de f
podemos usar)
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Usando agora o Teorema de Fubini

h 1
o= 3 ([ Sieoa)a]

de onde novamente pelo Teorema Fundamental do Célculo

1 o 1
1’(0)_/0 a{(x,O)dx—/o 22dz = 1/3.

Nota: neste exemplo foi deduzido um caso simples da denominada Regra de Leibniz; notem
que o que se fez para t = 0 podia-se ter feito para outros ¢ chegando a que em geral
Lo
I'(t) = or
o Ot
Notem também que deducao desta férmula podia ser extendida a outras integrandas desde
que se possam aplicar os passos acima.

(x,t)dz.

3. Calcule G'(t) onde

Resolugao: Basta repararem que
G(t) = F(t,2t,3t)
onde

F(t,u,v) = /U f(z, t)dzx

e f(x,t) = sin(tz?). Usem o teorema da derivada da composta (ndo esquecer o teorema
fundamental do cédlculo e o que se fez no exercicio 2) acima). Vejam que:
3t af

G'(t) = E(‘T’ t)dx — 2f(2t,t) + 3f(3t,t)
2t

Sugestao para o exercicio 3, alinea a): designando por g(u,v) = (2u+v,u?—v) determine
primeiro a imagem por g dos vértices de T. As linhas que delimitam 7T transformar-se-ao
noutras linhas: determinar quais...

Sugestao para o exercicio 4: Considere a mudanca de varidveis: u =z +y, v =y — ...

Solugao do exercicio (alinea b)) de revisao da aula tedrica de hoje (12-04-2019):

Vol(R) = %

Bom estudo!



