
APOIO À FICHA 12

MARGARIDA BAÍA, DM, IST

I. Algumas curiosidades/motivação.

- Sobre o Teorema de Green: Como vimos na aula, uma das suas aplicações é o cálculo de
áreas de �guras planas limitadas (delimitadas por linhas �su�cientemente regulares�).
Este teorema está na base do funcionamento do planímetro (instrumento técnico, hoje
em dia electrónico, que foi inventado com o próposito de medir este tipo de áreas).

II. Exemplos resolvidos.

(1) Seja f : R2 → R uma função C2 tal que

∂2f

∂2x
+
∂2f

∂2y
= 0.

Mostre que o trabalho do campo G =
(
∂f
∂y , −

∂f
∂x

)
ao longo da elipse

x2

4
+
y2

9
= 1

é nulo. Sugestão: Use o Teorema de Green.

Resolução: Aplicamos o Teorema de Green ao campo G na região

R :
x2

4
+
y2

9
< 1.

Temos que (orientando a elipse no sentido positivo)∮
∂R
G · dγ =

∫∫
R

(
∂G2

∂x
− ∂G1

∂y

)
dx dy = 0

(2) Considere o campo vectorial F : R3 → R3 de�nido por F (x, y, z) = (1 − x, 2y,−z).
Calcule o �uxo do campo F através da superfície plana de�nida por

M : z = 0, x2 < y < 2,

no sentido da normal com terceira componente negativa.

Resolução: Notem que M é uma porção do plano z = 0. Assim o vector normal a M
com nz < 0 é dado por n = (0, 0,−1) (constante). Por de�nição

FluxoM (F ) =

∫∫
M
F · n

Como F · n = z e z = 0 nos pontos de M , resulta que∫∫
M
F · n = 0.
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(3) Calcule por de�nição o �uxo do campo F (x, y, z) = (x3, y3, z) através do cone

C : z =
√
x2 + y2, 0 < z < 1

orientado com normal n com terceira componente positiva.
Resolução: Usando coordenadas cilíndricas seja

g(ρ, θ) = (ρ cos θ, ρ sin θ, ρ), 0 < ρ < 1, 0 < θ < 2π,

uma parametrização de C. Por de�nição o �uxo pretendido é

FluxoC(F ) =

∫∫
C
F · n = ±

∫ 1

0

[∫ 2π

0
F (g(ρ, θ)) ·

(
∂g

∂ρ
(ρ, θ)× ∂g

∂θ
(ρ, θ)

)
dρ

]
dθ

sendo que o sinal acima depende do sinal da terceira componente do vector(
∂g

∂ρ
(ρ, θ)× ∂g

∂θ
(ρ, θ)

)
.

Como (ver!...) (
∂g

∂ρ
(ρ, θ)× ∂g

∂θ
(ρ, θ)

)
= (−ρ cos θ,−ρ sin θ, ρ),

temos que

FluxoC(F ) =

∫∫
C
F · n

=

∫ 2π

0

[∫ 1

0
F (g(ρ, θ)) ·

(
∂g

∂ρ
(ρ, θ)× ∂g

∂θ
(ρ, θ)

)
dρ

]
dθ

=

∫ 2π

0

[∫ 1

0

[
ρ2 − ρ4

[
cos4(θ) + sin4(θ)

] ]
dρ

]
dθ

= 2π

∫ 1

0
ρ2 dρ−

(∫ 1

0
ρ4 dρ

)(∫ 2π

0

[
cos4(θ) + sin4(θ)

]
dθ

)
=

2π

3
− 1

5

(∫ 2π

0

[
cos4(θ) + sin4(θ)

]
dθ

)
Cálculos auxiliares: Usando o facto que:

(cos θ)2 =
1 + cos(2θ)

2

(sin θ)2 =
1− cos(2θ)

2
pode-se ver que∫ 2π

0

[
cos4(θ) + sin4(θ)

]
dθ =

∫ 2π

0

[1
2
+

1

4

(
1 + cos(2θ)

)]
dθ =

3π

2
.

Assim:

FluxoC(F ) =
11π

30
.

Nota: Na verdade este exerício será mais simples usando o Teorema da Divergência.
Será feito numa próxima aula. Fica para já como desa�o.
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(4) Dada a superfície

S = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 = 1 ; 0 < z < 2− y}

e o campo vectorial F (x, y, z) = (yz,−y − z, y + z), calcule, usando o teorema da
divergência, o �uxo de F através de S segundo a normal n tal que n(1, 0, 12) = (1, 0, 0).

Resolução: Queremos calcular o FluxoS(F ) =
∫∫
S F · n onde a orientação n de S é

tal que n(1, 0, 12) = (1, 0, 0). Aplicamos o teorema da divergência na região

R = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 < 1 ; 0 < z < 2− y}.

Notemos que ∂R = S ∪A ∪B onde:

A = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 < 1 ; z = 0},

B = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 < 1 ; z = 2− y}.
Pelo teorema da divergência podemos concluir que∫∫∫

R
divF dx dy dz = Fluxoe∂R(F ) ≡

∫∫
∂R
F · ne

onde ne designa a normal (unitária) exterior a ∂R em relação a R. Tendo em conta
que divF = 0, obtemos que ∫∫

∂R
F · ne = 0

ou equivalentemente

(0.1)

∫∫
S
F · nebS+

∫∫
A
F · nebA+

∫∫
B
F · nebB= 0.

Observemos que a orientação n de S (um cilindro1 cortado por dois planos) é tal
que n = nebS , pelo que

FluxoS(F ) =

∫∫
S
F · nebS .

Para obter este integral usamos (0.1) i.e o facto que

(0.2)

∫∫
S
F · nebS= −

∫∫
A
F · nebA−

∫∫
B
F · nebB.

Cálculos auxiliares:
•
∫∫
A F · n

ebA
Pode-se ver que nebA= (0, 0 − 1) de onde

(
F · nebA

)
= −z. Como z = 0 em A

resulta que ∫∫
A
F · nebA= 0

.

1superfície



4 MARGARIDA BAÍA, DM, IST

•
∫∫
B F · n

ebB
Pode-se ver que nebB= 1√

2
(0, 1, 1), de onde

(
F · nebB

)
= 0 pelo que∫∫

B
F · nebB= 0.

Concluímos então de (0.2) que FluxoS(F ) = 0.


