APOIO A FICHA 12

MARGARIDA BAIA, DM, IST

I. Algumas curiosidades/motivagao.

- Sobre o Teorema de Green: Como vimos na aula, uma das suas aplicagoes é o calculo de
areas de figuras planas limitadas (delimitadas por linhas “suficientemente regulares”).
Este teorema esté na base do funcionamento do planimetro (instrumento técnico, hoje
em dia electronico, que foi inventado com o proposito de medir este tipo de édreas).

II. Exemplos resolvidos.

(1) Seja f:R? — R uma fun¢io C? tal que

02 02
0%x 0%y
Mostre que o trabalho do campo G = (%57 —%) ao longo da elipse
22 g2
A |
4 + 9

é nulo. Sugestao: Use o Teorema de Green.

Resolugdo: Aplicamos o Teorema de Green ao campo G na regiao

2?2
R: —+—<1.
4+9

Temos que (orientando a elipse no sentido positivo)

G'd’y:// <8G2—8G1> drdy =0
OR r\ Oz Oy

(2) Considere o campo vectorial F : R? — R3 definido por F(z,y,z) = (1 — ,2y, —2).
Calcule o fluxo do campo F' através da superficie plana definida por

M: z=0, :c2<y<2,
no sentido da normal com terceira componente negativa.

Resolugao: Notem que M é uma porgao do plano z = 0. Assim o vector normal a M
com n, < 0 é dado por n = (0,0, —1) (constante). Por defini¢do

Fluxop (F) = // F-n
M

Como F -n =z e z =0 nos pontos de M, resulta que

//Mp.n:o.
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(3) Calcule por definicdao o fluxo do campo F(z,y,2) = (23,93, 2) através do cone

C: z=v22+y% 0<z<1

orientado com normal n com terceira componente positiva.
Resolu¢ao: Usando coordenadas cilindricas seja

g(p,0) = (pcosb,psinb,p), 0 < p<1, 0<6<2m,

uma parametrizacao de C. Por defini¢do o fluxo pretendido é

Fluxoq(F) = //CFn: i/ol [/0% Flg(p,0)) - (gi(p, 0) x gg(p, 9)) dp} 4

sendo que o sinal acima depende do sinal da terceira componente do vector

(52000 G10.0))

Como (verl...)

dg dg o
<ap(p50) X 89([),0)) - ( pCObev pSlne’p)v

FluxoC(F)://CF~n
-/ " I ' Flo(p.0))- (52000 % 5310.0)) o a9
_ /0 7 [ /0 1 =t [oos(8) + sind(8)] d,o} do

=or /01p2 dp — </01p4 dp) (/027r [cos™(6) + sin® (0)] d@)

_ %” _ é ( /0 " leos'(6) + sin(6)] d9>

Calculos auxiliares: Usando o facto que:

temos que

1 260
(cos)? = L+ cos(26)
2
1-— 20
(sinf)? = C;’S( )
pode-se ver que
°n 1 3
4 . 4 _ .04 _ o7
/0 [cos™(0) + sin®(0)] db = /0 [2 + 1 (1 + cos(29)>] de 5
Assim: "
T
F1 F)=—.
uxoc(F) = -5

Nota: Na verdade este exericio serd mais simples usando o Teorema da Divergéncia.
Sera feito numa préxima aula. Fica para ja como desafio.
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(4) Dada a superficie

(0.1)

(0.2)

S={(z,y,2) R : 22 +9y°=1;0<2<2—y}

e o campo vectorial F(x,y,2) = (yz,—y — z,y + 2), calcule, usando o teorema da
divergéncia, o fluxo de F' através de S segundo a normal n tal que n(1,0, %) = (1,0,0).

Resolugao: Queremos calcular o Fluxog(F) = [[o F - n onde a orientagao n de S é
tal que n(1,0, %) = (1,0,0). Aplicamos o teorema da divergéncia na regiao

R={(z,y,2) eR®: 2 + > <1;0<2z<2—y}
Notemos que R = S U AU B onde:
A={(z,y,2) eER®: 2 +9? < 1; 2 =0},

B={(z,y,2) eR¥: 2?2 + 92 <1; 2=2—y}.

Pelo teorema da divergéncia podemos concluir que

/// divF dz dy dz = Fluxo§(F) = // F-nf
R OR
onde n¢ designa a normal (unitaria) exterior a R em relacao a R. Tendo em conta
que divF = 0, obtemos que
// F-n®=0
OR

ou equivalentemente

//F-neLs—i-//F-neLA—F//F'neLB:O.

S A B

Observemos que a orientacdo n de S (um cilindro® cortado por dois planos) é tal

que n = nf|g, pelo que
Fluxog(F') = // F-nflg.
S

Para obter este integral usamos (0.1) i.e o facto que

//SF-neLS——//AF-neLA—//BF-neLB.

Célculos auxiliares:
o [JaF -nla
Pode-se ver que n®| 4= (0,0 — 1) de onde (F -n[4) = —z. Como z =0 em A

resulta que
/ / F-nfa=0
A

1superficie
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° ffBF n¢|p

Pode-se ver que n®| p= —(O, 1,1), de onde (F - n¢[5) = 0 pelo que

J[ Fncta=o.

Concluimos entao de (0.2) que Fluxog(F') = 0.



