APOIO A FICHA 10

MARGARIDA BAIA, DM, IST

I. Problema da determinagao de extremos duma funcao sujeita a uma ou
mais restrigoes (extremos condicionados).

A) Exemplos de motivagao/aplicagao.

Problema 1. Uma empresa pretende construir um modelo de caixa de cartao (sem tampa
e com base rectangular) de modo a que o volume do seu interior seja méximo, usando apenas
12 metros quadrados de cartao na sua construcao. Objectivo deste problema: determinar as
dimensoes desta caixa.

Possivel formulag¢ao do problema 1. Chamando x,y, z as dimensoes da caixa deste prob-
lema (largura, profundidade, altura), pretendemos maximizar
V(x,y,z) = zyz (volume)
sujeito a restricao
Az,y,2) =12
onde A(z,y,2) = xy + 2xz + 2yz (drea lateral da caixa).

Problema 2. Uma empresa estima que o lucro didrio (em euros) da producao de

e x miligramas de um solvente 57,
e y miligramas de um solvente Sy,
e z miligramas de um solvente S3,

seja dado pela funcao

L(z,y, z) = 22% 4+ 3y* + 22,
e 0 seu respectivo custo por
C(z,y,2) =2x+ 3y + 2.

Pergunta: que quantidade de solvente S; (i = 1,2, 3) deve esta empresa produzir diariamente
para ter um lucro méximo com um gasto de 100 euros?

Possivel formula¢ao do problema 2. Devemos determinar o ponto (z,y,z) de méximo da
funcao L sujeito a restricao
C(z,y, z) = 100.

Problema 3. Um aluno estagidrio numa empresa agropecudria pretende construir um
reservatorio cilindrico fechado com diametro d e altura h para armazenamento de uma
tonelada de trigo, a partir do corte de uma chapa de uma dada espessura. Pergunta: diametro

e altura deste reservatério de modo a que este aluno use a menor quantidade de chapa possivel?
1
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Possivel formulagao do problema 3. Sabemos que a area lateral de um cilindro de diametro
d e altura h é dada !

d\ 2
A(d, h) = 27r<§> + dh
e que o volume é:

V(d,h) = w<§)2h

Devemos determinar (h,d) o ponto de minimo da funcao A sujeito & restrigao
V(d, h) = 1000.
Problema 4. Qual o ponto da esfera 22 + y? + 22 = 4 mais préximo de (3,1, —1)?

Possivel formulag¢do do problema 4. Devemos descobrir o ponto (x,y,z) de minimo da
funcao

flay.2)=V(z =32+ (y— 1)+ (z + 1)
restricto a condicao
w2 y? 422 =4
Atendendo a que h(t) = /t,t > 0 é uma funcio crescente, bastard determinar o ponto
(z,y,2) de minimo da fungao
g9(2,y,2) = (& = 3)* + (y = 1)* + (¢ + 1)?
(porqué? pensar...) restricto a condicao

:1:2+y2—|—z2:4

Problema 5. Determine trés ntimeros positivos cuja soma seja 120 e o seu produto o
maximo possivel. Possivel formulacdo do problema 57

Problema 6. Determine a distancia minima da origem a linha
L={(z,y,z) eR®: z4+y+2=8, 2z —y+ 3z =28}

Possivel formulacao do problema 67

Todos estes problemas podem-se resolver como aplicacao do Teorema dos multiplicadores
de Lagrange visto nas aulas teéricas. Deixo-os como desafio.

Nota 1: podem-se encontrar outras aplicacoes em problemas especificos de programacao
linear, modelos matematicos de varias areas que envolvam minimizar ou maximizar uma dada
energia sujeita a uma ou vérias restrigoes, etc... (estes problemas ja saem dentro do &mbito

de CDI-II).

Nota 2: Em alguns casos, podemos obter os pontos de extremo de uma funcao restricta
a uma ou véarias condigoes de forma fécil (por exemplo: o problema resultante traduz-se em
determinar os extremos de uma fungao de uma variavel)

Exemplo: Determinar os pontos de extremos da funcao f(z,y) = zy restricta a recta

R={(z,y) eR?*: y=1-z}

Ipode confirmar esta férmula do secundério uma vez que estude a matéria do Capitulo 7; fica como desafio.
Atencdo: ao contrario que neste exemplo, regra geral nas aulas o termo cilindro refere-se & superficie cilindrica.



APOIO A FICHA 10 3

Possivel resolugao: Procuramos os pontos (x,1 — z) onde f(x,1 — ) = (1 — x) alcance
um valor extremo. Este problema reduz-se a estudar os pontos de extremos da funcao de
CDI-I

r—x(l—1x), z€R,
que claramente (porqué? pensar...) alcanca um valor maximo (absoluto, de facto) no ponto
x = 1/2 (e nao alcanga valor minimo em R). Assim f|r alcanca um méximo (absoluto) no
ponto (1/2,1/2). O seu valor maximo nesta recta é: f(1/2,1/2) =1/4.
B) Alguns exemplos resolvidos semelhantes aos problemas da ficha 10.

1. Determine os extremos de f(z,y) = y na elipse

E={(z,y) e R?: 2% 4 2zy + 2% = 4}

Resolugdo: Notemos que os pontos de E sdo tais que F(z,y) = 22 +2xy+2y> —4 =
0. Pelo Teorema dos multiplicadores de Lagrange (ver que as condigdes sao verficadas)
se um ponto (x,y) é um ponto de extremo de f|E entao: I\ € R tal que

F(l’,y) =0, Vf(a:,y) = )\VF(LB,y)

i.e

22+ 2zy 4+ 2y% =4
0= A2z + 2y)
1 = A2z + 4y)

E fcil ver que este sistema tem duas solucdes: (2, —2) e (—2,2). Por outro lado,
pelo Teorema de Weierstrass, dado que f é continua e £/ é um subconjunto compacto
de R? (67 pensar...) sabemos que existem méaximos/minimos absolutos de f em
E. Concluimos entao que estes dois pontos sdo pontos de extremos de f|F, sendo
o primeiro um ponto de minimo (f(2,2) = —2) e o outro um ponto de maximo
(f(2,2) =2).

2. Determine o ponto de
L={(z,y,2) eR’: z=20+ 9%, x4+ 2=1}
que apresenta maior terceira coordenada.

Resolugdo: Neste caso os pontos de L sio tais que F(x,y,2) = (2> +y?> — 2,2+ 2 —
1) = (0,0). Pelo Teorema dos multiplicadores de Lagrange (ver que as condigoes sao
verficadas) se um ponto (z,y, z) é um ponto de extremo de f|L, onde f(z,y,z2) = z,
entao: d\, u € R tal que

F(.ﬁl?,y,Z) = (0’070)7 Vf(fL‘,y,z) = )\VFl(IE,y, Z) +/~LVF2($7Z/72)

onde I (x,y,2) =22+ 9% — z e Fy(x,y,2) =+ 2 — 1, ie,
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:U2+y2:z
z+z=1
0=X2z+p
0= X2y
l==-A+p

E facil ver que este sistema tem duas solugoes:

2
“1+v5 (145
2 707 9 =Pp1

2
-1-+5 -1—-+5
2 )07 D) = P2

Por outro lado, pelo Teorema de Weierstrass, dado que f é continua e L é um
subconjunto compacto de R? (é? pensar...) sabemos que existem mdaximos/minimos
absolutos de f em L. Concluimos entao que estes dois pontos sao pontos de extremos
de f|L. Como f(p2) > f(p1) o ponto py é um ponto de méximo de f|L.

C) Prova do teorema enunciado na aula.

Nocao prévia: Dada f : D C R® — R, M uma variedade-m em R", M C D, dizemos
que p é um ponto de méximo (minimo) relativo (ou local) de f|as se existe uma vizinhanca
V =V (p) C R" tal que

@) < f(p), YaeMAV.

(=)
Neste caso dizemos que f(p) é um valor maximo (minimo) local de f|as. Ponto de extremo
de f|a: qualquer ponto que seja méximo ou minimo local de f|a;.

Nota: M NV é o que se denomina uma vizinhanga de p em M.

Teorema (condigdo necessaria). Seja f : D C R® — R, D aberto, f € CY(D) e M
uma variedade-m em R"™, M C D. Se p € M for um ponto de extremo de f|ys entao

Vi) e (1,M)"

Prova: Por hipétese sabemos que p é um ponto de extremo de f|j;. Sem perda de
generalidade assumamos que se trata de um maximo local. Isto significa que existe uma
vizinhanga V' = V(p) C R" tal que

flx) < f(p), YzeMnV.

Também sem perda de generalidade (caso contrario consideramos uma vizinhanca V' menor)
admitamos que
MV ={gt): teA}
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g:A—=R" ACR™ aberto, g € C!, carDg(t) méxima Vt € A (i.e que esta vizinhanca de p
é parametrizada pela funcao g).

Seja tg € A tal que p = g(tp). Em particular teremos que
flg(to)) = f(g(t)), Vte A,

o que implica que tg seja um ponto de maximo de
B(t) = (fog)(t), t € A.
Assim (pelo que aprederam no Capitulo 3; notem que h: A — R)
Vh(ty) =0
o que implica (pelo teorema da derivada da composta)
Df(g(to)) - Dg(to) =0

i.e Vf(g(to)) = Vf(p) é um vector perpendicular as colunas da matriz Dg(ty) (que conforme
vimos na aula geram o T,M). Assim

Vi) € (1,0)
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II. Integrais de linha de campos escalares em variedades diferenciaveis.
A) Exemplos de motivacao/aplicagao.
Problema 1. Determine o comprimento dos cabos principais duma ponte suspensa sob

a accao apenas do seu prépio peso (ou de uma dada linha de alta tensao).

Formulacao matemdtica deste problema: atendendo a que a catendria é a forma geométrica
que mais se adequa & geometria destes cabos/linhas quando sujeitos apenas ao carregamento
do seu propio peso, o problema reduz-se a calcular o comprimento duma catenaria.

Problema 2. Determine o comprimento dos cabos principais da ponte 25 de Abril.

Formulagao matemdtica deste problema: atendendo a que estes cabos apds a colocacao do
tabuleiro da ponte desenvolveram a forma de uma parabola, o problema reduz-se a calcular
o comprimento dum arco de parabola.

Problema 3. Determine a area da superficie externa duma torre de refrigeracao hiperbdlica.

Formulagcao matemdtica deste problema: determinar a drea duma porcao de hiperboloide
de uma folha.

Problema 4. Determine a area de um diabolo.

Formulacao matemdtica deste problema: determinar a area de duas semiesferas.

Problema 5. Determinar a area exterior do tabuleiro de uma ponte metalica pedonal
curva (em viga caixao) com o objectivo de lhe aplicar posteriormente pintura anticorrosiva.

Formulacao matemdtica deste problema: determinar a area de uma superficie curva.

Problema 6. Pretende-se determinar o comprimento total dos varoes de ago necessarios
para a construgao de um silo de 15 metros de altura (com seccao circular) em betao armado.
Suponha-se que o raio exterior do silo é de 5 metros e o raio interior de 4.8 metros, que os
varoes de ago que se pretendem usar tém um diametro de 10mm e que se querem colocar na
vertical com um espacamento de 20 cm.

Formulagcao matemdtica deste problema: determinar o comprimento de muitas circun-
feréncias de varios raios.

Nota: em todas estas aplicacoes neglegenciamos a espessura destas estructuras, de modo
a trata-las como linhas ou superficies.

B) Definicao e exemplos resolvidos.

Definigao geral: Seja M uma variedade-m em R" e g : A — R", A C R™ (aberto),
g = ¢(t), uma sua parametrizacdo. Seja f : D C R™ — R uma fungdo continua tal que
M C D. Definimos o integral de f em M por:

[ [ 1= [ [ ao)/actipgyDg(o)as
M A

Observagao 1: Notem que a definigao de [--- [ f é dada por um integral do Capitulo 4

M
se m > 1 e de um integral de CDI-I se m = 1. As vérias aplicacbes deste tipo de integral
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tém a ver com o siginificado da integranda como sucedia no Capitulo 4. A titulo de exemplo
(veremos nas proximas aulas):

Comprimento(M) = / . / 1 (no caso em que M seja uma variedade-1)

Area(M) = / . / 1 (no caso em que M seja uma variedade-2)

Massa(M) = / . / f (M uma variedade-m geral e f a densidade de massa de M)

etc...

Observagao 2: Veremos também na aula que

\/det[Dg(t)TDg(t)] =||¢'(t)|| (no caso em que M seja uma variedade-1)

\/det [Dg(t)T Dg(t) Hatl 8t2 H no caso em que M seja uma variedade-2; t = (t1,12))

Alguns exemplos resolvidos semelhantes aos problemas da ficha 10.

1. Dado

A={(z,y) eR?: y=2% 0<z <1},

(a) Calcule a carga eléctrica de A sabendo que a sua densidade de carga eléctrica é
dada por p(z,y) ==

Resolugao: Por definicao (analogamente ao visto no Cap. 4), a carga eléctrica
de A, que designaremos por C.(A) é

cia)= [ v

Para calcular este integral (atendendo a sua defini¢ao), comegamos por dar uma
parametrizacao de A (arco de parabola):

g(z) = (z,2%), 0<z<1.

Assim:

1 , 1 1 .
@w:Ammwmmm:Axm+wm=mwmm
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/y 1+ 422
A

Resolugao: Designando por f(z,y) = yv1 + 422 e usando a definigao de integral
(uma vez que em (a) j& parametrizamos A)

(b) Calcule

o / o, o 1T
1= [ ra@lg @l = [ a0+ 1% 0 =

2. Comprimento da catenaria

C ={(z,y) € R?: y:Rcosh(%), —R<z <R}

Resolugdo: Por definicao

Comp(C):/ 1.

C
Para calcular este integral comecamos por dar uma parametrizacao de C'

g(z) = (x,Rcosh (%)), —-R<z <R

Assim:
R R R
/Cl = /_R g (z)]] dz = /_R 1/ 1+ sinh? (%) dx = /_Rcosh (%) dr = 2Rsinh(1) = 2.35R
3. Seja

S={(z,y,2) €ER®: y=2% 0<2<1, 2<z<2}

Suponhamos que a densidade de massa de S é dada por p(z,y,2) = V1 + 422.
(a) Calcule a massa de S.
Resolugao: Por definigdo a massa de S, que designamos por M(S), é dada por

sz/ép

Para calcular este integral, comegamos por dar uma parametrizagdo de A (parte
de um cilindro parabdlico)

glz,2) = (x,2%2) —2<r<2, 0<z<1

Assim concluimos que

M(S) = /2 [/Olp(g(x,z)) H@g(aa;, 2) ag(axz, z)

-2

2 1 1 2
:/ [/ 1+ 4z2? dz} dx:/ (1 +42°)dx = 76/3
-2 LJo -2

‘ dz] dx
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(b) Obtenha a primeira coordenada do centro de massa de S

Resolugdo: Por definicao
@/
=[]
M(S) ) Js

[y, 2) = zp(z,y, 2).
Atendendo & alinea (a) falta apenas calcular [ [ g f. Por definicao (atengao que
jé se parametrizou S na alinea anterior)

//Sf: /22 [/olf(g(:v,z)) Hag(;;z) x ‘99222)
{ere] Lot

Assim: =0

8|

onde

‘ dz] dzx

Bom estudo!



