Célculo Diferencial e Integral Il
Resolugdo do Teste 1 (versdo 1) - 21 de Abril de 2018 - 9h
Todos os cursos do IST excepto LMAC e MEFT

1. Sejam
—_— 0,0
f(:c,y): I‘2—|—y4 se (x’y>7é( ) )7 e g(l',y):COS(ﬂ'—xZ—i—{Ey).
0 se (z,y) = (0,0)

(a) Determine . l)m% f(z,y), caso exista.
0,0)

(b) Sendo F : R* — R? tal que F' = (f,g), calcule  lim F(z,y).
(z,)—(0,0)

(c) Caso exista, calcule a—f(() 0).

(d) Dada uma func3o diferencidvel h : R? — R? tal que h(1,1) = (0,1) e Dh(1,1) =

{ (1) g } calcule D(go h)(1,1).

Resolucao:

(a) Uma vez que
Py ot % , 2 y

= + =x +
«T2+y4 I2_|_y4 x2_|_y4 x2+y4 yx2_|_y4

e as fracgbes na expressdo anterior sao nimeros compreendidos entre 0 e 1, cada
termo na soma tende para 0 quando (z,y) — (0,0). Logo o limite em causa existe
e é igual a 0.

(b) Uma vez que os limites se calculam componente a componente temos

lm  F(z,y) = ( lim  f(ey), lim g<x,y>):<o,g<o,o>>:<o,—1>

(z,y)—(0,0) (2,y)—(0,0) (z,y)—(0,0)

(onde para calcular o limite de g usdmos o facto que g é uma fungdo continua [é a
composta da fungdo coseno com um polinémio]).

(c) Resolugdo 1: Por definicdo:

Resolucao2:



Uma vez que

0 sex =20

f(x,()):{x sex # 0

vemos que f(z,0) = z2. Logo 2£(0,0) = 4 (7%))mp =2-0=0.

(d) A fungdo g é diferencidvel, porque é de classe C'! e
Dg(z,y) = | (22 —y)sen(r — 2* + zy) —axsen(r — 22 + zy) |

Pelo teorema da derivacdo da funcdo composta conclui-se que g o h é diferenciavel
e

D(goh)(1,1) = Dg(h(1,1))Dh(1,1) = Dg(0,1)Dh(1,1)

= [0 0]]; 5]

= [0 0]

2. Sejam f(z,y) =2 —22y+2y+3 e g(x,y) =2* +y* +2.

(a) Classifique os pontos criticos de f em R

(b) Justifique que (0,0) é um ponto critico de g em R? e classifique este ponto.

Resolucao:

(a) Como Vf(z,y) = (22 — 2y, —2x + 2) os pontos criticos sdo as solugdes do sistema
20 — 2y =0 =1
Z Y o Y
—2x+2=0 r=1
A matriz Hessiana de f é dada por
2 =2

Uma vez que det Hf(1,1) = —4 < 0 conclui-se (pelo critério de classificacdo de
pontos criticos de uma fun¢do; condi¢do suficiente) que (1,1) é um ponto de sela.

(b) Temos Vg(z,y) = (423, 4y3). Portanto Vg(0,0) = (0,0) o que significa que
(0,0) é um ponto critico. Uma vez que z* + y* > 0 para todos os z,y temos
g(z,y) = 2t + y* + 2 > ¢(0,0) = 2 para todos os (z,y) € R? logo (0,0) é um
ponto de minimo (absoluto) de g.



3. Considere o conjunto

()
(b)

A={(z,y,2) eR*: 2® +¢y* <1;2+2<2;2—2<2;2>0}

Escreva uma expressao para o volume de A usando integrais triplos iterados da
forma [([ ([ dz)dy)dz.

Escreva uma expressao para o volume de A usando integrais triplos iterados da

forma [([([ dy)dz)d=.

Resolucao 1:

()

O volume de A é por definicdo dado por vol(A) = [ [ [, 1dzdydz. Comegamos
por descrever onde varia a primeira coordenada x. Atendendoaque z > 0,z < 24z
ez < 2—ux, teriamos que x € [—2,2]. Como z2+y* < 1, a projec¢io de A no plano
Owxy estd contida no circulo {(z,y): 2*+y* < 1}, pelo que na verdade = € [—1,1].
Fazendo agora cortes com x = constante, x € [—1, 1] obtemos que:

i) Sex € [0, 1], o corte vem dado pela regido plana (no plano yz) descrita pelas lin-
has 2 =2—z,y =v1—22ey = —+/1— 22, dondey € [—V1 — 22,1 — 2?]
e (para cada y fixo) z € [0,2 — «]

i) Se x € [—1,0], o corte vem dado pela regido plana (no plano yz) descrita pelas
linhas 2z = 2+2,y = V1 —22ey = —/1 — 22, donde y € [—V1 — 22,V/1 — 22]

e (para cada y fixo) z € 0,2 + z]

Podemos entdo concluir que:

vaa = [ ( /: ( / 1dz> dy) ”

Comegamos agora por descrever onde varia a coordenada z. Temos que z > 0,z <
2+zez<2-—z Portanto

0<z<min{2+z,2—z}=2— |z|

i.e, z € [0,2]. Fazendo agora cortes com z = constante, z € [0,2], obtemos a
regido plana (no plano xy) descrita por

:132+y2§1, z—2<z<z4+2

e trata-se portanto da regido do circulo compreendida entre as retas verticais © =
z—2ex =2—z Sez > 1 estas retas ndo intersetam o circulo e portanto a
segunda condicao é implicada pela primeira. Temos assim

vol(A):/O1 (/_11 (/_Zldy) d:v) dz+/12 (/Z:Z </_T/Zldy> d$> dz
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Resolucao 2:

(a) O volume de A é por definicdo dado por vol(4) = [ [ [, 1dzdydz. Para cada
(x,y) na projecgdo do sélido no plano zy temos que 2 > 0,2 <2+ zx ez <2—ux.
Portanto

0<z<min{2+z,2—z}=2— |z|

A projeccdo estd claramente contida no circulo {(x,y): 22 + y*> < 1}. Como para
cada um dos pontos do circulo a condicdo em z é nao vazia, a projeccao consiste
exatamente no circulo de raio 1 centrado na origem no plano zy. Pelo Teorema de
Fubini o volume é portanto dado pela expressao

2_|5’3| 1 m 2—|$‘
// / ldz dmdy:/ / / ldz | dy | dx
{(@y): 22+y2<1} \JO 1 \Jovizzz \Jo

(b) De acordo com a alinea anterior, no sélido A, a coordenada z varia entre 0 e 2 (isto
também é uma consequéncia das condi¢des 0 < z < 2 — |z|). Para cada z fixo
entre 0 e 2 a fatia horizontal correspondente de A é definida pelas condicoes

P24+ <1, z2-2<zx<z+2

e trata-se portanto da regido do circulo compreendida entre as retas verticais © =
z—2ex =2—znoplano zy. Se z > 1 estas retas ndo intersetam o circulo e
portanto a segunda condicdo é implicada pela primeira. Temos assim

1 1 V1—zx2 2 2—z V1—z2
vol(A) = / / / ldy | dx | dz —i—/ / / ldy | dx | dz
0 -1 —/1—22 1 2—2 —V1-22
4. Calcule o volume do conjunto

B={(z,y,2) eR*: 2 +* <2<6— /a2 +y2; 2>0;y >0}

Resolucao: Usando coordenadas cilindricas em torno do eixo dos 2z

x = pcosb
y = psent
z2=2z

o sélido é determinado pelas condicoes

pPP<z<6-p 0<0<

ro| 3

Uma vez que
pPP=6—-—pep=2 (poisp>0)
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temos que

5 2 6—p
vol(B) = ///Bldxdydz:/o /0/2 pdzdpdf
T 0 8

16 8

2
= - —o—0pdr == - (12— - — )= —
2/0(6/)/))/)7’ 5 (12-3-7)=3

. Seja f : R? — R uma func3o diferencidvel. Sabendo que existe R > 0 tal que
v +y? < R? implica Vf(z,y)- (z,y) >0,

mostre que (0,0) é ponto de minimo de f.

Resolucdo: Dado (z,y) tal que 0 < 22 + y? < R? considere-se a fungdo g: [0,1] — R
definida por
g(t) = f(tz,ty)

Esta funcdo é diferencidvel pela regra de derivacdo da funcao composta e portanto, pelo
Teorema de Lagrange (CDI-I),

9(1) =9(0) = g'(c) - (1 = 0) = ¢(c)

para algum ¢ €]0, 1[. Isto é

f(x,y) — f(0,0) = ¢'(c)

para algum ¢ €]0, 1[. Mas pela regra de deriva¢do da fungdo composta

g'(t) = Vy(tz, ty) - (x,y)

Assim, a condicdo do enunciado relativa ao gradiente diz-nos que
, 1
g'(c) = =Vglex,cy) - (cx,cy) > 0
&

Conclui-se que f(x,y) > f(0,0) para todo o (z,y) tal que 0 < 2% + y? < R?. Portanto
(0,0) é um minimo relativo (estrito) de f.



