
PEQUENA AJUDA PARA AS FICHAS 11 - 12

MARGARIDA BAÍA, DM, IST

1. Noção de integral de linha dum campo vectorial; 12-05-17

Nas condições da aula de ontem: Dado o campo vectorial F : D ⊂ Rn → Rn (por exemplo
continuo e supondo C ⊂ D) define-se

∫
C
F · dg =

∫ b

a
F (g(t)) · g′(t) dt

onde g : [a, b]→ Rn, g = g(t), é um caminho C1 que representa parametricamente a linha C
(é um integral de CDI-I!).

Em geral se g for seccionamente C1, i.e, se existir uma partição finita do intervalo [a, b]

[a, b] = ∪mi=1[ai, bi]

tal que g = gi ∈ C1 em [ai, bi] para cada i = 1, ...,m, então define-se

∫
C
F · dg =

m∑
i=1

∫ bi

ai

F (g(t)) · gi′(t) dt

(Se F é um campo de forças:
∫
C F · dg dá o trabalho realizado por F ao longo de C)

Dado F (uma vez a linha representada parametricamente) é só usar a definição!!!

Exemplo. (Exerćıcio 1 da Ficha 11)

Aqui F (x, y) = (−y, x) e o caminho já é dado. Assim∫
C
F · dg =

∫ 2π

0
F (g(t)) · g′(t) dt =

8π3

3

Veremos que a noção de campo gradiente dada e a de campo conservativo são equivalentes!
(para usar nos outros exerćıcios onde seja pedido)

2. Noção de fluxo dum campo vectorial F em R3 através duma variedade-2
orientável (M); 22-05-17

a) Consideremos o caso particular em que: a variedade M está globalmente parametrizada
(a menos dum conjunto de medida-2 (área) nula)!

Seja g = g(t, s), (t, s) ∈ D ⊂ R2 uma sua parametrização. Neste caso (veremos)
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FluxoM (F ) = ±
∫ ∫

D
F (g(t, s)) ·

(
∂g

∂t
(t, s)× ∂g

∂s
(t, s)

)
dt ds

O sinal será + ou − consoante a orientação escolhida em M (dada nos exerćıcios).

Exemplo: Considere o campo vectorial F : R3 → R3 definido por

F (x, y, z) = (2x,−y,−z).
Calcule o fluxo do campo F através da superf́ıcie

S : x2 = y2 + z2; 1 < x < 2

no sentido da normal ν a S com primeira componente positiva.

Resolução: Parametrização de S (parte de um cone!)

g(ρ, θ) = (ρ, ρ cosθ, ρ senθ)

ρ ∈ (1, 2) e θ ∈ (0, 2π). Podem ver que(
∂g

∂ρ
× ∂g

∂θ

)
(ρ, θ) = (ρ,−ρ cosθ,−ρ senθ)

Como este vector tem o mesmo sentido que ν (νx > 0; enunciado!) então

FluxoS(F ) =

∫ 2

1

[∫ 2π

0
F (g(ρ, θ)) ·

(
∂g

∂ρ
(ρ, θ)× ∂g

∂θ
(ρ, θ)

)
dθ

]
dρ = 14π (fazendo as contas, claro!!!)

b) Em geral (veremos)

FluxoM (F ) =

∫ ∫
M
F · ν dS

onde ν : orientação de M

Exemplo: Considere o campo vectorial F : R3 → R3 definido por

F (x, y, z) = (1− x, 2y,−z).
Calcule o fluxo do campo F através da superf́ıcie plana S definida por z = 0, x2 + y2 < 4,
no sentido da normal a S com terceira componente negativa.

Resolução: Sendo F (x, y, 0) = (1 − x, 2y, 0) e a normal unitária dada por ν(x, y, 0) =
(0, 0,−1), tem-se

∫∫
S F · n = 0.

Outros exemplos: ver página das aulas práticas! Bom estudo!


