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Apresente e justifique todos os calculos

1. Considere a funcdo dada por

x2y2
2Tt (z,y) # (0,0)

0 (z,y) = (0,0)

g(w,y) =

(2 val.) (a) Mostre que g é continua na origem.
Resolucgdo: Se (z,y) # (0,0) tem-se

$2y2 x2y2 y2
9ta.) = 9(0.0)] = |55 - ‘ S L
9g g o _
(2 val.) (b) Calcule -~ Oy (0 0) e 5 —=(0,0) e mostre que g é diferencidvel na origem.
Yy

Resolugdo: Como g(x,0) = ¢(0,y) = 0 para quaisquer x,y € R conclui-se que

no ponto (0,0) se tem % = gy 0, e portanto a matriz Jacobiana nesse ponto é

Dg(0,0) = [0 0]. Portanto g é diferencidvel na origem porque

h
o0 1) = 9(0.0) - Dg(0,0)| } | o
lim = lim 5 1 =0,
(hk)=(0,0) [|(R, K)] (hk)=(0.0) (20 + k4| (h, k)]

uma vez que

L I [0 G (0 N
(2h% 4+ k4)||(h, k)| _2h2||hk:|| 2 '
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(1 val.) (c) Calcule 3 MO restantes pontos de R” e diga, justificando, se g é de classe C".
x
Resolucado: Tem-se, se (z,y) # (0,0),
dg 2xy? 439
3—(5673/) = 92 4 2 4)2
T 2+ yt (222 +yt)
Se y # 0 obtém-se (y y) = = e portanto g ndo é de classe C" porque gg nao é

continua na origem deV|do a ter—se %(O, 0) = 0.



(2 val.) 2. Seja g : R? — R? diferencidvel no ponto (0, 1) com matriz Jacobiana nesse ponto

Dg(o,1):[g 21

oh
Sendo h : R? — R? definida por h(z,y) = g(x? + y?, "), calcule 3_1(0, 0).
Y
Resolucao: Pela regra da cadeia tem-se
ohy 991, 2 | 2 ayan O 2 o
_(070) = _( +y’6r+y>_(m +y)
dy Ox 0y (2.4)=(0.0)
0
+%( 2 4 y27ex+2y> a_<€x+2y)
Y Yy (z,y)=(0,0)
dg
= 2—(0,1)=6.
(0.1)
(3 val.) 3. Determine e classifique os pontos criticos da fung3o definida por g(x,y) = 2%+ (cosy)>.

Resolucdo: Temos Dyg(z,y) = [2z  —2cosyseny] = [2¢  —sen(2y)]. Entdo

Dg(z,y) =0 0] <= { ge;(gy) -0

e os pontos criticos sdo todos da forma (z,y) = (0, k7/2) com k € Z. A matriz Hessiana
é, para cada k € Z,

2 ]2 0
Dg(w,y) = | 0 —2cos(2y) }
) (2 0 . .
D?g(0,km) = 0 9 ] (indefinida)
5 (2 0 . ..
D%g(0,7/2 + km) = 0 2 (definida positiva) ,

pelo que, para cada k € Z, o ponto (0,km) é de sela e o ponto (0,7/2 + k) é de
minimo.

4. Considere o conjunto definido por
V={(r,y,2) eR*: 0<y<1;20®<z<1+uzx}

(3 val.) a) Escreva uma expressdo para o volume de V' em termos de integrais iterados da forma

[([([ dz)dx)dy e da forma [([([ dy)dz)dz.



Resolucao:

) = [ (L 1))

2

o) = [ ([ran)ae)ass [ (7 ([ ) ar) o

2 2

b) Sabendo que a fun¢do densidade de massa é dada por g(z,y, z) = 4y, calcule a massa

de V.
1 1 14z 27
massa(V) = / / (/ 4y dz) dr | dy = —
0 — 22 12

1
2

Resolucao:

. Usando uma mudanca de coordenadas apropriada calcule o volume do sélido
A={(z,y,2) Ry + 22 <2 <2 —/y2 + 22}.

Resolugao: Em coordenadas cilindricas (z, p, ) tem-se:

rT=x
y = pcosf
2z = psenf

e o volume é dado por

vol(A) = /0% (/01 </pjppdx) dp> do — %”

. Seja u : R? — R uma funcio de classe C? tal que

0%u N 0*u =0

ox?  Oy?
em todos os pontos de R?. Supondo que u = 0 na fronteira do disco unitdrio D =
{(z,y) € R? : 2% + y* < 1}, mostre que u < 0 em D.

Resolucao: Como u é uma fungdo continua e D é um conjunto compacto sabemos,
pelo Teorema de Weierstrass, que a fun¢dao u tem maximo e minimo absolutos em D. Os
extremos no interior do disco correspondem a pontos de estacionaridade de u, que sao
classificados usando a matriz Hessiana:

9%u 9%u

2 _ Oz? Oydx
D U(Z’,y) - 0%u 0%u :

oydx  Oy?




O traco da matriz Hessiana é a soma dos valores préprios e neste caso sabemos, por
hipdtese que é positivo, portanto pelo menos um dos valores préprios é positivo. Logo
nao podemos ter um ponto de maximo no interior de . Donde podemos concluir que o
maximo pertence entdo a fronteira de D. Como u = 0 na fronteira de D este é o valor
maximo de u, ou seja, u < 0.



