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Resolugao abreviada

1. Seja f : R? — R? o0 campo vetorial definido por

flz,y) = <x2 log(1 + y?) + 2zy, cos(r —y —1)+ e”y’l)

Prove que f tem uma inversa local de classe C' numa vizinhanga de (1,0). Sendo

0
" Hu,v) = (z(u,v),y(u,v)) essa inversa, determine a—z(O,Q).

Resolugao: f € C'(R?) visto que é a soma, produto e composta de fungoes polinomais
com a exponencial, o seno e o logaritmo e tem dominio R%. Tem-se, também, que

det Df(1,0) :' - ':-2%0

Entao, pelo teorema da funcao inversa existe uma inversa continuamente diferenciavel
numa vizinhanga do ponto (1,0). Como f(1,0) = (0,2) tem-se ainda,

Df7(0.2) = (DF(1,0) = [ X }

N[

dy 1
L —(0,2) = =.
Og07 au( ) ) 2

. Seja C' C R? o conjunto definido por

rseny + zcosy =1
rcosy —zseny =0

a) Prove que C' é uma variedade diferencial. Qual a sua dimensao?
Resolugao: Sendo G(z,y) = <x seny -+ zcosy— 1,z cosy — zsen y) , G € C'(R3) pois

ambas as fungoes coordenadas sao produtos, somas e compostas de fungoes polinomais,
funcao seno e funcao cosseno. A caracteristica de

seny X CoOSYy — Zseny  COsY
COSY —Iseny — zZCcosy —seny

DG(z,y) = {

¢ 2 em todos os pontos pois o determinante da matriz formada pela primeira e terceira
colunas nunca se anula. Logo C' é uma variedade de dimensao 3 — 2 = 1.

b) Indique o espago normal a C' no ponto (0,0, 1).

Resolucao: O espago normal é composto pelas combinagoes lineares dos vectores
VG1(0,0,1) = (0,0,1) e VG2(0,0,1) = (1, —1,0) ou seja o espago

{(u, —u,w) : u € R, w € R}
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4.

¢) Indique uma parametrizagao para C'.
Resolucgao: O sistema ¢ linear, possivel e determinado em x e z e equivalente a

x| | seny
2| | cosy |’
Assim uma parametrizagao para C serd y(y) = (sen Y, Y, COS y) ,y € R.

Estude, quanto a existéncia de extremos, a fungao definida por f(z,y,z) = y + 2z no
conjunto D = {(z,y,2) e R®:y+2=0; 22+ ¢y* + 2% = 2}.

Resolucao: D é uma variedade compacta pois trata-se de uma circunferéncia e f é uma
funcao continua. Logo, pelo teorema de Weierstrass, f tem méximo e minimo em D.
Como, V f(x,y,2) = (0,1,2) e, sendo D definido por H(z,y,2) = (y + z, 2% + y* + 2% —
2) = (0,0), VHy(z,y,2) = (0,1,1) e VHy(z,y,2) = (2z,2y,22), usando o método dos
multiplicadores de Lagrange obtém-se o sistema

)\1+2/\2.T:O xiﬂ:l
2+)\QZ:O )\__:F3

— 02 2 2 _ 1= 73
r+y=0x"+y* +z2 2 )\ini

Sabendo que f tem méximo e minimo em D, que os extremantes tém que ser (0,1, —1) e
(0,—1,1) e que f(0,1,—1) = —1 e f(0,—1,1) = 1, é imediato que mgxf =1le mDinf =
—1.
Considere a superficie

S={(z,y,2)eR®: z=0?+9*; 2<1; y>0}

e o campo vetorial F(z,y,z) = (z* — x, —2zy, z). Calcule o fluxo de F através de S
segundo a normal com terceira componente negativa, usando o teorema da divergéncia.

Resolugao: Aplica-se o teorema da divergéncia ao dominio
V=A(z,y,2) eR¥: 2?2+ <z2<1;y>0}

e, tendo em conta que div F' = 0, obtem-se

//SFn:_//AFn_//BFn

A={(z,y,2) eR’:z=1; 2® +¢* < 1;y >0}

em que

B={(z,y,2) ER*:y=0; 2° <z < 1}.

Na superficie A tem-se:

F(x,y,2) = (2% —x,—2zy,1) ; n(z,y,2) = (0,0,1) e, portanto, F'-n = 1, de onde resulta
/ F-n=voly(A) = T
A 2
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Na superficie B tem-se:

F(x,y,2) = (2> — 2,0,2) ; n(z,y,z) = (0,—1,0), ou seja, // F-n=0.
A

™
Assim, concluimos que / / F-n= 5
s

Considere a superficie

S={(r,y,2) ER®*: 2= /a2 + 942 ; 2z < 1}

e o campo vetorial F(z,y,2) = (yz — y,x + xz, 2y + 2).

a) Indique justificadamente se o campo F' é conservativo.

- oF: OF <~
Resolugao: Dado que 8_2 =1l4+ze 8_1 =z — 1, o campo F' nao é fechado e, por-
x Y

tanto, nao é conservativo.

b) Calcule o fluxo do rotacional de F' através de S segundo a normal n com terceira
componente negativa, usando o teorema de Stokes.
Resolucao: O bordo da superficie S é a linha descrita pelo caminho

g(t) = (cost,—sent,1); 0 <t < 2.

Aplicando o teorema de Stokes obtem-se

27 27
// rot F'-n = / F-dg= / F(g(t))-¢'(t)dt = —2/0082tdt = —2r.
s a3 0 0

Seja f € C'(R3) um campo vetorial cuja divergéncia é constante, S C R® uma superficie
limitada cujo espago normal é o mesmo em todos os pontos e © um vector nao nulo desse
espago normal. Considere ainda as superficies S; = {xr € R} : z = a + tu; a € S}, em
que t € [0, 1].

Prove que se o campo [ pertence ao espago normal a S; em todos os seus pontos, para
todo t € [0, 1], entao

//&f'”ds‘//Sf-"d5=//s<divf>\|u|rds

em que as normais, em S e em S, tém o mesmo sentido de u.

Resolucao: Como o espaco tangente a S é o mesmo em todos os pontos, S é uma
superficie plana. Considere-se entao o sélido regular D de bases S e S;. Por aplicacao do
teorema da divergéncia a f em D,

///divfdxdydz:// fneze dS
D SUS1USs

em que S, é a superficie lateral do sélido. Dado que o campo ¢é paralelo a superficie lateral
do so6lido em todos os pontos o fluxo de f ¢ nulo através de S5 resultando

///divfda:dydz:/ fnedS
D SuSy

Basta, agora, orientar as superficies com normais com mesmo sentido de u, o que faz
com que a normal em S seja interior e a normal em S; seja exterior, e notar que, sendo
div f constante, o integral do primeiro membro é igual ao produto de div f pelo volume
do sélido e que o volume de um sélido regular é o produto da &drea da base (dada por
J J5dS) pela altura (dada por ||u||) e obtém-se o resultado pretendido.



