Resolugao do 1° Teste (13-04-13, 1* Versao)

1) a) Estudamos a continuidade de f no seu dominio: dom(f) = R?. Consideramos dois
Ccasos.

- Caso em que (z,7) € R?\ {(0,0)}. Das propriedades das funcdes continuas
segue-se que f é continua neste ponto dado que em R?\ {(0,0)} é definida
por um quociente de fungbes continuas (polinémios) cujo denominador nao se
anula.

- Caso em que (z,y) = (0,0). A fungao f serd continua neste ponto se

lim x,y) = f(0,0) = 0.
(ac,y)—>(0,0)f( y) = f(0,0)

Dado que
FOY)lw>0=0 —0

flz,z)|tz>00 =2 —2
x—0

concluimos que iﬂlim(%y)ﬁ(oyo) f(z,y) e portanto f nao pode ser continua na
origem.

b) Temos que

of f(k,0) = f(0,0)

90,0) = 1i —0.
gz (00 = lim k 0
Por outro lado, para cada (z,y) € dom(g) = R?,
LT p—"
oz Y T At 2
donde, em particular,
9y
D (0,0) = 0.
Consequentemente
oh _of g B

2) a) A funcdo g é a composicio de f com h(z,y) = (z? — 3%,9y% — 2?), (2,y) € R2
Dado que tanto f como h sdo fungoes diferencidveis, concluimos, pelo Teorema da
Derivada da Fungao Composta, que g é diferencidvel no seu dominio, isto é, em
R?. Além disso, em particular,

Para cada (r,y) € R? obtemos que

Dhi,g) = [ 2% _2%

—2r 2y
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e assim

Dh(1,0) = [_22 8}

Concluimos entao que

Dg(1,0) = [2 0]

Nota: Podiamos ter obtido Dg(1,0) = [%(0,0), 2—5(0,0)} pela regra da cadeia
conforme o raciocinio usado na alinea b)!

b) Usando a notagao f = f(u,v) e designando as componentes da funcao h por

u(z,y) = 22 — y? e v(z,y) = y> — 22, podemos obter, pela regra da cadeial, que
que para cada (z,y) € R?
dg _of ou of ov
99, 0 @ O O
isto é
99 0y = 9F _of
09 0y — _9f of
afy(x,y) =~y @92y + o (7, )2y
Consequentemente
dg dg B

3) Calculamos os pontos criticos de f. Temos que

2
y° =2
Vflx,y)=(0,0) <
fz,y) = (0,0) {2y(a:—1)=0,
donde os pontos procurados sio (z,y) = (0,0), (z,y) = (1,v/2) e (z,y) = (1,—V2).
Para os classificar usamos o critério baseado no estudo da matriz Hessiana de f nestes
pontos. Ora




_ |72 2y

Assim, em particular

Hp(0,0) = [_02 _02]

donde concluimos, dado que os valores prépios de Hy(0,0) sao ambos negativos, que
(0,0) é um maximo local de f. Por outro lado

Hy(1,V2) = [2_\/25 2ﬁ

Hp(1,-V2) = [_;\2@ _20 ?

Ambas as matrizes tém valores prépios A\ = 2 e A\ = —4. Assim (z,y) = (1,v/2) e
(z,y) = (1, —+/2) sdo pontos de sela de f.

a) Obtemos primeiro os limites de integragdo para a variavel z. Da defini¢do de X
vem que
O<z<a+y<2.

Para obter os outros limites de integracao fazemos cortes com z, para z € [1,2]
fixo. As curvas que delimitam este corte (no respectivo plano perpendicular ao
eixo OZ) sdo: y=z—z,x =0,z =1,y =0ey = 1. Assim é facil ver que teremos
dois cortes diferentes consoante z € [0,1] ou z € [1,2]. Mais concretamente, se
z € [0, 1] entao

C,={(z,y,2): z<y<l,0<z<l}U{(zr,y,2): 0<y<z z—y<z<l}
e se z € [1,2] entdo
C.={(z,y,2): z—1<y<l, z—y<wz<1}

Consequentemente

Vol(X ///ldxdydz—/ Ul [/11614 dy—i—/oz[/ziyldx} dy] dz

/ / / ydzdydz
z—1
) Claramente temos que

/// ydxdydz—/ // ydzdyda:—// ya+y2 dydx—/ <‘;+;> dx:%



5)

Escrevemos B em coordenadas cilindricas

x = pcosf
y=y
z = psenf)

onde § € (—7/2,7/2), p€ (0,1) ey € (p,2—p?). Assim, usando o Teorema de Mudanca

de Variaveis,
/2 pl p2—p? 5
Vol(B) = / / / pdydpdd = —m
—w/2J0 Jp 12

Provar que f é diferencidvel em x = 0, por defini¢ao, equivale a ver que existem %(0)
para cada i = {1,...,n} e que além disso

o @) = 110) = VS (0) (@~ 0)

=0.
a0 |||

Por definicao de derivada parcial

_ oo f(O+ hei) — f(0)
8131' (0) N hl—r>% h

(e;: i-éssimo vector da base candnica de R™). Ora por hipdteses

[F(0)] < []0]]* =0,
donde f(0) = 0. Por outro lado, para cada i = {1, ...,n} temos também que

|£(0+ hey)| < ||hei])* = R

Assim
FO+he) = FO)| _ | £(O+he)| _
h N h -
donde of
oz, (0)=0

Estudamos finalmente

Temos entao que

|f(z) = £(0) = VFO) @ = 0| _ [f(@)] _ [lll* _ ]
|| 121 ]

donde

Concluimos portanto que f é diferenciavel em x = 0.



