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1. Seja

2% — g2
B (m) se (z,y) # (0,0)
0 se (x,y) = (0,0).

a) Estude a continuidade de f na origem.
R: Temos que

o (552 | <l W) # 0.0,

Assim

lim Z, =0= 07 0 )
o f(z,y) f(0,0)

o que implica, por definicao, que f é continua na origem.
b) Obtenha 5£(0,0) e 3£(0,0).
R: Por definicdo

9700 = fim h =0
7 R

c) Estude a diferenciabilidade de f na origem.
R: Por definicdo devemos ver se

lim ‘f(x>y)_f(0>0)_vf<070)($7y)’

— 0.
(2,5)—(0,0) | (z, y)||

Dado que

,y) — f(0,0) =V f(0,0) - (, 2 —y?
i) = 0.0 =00l ol ¢ r e




segue-se de facto que

i L @9) = £(0.0) = V£(0.0) - (2,)]

—0
(2,5)—(0,0) (z, )|

o que implica, por definicao, que f é diferencidvel na origem.

d) Dada uma funcdo diferencidvel g : R? — R? tal que g(1,1) = (1,0) e Dg(1,1) =
{ (1) g ] calcule D(f og)(1,1).

R: Pelo teorema da funcio composta, e dado que f é diferencidvel em R?, temos que

D(eg)(1.1) = Df(6(1.1)-Dy1.1) = V51,0 | ¢ 5 | =[5 5| =102

2. Determine e classifique os extremos de f(z,y) = 222 + y* + 2%y.

R: Calculemos primeiro os pontos criticos de f. Temos que V f(0,0) = (0,0) se e s se

dor + 22y =0

2y + a2 =0,

i.e, se esése (z,y) =(0,0) ou (z,y) = (2,—2) ou (z,y) = (—2,—2).

Para determinar a natureza destes pontos calculamos a matriz Hessiana de f. Temos que

442y 2z

Estudo do ponto (z,y) = (0,0). Como

Hy(0,0) = {ZOL g]

segue-se que é um ponto de minimo local para f.

Estudo do ponto (z,y) = (2,—2). Como

Hy(0,0) = [2 ;1]

segue-se que é um ponto de sela para f.



Estudo do ponto (z,y) = (-2, —2). Como

0 —4
.0 =] 0 3
segue-se que é um ponto de sela para f.

3. Considere o sistema

23 +y*ud =1
2213 + u?z =0

a) Mostre que este sistema define = e y como fungdes implicitas diferencidveis de z e u,
x =x(z,u) e y = y(z,u), numa vizinhanga do ponto (o, Yo, 20, uo) = (0,1,0,1).
R: Consideramos F(z,y, z,u) = (223 +y*u® — 1, 22y + u?z) € C'(R*; R?). Temos que
F(0,1,0,1) = (0,0) e além disso

O(Fy, Fy)
ANz, y)

onde Fi(x,y,z,u) = 22° + y*u® — 1 e Fy(x,y,2,u) = 2xy> + u?2. Pelo teorema da
funcdo implicita, podemos concluir entdo que este sistema define x e y como fungdes
implicitas diferencidveis de z e u, = z(z,u) e y = y(z,u), numa vizinhanga do ponto
(an Yo, 20, uO) = (07 1,0, 1)'

b) Estude a invertibilidade da fun¢do g(z,u) = (z(z,u), y(z,u)) numa vizinhanga de (zq, ug) =
(0,1).
R:
Pelo teorema da funcao inversa bastara verificar que

det { } (0,1,0,1) # 0,

detDg(0,1) # 0. (1)
Pode-se ver! que
=12 0

pelo que (1) é satisfeito.

4. Seja f : R™ — R uma fungdo tal que f(tz) = t"f(x) para todo z € R*\ {0} et > 0
(homogeneidade de grau m). Assumindo que f é diferencidvel, mostre que para cada
z e R"\ {0}
Vi) -z =mf(z).

1Semelhante a resolucdo do 1° Teste...



R:

Se f(tx) = t"f(x) para todo x € R"\ {0} e ¢ > 0, ent3o, derivando em ordem a t,

obtemos que

Vftz) -z =mt" ' f(z)

para todo z € R" \ {0} e t > 0. Em particular se ¢ = 1 obtemos que

Vi(x) x=mf(z)

para cada x € R" \ {0}.

. Considere a variedade

a)

M= {(z,y,2) €R® : 2 =y + 2% 2 < 4}.

Determine o espago normal a M no ponto (2,1,1).
R:

[TeanM]™

=(VF(2,1,1)) *
onde F(x,y,2) =z — y* + 22 Isto é

1

[TeayM]™ =((1,-2,-2))

Determine os possiveis extremos da funco f(z,y, z) = 3z + y* — 62z restrita a M.

R: Pelo teorema dos multiplicadores de Lagrange, uma condi¢ao necessdria para que um
ponto (z,y,z) € R? seja um extremo de f(z,y,2) = 3z + y* — 62 restrita a M é que
exista A € R tal que

Vf(x,y,z) = AVF(z,y,z)
{ F(z,y,2) =0. (2)

Pode-se ver que o sistema (2) é verificado se e sé se (x,y,2) = (1,0,1) (com A = 3).
Assim, este o Unico possivel ponto de extremo de f|;.

Identifique o bordo de M e justifique que é uma variedade. Indique a sua dimens3o.
R:
O bordo de M é o conjunto

C={(z,y,2) €ER® o =9+ 2% v =4}.3

Pode-se ver que é uma variedade-1 de R3. Com efeito basta observar que

2< v > significa o espaco linear gerado por v...
3Circunferéncia em R3.



onde F(x,y,2) = (x —y* — 2%, 2 — 4), e que além disso F' € C'(R3;R?) e

CarDF(z,y,z) =2

para cada ponto (z,y, z) € C.

d) Estude se o campo F(z,y,z) = (e, vy, 2%) é gradiente. Calcule o trabalho realizado por
F ao longo do bordo de M percorrido no sentido horario quando visto do ponto (10,0, 0).

R: Pode-se ver (usando a defini¢3o) que F' é um campo fechado em R?. Como em R3
ambas as nog¢des sdo equivalentes (por ser um dominio simplesmente conexo), segue-se
que F' é um campo gradiente em R3. Assim o trabalho ao longo de C' realizado por F é
nulo (independentemente da orientacdo de C') dado que C' é uma curva fechada.

e) Usando o teorema de Stokes calcule o trabalho realizado pelo campo
G(.ZU, Y, Z) - (—QyZ, 07 0)

ao longo do bordo de M percorrido no sentido anti-hordrio quando visto do ponto
(10,0,0).
R:
Seja
N ={(z,y,2) €ER*: y*+2* < =4}

(tem o mesmo bordo que M). Usando o teorema de Stokes

/ F -dg = Fluxoy(rot(G // —2y,2z) - (1,0,0)dS = 0.
c
Nota: Também pode ser feito usando a variedade M|

6. Calcule o volume do sélido

V={(z,y,2) eER*: 2 +9* + 22 <9, -2 < z < 2}

R: Usando coordenadas cilindricas
Vol(V) = [27 2, [V pdpdzdo

7. Calcule o fluxo de F(x,y,2) = (z + cos(e*™¥), 4% —(2y + 1)z) ao longo da superficie

S={(v,y,2) ER*:2® +y* +2° =9, -2 < 2z < 2}.

orientada com normal n tal que n, > 0 nos pontos com coordenada z positiva (Fluzog(F')).



R: Como div(F') = 0, entdo do teorema da divergéncia aplicado a

D={(z,y,2) eR® 2> +9*+22<9, —2<2z<2},

vem (dado que 9D = S US; U Sy) que

//F-nedS—l-//F-ned5+//F-n€dS:O
S S1 Sa2

onde
Sy ={(z,y,2) €R®, 2 +¢* <5, 2=2}
e
S2 = {(l',y, Z) S RS, 1’2 —|—y2 < 5, 2 = _2}
Assim

Fluzos(F) = —// F-nedS—// F-n®dS
Sl SQ

N _//S (z + cos(e”™), y%, —(2y +1)2) - (0,0,1) dS

_//Sz(x+cos(ez+y),y2,—(2y+1)2) -(0,0,-1)dS
_ //S 2(2y+1)zdS—//S 22y + 1)2dS.

Considerando g,(r,0) = (rcosf, rsend,2), ga(r,0) = (rcosd, rsend, —2), r € [0,/5], 0 €
[0, 27], parametrizacdes de S; e Sy respectivamente, obtemos que

NES
// 2(2y + 1)zdS = / / 4(2rsenf + 1)r dOdr
Si o Jo

V5 oIl
// 2(2y + 1)zdS = —/ / 4(2rsenf + 1)r dfdr
Ss o Jo

donde

V5 2l
Fluzog(F) = 8/ / (2rsenf + 1)r dOdr
o Jo

6



8. Seja U C R? um conjunto aberto e D um dominio regular, D C U. Para cada u: U — R,
u € C? definimos o Laplaciano de u por

Ay — 0*u N 0*u N 0*u
022 0y 0227

a) Mostre que Au = div(Vu) para todo o ponto (z,y, z) € U.
R: Por definicao

div(Vu)(e,9,2) = [2(3) + 2 (5) + 2(3)] (@5, 2) = Aulz,y,2)
b) Mostre que ndo pode existir nenhuma funcdo u € C%(R) tal que
Au=0 em D
Vu-n=1 em 0D,

onde n é a normal unitaria a 9D exterior em relacdo a D.

R: Se existisse uma tal funcdo, aplicando o teorema da divergéncia chegariamos a que

/ / /D div(Vu)dzdydz = / /8 _Vu-nds

o que é uma contradic3o pois levaria a que 0 = 1!!!



