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Apresente e justifique todos os calculos

1. Seja f : R? — R a fungdo definida por

a)
R.:

b)

[52 wear00,
fla,y) = {0 " se (z,y) = (0,0).

Estude a continuidade de f.

Todos os polinédmios s3o funcdes continuas. A funcdo definida pela expressdo sen(x?)
é continua porque é a composicao de um polinémio com a fung¢do seno, que é continua
em R. Portanto f é continua em todos os pontos de R?\ {(0,0}, pois é um quociente
de fun¢des continuas cujo denominador n3o se anula nestes pontos. No ponto (0,0) a
funcao nao é continua porque nao existem todos os limites direccionais: por exemplo,

sen $2

temos f(x,0) = %5~ para qualquer z # 0, mas também f(0,0) =0 e

sen z2

lim =1
x—0 3;‘2

Y

pelo que n3o existe lim,_,q f(x,0).

Estude a diferenciabilidade da funcdo g : R? — R definida por g(x,vy) = v*f(z,y).

: A fungdo g é diferencidvel em todos os pontos de R\ {(0,0} por razdes andlogas as

invocadas na alinea anterior. Para verificar se f é diferencidvel em (0,0) comegamos
por calcular as derivadas parciais:

e e i
e e e L

Portanto ¢ é diferencidvel no ponto (0,0) porque tomando Dg(0,0) = [0 0] temos

h
ol 1) = 900.0) - Dg(0.0) | } |
lim 0,
(h,k)—(0,0) Vh? + k?

como as desigualdades seguintes demonstram:

h
— - D
o(8) = 0.0 = Da0.0) | || e
/h2+k2 o (h2+k2)3/2 — (h2+k2)3/2
k? h
= hl < |h|.
we| v s




(2 val.) 2. Seja g(u,v) = f(u+v,u—v), onde f:R?* — R? é diferencidvel e

of o Ofi o Ofs o Ofy
%(2,0)_8—@/(2,0)_ 52(2,0) = oy (2,0)=1.

Calcule Dg(1,1).
R.: Seja h : R? — R? a funcido diferencidvel definida por h(u,v) = (u+ v,u —v). Tem-se

g = foh e, em qualquer ponto (u,v),

1 1
Dh(u,v) = { 1 1 } .
Logo, pelo Teorema da Derivagdo da Fungao Composta,
Dg(1,1) = Df(h(1,1))Dh(1,1) = Df(2,0)Dh(1,1)
B 11 111 120
a 11 1 =11 |2 01"
3. Considere a fungdo f(z,y) = sen? x + 2.

(2 val.) a) Calcule os pontos criticos de f.

R.: f é uma funcio de classe C? cuja derivada é
Df(z,y)=[ 2senzcosz 2y | .

Os pontos criticos sdo as solucbes do sistema

)

senzcosz = 0
y =0
ou seja, sdo os pontos (km,0) e (k7 + 5,0) com k € N.
(2 val.) b) Classifique os pontos criticos de f.

R.: Como f é de classe C? podemos tentar classificar os pontos criticos recorrendo a
matriz Hessiana de f, que é

5 [ 2cos?x —2sen*z 0

Nos pontos criticos temos, para cada k € N,
9 B 2 0
D f(k?ﬂ', O) - |: O 2 )

D/ (b +2.0) = [_02 8}

D?f(km,0) é uma matriz definida positiva e D*f(km + £2,0) é indefinida, e por isso
os pontos (km,0) sdo pontos de minimo e os pontos (k7 + 7, 0) sdo pontos de sela.



4. Considere o conjunto

X={(2,9,2) eR*:0<2<y<1;0<z<y<1}.

(2 val.) (a) Escreva uma expressdo para o volume de X em termos de integrais iterados da

forma [ ([ ([ dy) dz) dx.

[ ) [ (f )

(2 val.) (b) Calcule o integral [, f, em que f(z,y, z) =y, usando um tnico integral triplo.

R.:
1 1 Y 1 1 1 y3 y=1
Jor=[AL (o an)oe= [F(Lra)e= [5]o
/1 1—2° 1 [;ﬂ !
= de = - — |—=| =-.
0 9 3 12, 4
(2 val.) 5. Usando coordenadas cilindricas, calcule o volume do conjunto seguinte:

B={(r,y,2) eR*:1<y*+250<az<4—y*—2*; y>0; 2> 0}

R.: Usando coordenadas cilindricas em torno do eixo dos zx, obtemos

voly(B) = /O“” ( [ ( / pdx) dp) "

T [? ™ p42
= — dp—p®) dp= = |20> — &
2/1(’) ») e 2[’) 4]

1
_om

=<
(2 val.) 6. Considere o conjunto
A={(z,y) eR*: 0<az—y<aw+y<l}
Usando uma mudanca de coordenadas apropriada, calcule o integral fA femaque f(z,y) =
x—1.

R.: Consideremos novas coordenadas (u,v) = g(z,y) = (r +y,z — y). A fungdo g: R? —
R? ¢ linear e é bijetiva pois det Dg = —2 # 0, logo define uma transformacio de
coordenadas. Pelo teorema de mudanca de varidveis, temos

//fdxdy—//(A) Uoug Y | det D(g™ )|dudv—/ </Ougdv)du
[ [



(3 val.)

7. Seja g: R® — R™ uma funcdo de classe C!, e D C R™ um conjunto de contelido nulo.

Prove que g(D) tem contetdo nulo.

Nota: Diz-se que um conjunto A C R"™ tem contetido nulo se, dado ¢ > 0, existir uma
colec3o finita de intervalos {I;}Y_,, tais que

N N
AcC U I e Zvol(lk) < €.
k=1 k=1

Da definicdo segue que D esta contido no interior de uma bola B, compacta.

Seja {I;} tal que D C U]k\f:1 I, C Be Zgil vol(Ix) < e. Subdividindo, se necessario,
os intervalos {I;}, podemos supor que o ricio de quaisquer das suas arestas é inferior a
2 e, portanto, didmetro(I;) < C, {/vol(I;), onde C,, s6 depende de n.

Dados x,y € B segue do Teorema de Lagrange que

9i(x) —g:(y) = Vgi(c;) - (x — y), i=1,...,n.

onde c; é um ponto intermédio no segmento de reta que une x ay. Como g é C' e
B é compacta, as derivadas parciais de g sao limitadas e portanto existe uma constante
K > 0 tal que,

19:(x) = g:(¥) < |[Vagilen)][ [1x = yl|
< K||lx -yl i=1,...,n.

Se x,y € I, vem
19:(x) — gi(y)| < K - didmetro(I},) < C,, K {/vol(Iy).
Concluimos que existe um intervalo J; D g(Ij) tal que
vol(Jx) < (C,K)" vol(1y).

e portanto obtemos uma colegdo {J;} tal que

gD)c|J T e D vol(hi) < (CK)".

Como (C, K)™ sé depende de n, B e g, o resultado segue.



