DM Probabilidade e Estatistica

DEPARTAMENTO
DE MATEMATICA

TECNICO LISBOA

Segundo Semestre 2021-22

Departamento de Matematica

EXERCICIOS

1. Analise preliminar de dados em R

IST-UL

1.1 Considere os dados disponiveis abaixo, referentes ao peso (em Kg) de 40 bicicletas.

43 6.8 9.2
74 45 3.8
77 81 7.0
6.3 7.7 9.1

(a) Obtenha algumas medidas descritivas dos dados e comente.
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(b) Determine o intervalo dos 25% menores pesos e o intervalo dos 25% maiores pesos da
amostra, bem como a amplitude inter-quantil.

(¢) Indique o quantil amostral de 0.68.

(d) Construa o diagrama de caule-e-folhas.

(e) Obtenha o histograma e a caixa de bigodes identificando possiveis outliers.

1.2 Num estudo relativo a fatores de risco para as doencas cardiovasculares, os niveis criticos
de cotinina (produto metabdlico da nicotina) foram registados para um grupo de fumadores
e para um grupo de nao-fumadores. Os dados recolhidos encontram-se na tabela abaixo.

Nivel de cotinina Fumadores Nao-Fumadores
(mg/ml)
0-13 78 3300
14-49 133 72
50-99 142 23
100-149 206 15
150-199 197 7
200-249 220 8
250-259 151 9
300-399 412 11
Total 1539 3445

(a) Construa uma tabela com as frequéncias absolutas e relativas. Compare as distribuigoes
de frequéncias das duas populagoes.

(b) Construa um histograma para comparar as duas populagoes.

(¢) Com base nesta andlise, o que pode dizer sobre o efeito do tabaco no nivel de cotinina?

1.3 A taxa de mortalidade infantil corresponde ao nimero médio de mortes, de entre 1000
criancas nascidas vivas, antes de completarem um ano de vida.
Unido Europeia (UE), relativos aos anos de 1960 até 2019 estao disponiveis em

Os dados referentes a

https: //www.pordata.pt/Europa/Taxa+de+mortalidade+infantil-1589

(a) Identifique a(s) populagoes e indique a varidvel em estudo.

(b) Selecione 5 pafses da zona Euro. Represente graficamente a tabela de distribuigoes de
frequéncias, para cada um desse pais e para a média da zona Euro (considerando os 27

paises). Comente os resultados obtidos.


https://www.pordata.pt/Europa/Taxa+de+mortalidade+infantil-1589

(¢) Considere apenas os dados relativos a 1961 e a 2018. Elabore um gréfico que lhe
permita visualizar as diferencas nestes anos, para os paises selecionados.

(d) Considerando os dados relativos a 2018, indique a taxa média, mediana, varidncia e
coeficiente de variacao da taxa de mortalidade infantil relativa aos 31 paises disponiveis
na base de dados.

(e) Analise a evolucdo temporal da taxa de mortalidade infantil em Portugal.

(f) Pretendendo estudar uma possivel relagdo entre taxa de mortalidade infantil e o PIB,
considere agora os dados relativos ao PIB em Portugal, desde 1961, disponiveis em

https://www.pordata.pt/Portugal/ Taxa+de+crescimento+real+do+PIB-2298
Faca uma andlise grafica de forma a explorar uma possivel relagdo entre as duas
variaveis.

1.4 Considere os dados nym.2002, disponiveis no software R) relativos ao tempo de prova de
corredores que terminaram a maratona de Nova lorque em 2002. Estes dados contém a
seguinte informacao: ordenacao final na competigao, sexo, idade, nacionalidade e tempo de
prova. Para aceder a estes dados devera utilizar os comandos:
> data(nym.2002, package=“UsingR”)
> nym.2002

(a) Faga uma anélise dos dados, em particular para ilustrar, caso exista, uma diferenga
assinaldvel nos tempos de prova entre homens e mulheres.

(b) Construa um diagrama de caixa de bigodes para ambas as séries, e comente os resul-
tados obtidos.

1.5 Os dados designados por Wine Data Set, disponiveis no software R) contém informagao
relativa aos resultados de andlises quimicas feitas a 178 pés de videira, todos localizados
na mesma regido (em Itdlia) mas provenientes de trés vinhas distintas (denotadas por 1,
2 e 3 no ficheiro de dados). Os dados reportam-se a 13 varidveis: Teor de alcool; Acido
maélico; Cinzas; Alcalinidade das cinzas; Magnésio; Fendis totais; Flavonoides; Fendis nao-
flavonoides; Proantocianidinas ; Intensidade da cor; Tonalidade; OD280/0D315 e Prolina.
Para aceder a estes dados devera utilizar os comandos:
> install.packages(’rattle.data’)
> library(rattle.data)
> data(wine)
ou

> install.packages(’HDclassif’)
> library(HDclassif)
> data(wine)

(a) Analise a varidvel Magnésio, em termos da suas caracteristicas amostrais (média,
varidncia, e outras medidas sumérias que achar pertinentes) e apresente um gréfico
de frequéncias. Repita o exercicio, mas agora considerando as observagoes divididas
pela vinha (1, 2 ou 3) de onde provém.

(b) Através da andlise de um grafico adequado, aponte possiveis outliers para as varidveis
Teor de Alcool7 Fenéis totais e Prolina. Verifique se a andlise por vinha altera a
identificacao dos possiveis outliers.

(c) Calcule o coeficiente de correlacdo amostral entre cada par de varidveis e analise os
resultados.

2. Conceitos basicos de probabilidade
2.1 Sejam A e B dois acontecimentos tais que P(A) + P(B) = x e P(AN B) = y. Determine,
em fungao de x e de y, a probabilidade de:

(a) Nao se realizar nenhum dos dois acontecimentos.
(b) Que se realize um e s6 um dos dois acontecimentos.
(¢) Que se realize pelo menos um dos dois acontecimentos.


https://www.pordata.pt/Portugal/Taxa+de+crescimento+real+do+PIB-2298
https://www.r-project.org/
https://www.r-project.org/

2.2

2.3

2.4

(d) Que se realize quanto muito um tnico acontecimento.

Uma urna contém 5 bolas brancas e 5 bolas pretas. Dois jogadores, A e B, tiram alter-
nadamente e um de cada vez uma bola da urna. O jogador que tirar a primeira bola branca
ganha a partida.

(a) Considere a experiéncia aleatéria associada a este jogo e escreva o correspondente
espago de resultados.

(b) Calcule a probabilidade de cada jogador ganhar a partida sabendo que o jogador A é
o primeiro a tirar a bola da urna.

(c) Responda as alineas (a) e (b) mas agora considerando que as bolas sdo extraidas com
reposicao.

Um gedlogo cré que existe petréleo numa certa regiao com probabilidade 0.8 e que, caso

haja petroleo, a probabilidade de sair petréleo na primeira perfuragao é de 0.5.

(a) Qual a probabilidade de sair petréleo na primeira perfuragao?

(b) Tendo-se procedido & primeira perfuracdo da qual ndo resultou petréleo, qual é a nova
probabilidade atribuida & existéncia de petréleo na regiao?

Para um certo tipo de cancro a taxa de prevaléncia é 0.005. Um teste diagnodstico para
esta doenca é tal que i) a probabilidade do teste resultar positivo quando aplicado a um
individuo com cancro é 0.99; a probabilidade do teste resultar negativo quando o individuo
nao tem cancro é 0.95.

(a) Calcule o valor preditivo de teste, isto é, a probabilidade de um individuo ter cancro
sabendo que o teste resultou positivo.

(b) Supondo que o teste foi aplicado duas vezes consecutivas ao mesmo doente e que das
duas vezes o teste foi positivo, calcule a probabilidade do doente ter cancro (admita
que, dado o estado do individuo, os resultados do teste em sucessivas aplicagoes, em
qualquer individuo, sdo independentes). O que pode concluir quanto ao valor preditivo
da aplicagao do teste duas vezes consecutivas?

3. Variaveis aleatdrias discretas e continuas

3.1

3.2

3.3

3.4

Numa fabrica existem trés maquinas iguais de uma mesma marca, que trabalham indepen-
dentemente. A probabilidade de cada maquina avariar num dado espago de tempo é 0.1.
Seja X a varidvel aleatéria que representa o nimero de méquinas que findo esse periodo de
tempo estao a trabalhar. Determine:

(a) A fungao de probabilidade de X.

(b) A funcao de distribuigao de X.

(¢) O valor esperado, moda, mediana e varidncia de X.

O numero de mensagens electrénicas recebidas por dia (24h) numa pequena empresa de
entregas rapidas tem distribuicao de Poisson com média igual a 10.

(a) Calcule a probabilidade de num dia a empresa nao receber mais do que 7 mensagens.

Considere que o comprimento de uma barra de ferro é uma varidvel aleatéria com dis-
tribuicao Normal de valor esperado 10cm e desvio padrao 2cm. Sé sao aceites para com-
ercializagao barras com comprimento entre 8cm e 12cm inclusive. Qual a probabilidade de
uma barra selecionada ao acaso ser aceite para comercializacido?

Considere que a duragao do tempo de vida, em centenares de horas, de uma componente
eletronica é uma variavel aleatéria com distribuicao exponencial de valor esperado 0.5.
(a) Calcule a funcao de distribuicao da varidvel aleatéria X.

(b) Calcule a probabilidade de que a componente electrénica tenha uma duracdo de vida
superior a 150h, sabendo que ja funcionou pelo menos durante 100h.



4. Pares aleatorios

4.1 Sejam X e Y duas varidveis aleatérias discretas com fungao de probabilidade conjunta dada
por:

YWX [ 1 2 3
1 [1/9 0 1/18
2 0 1/3 1/9
3 11/9 1/6 1/9

(a) Determine:
(i) A funcdo de probabilidade marginal de X.
(ii) A funcao de distribuigdo marginal de Y.
(i) P(X+Y <4).
(iv) As fungoes de probabilidade de X condicionaisa Y =1eY =3.
(v) B(X|Y =1).
(b) Defina E(X|Y).
(c) Diga, justificando, se X e Y sdo varidveis aleatérias independentes.
(d) Calcule a V(X +7Y).
4.2 Considere a varidvel aleatéria bidimensional continua (X,Y’) com funcdo densidade de
probabilidade conjunta:

2, O<z<y<l
0, caso contrario °

fxy(@,y) = {

(a) Calcule o coeficiente de correlacdo entre X e Y.
(b) Calcule a V(XY =y).
(c) Verifique que E(X) = E[E(X]Y)].

4.3 O diametro interior de um tubo cilindrico é uma varidvel aleatéria X com distribuicao
normal de valor esperado 3 cm e desvio padrao 0.02 cm e a espessura Y do mesmo tubo é
uma varidvel com distribuigao normal de valor esperado 0.3 cm e desvio padrao 0.005 cm,
independente de X.

(a) Calcule o valor esperado e o desvio padrao do didmetro exterior do tubo.
(b) Calcule a probabilidade de que o didmetro exterior do tubo exceda 3.62 cm.

5. Teorema do limite central

5.1 O tempo (em horas) que Jodo Pestana dorme por noite é uma varidvel aleatdria com
distribui¢ao uniforme no intervalo (7,12).
(a) Calcule a probabilidade de Jodo Pestana dormir mais de 11 horas numa noite.

(b) Calcule a probabilidade de, em 20 noites, Jodo Pestana dormir mais de 11 horas em
pelo menos 3 dessas noites.

(¢) Qual a probabilidade de Joao Pestana dormir mais de 1100 horas em 100 noites?

6. Estimacgao pontual

6.1 Considere uma urna com bolas brancas e pretas na proporgao de 3/1 desconhecendo-se,
no entanto, qual a cor dominante. Seja p a probabilidade de sair uma bola preta numa
extracao.

Qual a estimativa de maxima verosimilhanca de p se, ao extrairmos com reposi¢ao 3 bolas
da urna, encontrassemos

(a) 1 bola preta?
(b) 2 bolas pretas?

(¢) Suponha agora que desconhecfamos qualquer relacao entre o nimero de bolas brancas
e pretas. Qual a estimativa de maxima verosimilhanga de p, se ao extrairmos 3 bolas
com reposigao encontrassemos 2 bolas pretas?



6.2

Certo tipo de pilhas tem uma duragdo (em horas) que se distribui exponencialmente com
valor esperado . A duracé@o global de 10 pilhas tomadas aleatoriamente foi de 1740 horas.
Qual a estimativa de maxima verosimilhanga da probabilidade de uma pilha durar mais de
200 horas?

7. Estimacao intervalar

7.1

7.2

Suponha que a intensidade da corrente, em amperes, num certo circuito é uma varidvel
aleatéria com distribuigao normal. Uma amostra de dimensao 12 desta variavel aleatéria
conduziu aos seguintes resultados:

23 19 21 28 23 36 14 18 21 32 20 1.9

Construa um intervalo de confianga de 99% para:

(a) O valor esperado da intensidade da corrente.

(b) O desvio padrao da intensidade da corrente.

Uma amostra de 100 pecas de uma linha de producao revelou 17 pegas defeituosas.

(a) Determine um intervalo de confianca a 95% para a verdadeira proporgdo p de pecas
defeituosas produzidas.

(b) Quantas pegas adicionais devemos recolher para estarmos confiantes a 98% que o erro
de estimacao de p seja menor que 2%?

8. Testes de hipé6teses

8.1

8.2

8.3

8.4

Da producao diaria de determinado fertilizante tiraram-se seis pequenas porgbes que se
analisaram para calcular a percentagem de nitrogénio. Os resultados foram os seguintes:

6.2 57 58 58 6.1 59

Sabe-se, por experiéncia, que o processo de andlise fornece valores com distribuicao que se
pode considerar normal com o? = 0.25.

(a) Suportam as observagoes a garantia de que a percentagem esperada de nitrogénio, p,
é igual a 6% ao nivel de significincia de 10%?

(b) Responda & alinea anterior usando o valor-p.

Uma maquina de ensacar agucar estd regulada para encher sacos de 16 quilos. Para contro-
lar o funcionamento escolheram-se ao acaso 15 sacos da produgao de determinado periodo,
tendo-se obtido os pesos seguintes:

16.1 15.8 159 16.1 158 16.2 16.0 15.9
16.0 15.7 15.8 15.7 16.0 16.0 15.8

Admitindo que o peso de cada saco possui distribui¢do normal:

(a) Que conclusdo pode tirar sobre a regulagdo da maquina?
(b) Que evidéncia fornece a concretizacio de S? sobre a hipétese Hy : 02 = 0.25?

Uma empresa fabricante de lampadas considera que a sua produgao é eficaz se a proba-
bilidade de se selecionar ao acaso uma lampada nao defeituosa for de 90%. Para verificar
a qualidade da produgao das lampadas, foi efetuado um teste a 200 lampadas, tendo-se
verificado que 24 tinham defeitos. A que conclusdo deve chegar o estatistico da empresa?
Justifique.

Suponha que o departamento de defesa acredita que a distribuicao de probabilidade do
namero de avarias, durante uma dada missao, ocorridas numa determinada zona do sub-
marino Polaris segue uma distribui¢ao de Poisson. Os dados relativos a 500 destas missoes
sS40 0s seguintes:

nimero de falhas por missao | 0 1 2 3 4
nimero de missoes 185 180 95 30 10




8.5

Teste ao nivel de significAncia de 5% a hipdtese da referida varidvel aleatéria possuir uma
distribuicao de Poisson, com valor esperado igual a 1.

Numa experiéncia com tubos de vdcuo foram observados os tempos de vida (em horas) de
100 tubos, tendo-se registado as seguintes frequéncias absolutas:

Intervalo 10,30] ]30,60] ]60,90] ]90,+oo[
Frequéncias absolutas 41 31 13 15

Serdo os dados consistentes com a hiptese de o tempo de vida de um tubo de vacuo ter
distribuigao exponencial com valor esperado igual a 50 horas? Calcule um intervalo para o
valor-p e comente.

9. Introducgao a regressao linear simples

9.1

9.2

9.3

9.4

A perda percentual de massa (Y) de uma certa substancia metdlica (quando exposta a
oxigénio seco a 500°C) depende do perfodo de exposi¢ao (z, em hora). Cinco medigoes
conduziram a:

S wp =12, Y0 a? =325, Y0 yi=0177, Y0 y? = 0.006789,
E?:1 2;y; = 0.4685.

Calcule as estimativas de minimos quadrados dos parametros da reta de regressao linear
simples de Y em z.

Por forma a analisar a relagao entre a percentagem de humidade relativa no local de ar-
mazenagem (x) e o teor de humidade de fibra sintética ai armazenada (Y'), foram obtidos
dados em 10 localizagoes distintas, que conduziram as seguintes estatisticas sumarias:

S e =450, Y0 a?=21062, N0 y=118, Y12 42 =0.1470,
21121 TiY; = 05551, para [Inini=17_“710 i, maxi,:l,___’w SC,L] = [029, 061]

(a) Calcule as estimativas de minimos quadrados dos parametros da reta de regressao linear
simples de Y em z.

(b) Obtenha a estimativa do valor esperado do teor de humidade de fibra sintética quando
armazenada num local com humidade relativa de 0.35.

Para descrever a relagao existente entre o volume de uma massa de um gas ideal classico
e a respetiva pressao, registaram-se 10 valores do logaritmo de base 10 do volume, = (com
o volume medido em polegadas ao quadrado), e os correspondentes valores experimentais
do logaritmo de base 10 da pressao, Y (com a pressao medida em psi). Para essa amostra
sabe-se que:

S0 =194, S0 22 =38.06, S0 yi=14.8, Y10 y2=22.76,
10

Pretende-se avaliar a validade do modelo de regressao linear simples para descrever a relagao
existente entre o logaritmo da pressao do gas e o logaritmo do seu volume.

(a) Obtenha as estimativas de minimos quadrados dos pardmetros da reta de regressao
linear simples de Y em x e interprete o significado do sinal da estimativa do parametro
1 do modelo.

(b) Indicando as hipéteses de trabalho convenientes, obtenha um intervalo de confianga a
95% para o parametro 8; do modelo de regressao linear simples de Y em .

E geralmente aceite que a frequéncia cardiaca (Y, em batimentos por minuto) é influenciada
pela temperatura corporal dos seres humanos (z, em °C’). Um conjunto de 130 medigoes
independentes conduziu aos seguintes resultados:

S0 = a7, 0.2 = 17612167, 0y = 9589, M0 y2 = 713733,
SS9 2iys = 353018.5.

Calcule o valor do coeficiente de determinacao e ajuste um modelo de regressao a este
conjunto de dados. Comente a utilidade do ajuste desse modelo.



