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1. Seja (M,J) uma variedade quase complexa e f : M → C uma função suave tal que 0 ∈
C é um valor regular. Mostre que se (∂̄f)p = 0 para qualquer ponto p ∈ N := f−1(0),
então N é uma subvariedade complexa de (M,J).

2. Seja H : Rn → Sn ≡ matrizes simétricas n × n, uma aplicação suave tal que H(x) é
não-singular para todo o x ∈ Rn. Considere a estrutura quase complexa J definida em
R2n por

J(x,y) =

[
0 −H(x)−1

H(x) 0

]
a) Mostre que J é integrável se e só se existe uma função suave h : Rn → R tal que

H = Hessx(h) ≡
[

∂2h

∂xk∂xl

]n
k,l=1

.

b) Supondo J integrável, determine coordenadas locais holomorfas para (R2n, J), i.e.
isomorfismos complexos locais entre (R2n, J) e (Cn, i).

3. Seja (M,ω) uma variedade simpléctica, J ∈ J (M,ω) uma estrutura quase complexa
compativel com ω e 〈·, ·〉J ≡ ω(·, J ·) a métrica Riemanniana associada a ω e J . Dada
uma função suave h : M → R sejam Xh,∇h ∈ X (M) os gradientes simpléctico e
Riemanniano de h, i.e. definidos univocamente pela relação

ω(Xh, ·) = dh(·) = 〈∇h, ·〉J .

Mostre que
∇h = J Xh e (∇h) yω = i(∂̄ − ∂)h .

4. Seja (M,J) uma variedade complexa e f : M → R uma função suave e estritamente
pluri-subharmónica, i.e. uma função tal que a forma ωf = i

2
∂∂̄f de tipo (1, 1) é

simpléctica e compativel com J em M . Seja ∇f ∈ X (M) o gradiente de f definido em
relação à métrica Riemanniana em M dada por 〈·, ·〉f ≡ ωf (·, J ·). Supondo que existe,
mostre que o fluxo a 1-parâmetro φt , t ∈ R, de ∇f é tal que

φ∗t (ωf ) = e4tωf .

Sugestão: deduza a partir do exerćıcio 3 que L∇f ωf = 4ωf .
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5. Considere a variedade Kähler (S2, ω, J), onde

S2 = {x = (x1, x2, x3) ∈ R3 : (x1)
2 + (x2)

2 + (x3)
2 = 1} ⊂ R3

e ω ∈ Ω2(S2), J ∈ Aut(TS2) são dadas por

ωx(u, v) = 〈x, u× v〉 e Jx(u) = x× u , ∀x ∈ S2 , ∀u, v ∈ TxS2 ⊂ R3

(〈·, ·〉 denota o produto interno usual de R3 e × denota o produto externo).

a) Seja φ : S2 \ (0, 0, 1) → R2 a projecção estereográfica. Mostre que φ é um
isomorfismo Kähler entre (S2 \ (0, 0, 1), ω, J) e (R2, τ, J0), onde

τ =
4 dx ∧ dy

(x2 + y2 + 1)2

e J0 é a estrutura complexa standard em R2, i.e. (R2, J0) ∼= (C, i).
b) Construa um isomorfismo Kähler entre (S2, ω, J) e (CP1, 4ωFS, i). Conclua que∫

CP1 ωFS = π.
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