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1. Seja (M, J) uma variedade quase complexa e f: M — C uma fungao suave tal que 0 €
C é um valor regular. Mostre que se (9f), = 0 para qualquer ponto p € N := f~1(0),
entdo N é uma subvariedade complexa de (M, J).

2. Seja H : R" — §,, = matrizes simétricas n X n, uma aplicagao suave tal que H(zx) é
nao-singular para todo o x € R™. Considere a estrutura quase complexa .J definida em
R2" por

I { 0 —H(x)ll
@9 = | H(x) 0

a) Mostre que J é integravel se e sé se existe uma funcao suave h : R” — R tal que

*h r

H = Hess,(h) = {&m@xl

k=1

b) Supondo J integravel, determine coordenadas locais holomorfas para (R?", J), i.e.
isomorfismos complexos locais entre (R?", J) e (C",1).

3. Seja (M,w) uma variedade simpléctica, J € J(M,w) uma estrutura quase complexa
compativel com w e (-,-); = w(-, J-) a métrica Riemanniana associada a w e J. Dada
uma funcao suave h : M — R sejam X, Vh € X(M) os gradientes simpléctico e
Riemanniano de h, i.e. definidos univocamente pela relagao

(X, ) = dh(-) = (Vh,"); .

Mostre que B
Vh=JX, e (Vh)iw=1i(0—-0)h.

4. Seja (M, J) uma variedade complexa e f : M — R uma fungao suave e estritamente
pluri-subharmdnica, i.e. uma funcao tal que a forma w; = %83]‘ de tipo (1,1) é
simpléctica e compativel com J em M. Seja Vf € X(M) o gradiente de f definido em
relacdo a métrica Riemanniana em M dada por (-, ) = wy(+, J-). Supondo que existe,
mostre que o fluxo a 1-parametro ¢;, t € R, de Vf ¢é tal que

0 (wy) = e*wy

Sugestao: deduza a partir do exercicio 3 que Lyfwy = 4wy.



5. Considere a variedade Kéhler (5% w, J), onde
S? ={z = (21,29, 23) ER®: (11)? + (12)* + (13)* = 1} C R?
ew € N?(S?), J € Aut(TS?) sao dadas por
we(u,v) = (z,uxv) e J(u)=zxu, Vo €S*, Yu,vecT,5*CR
((-,+) denota o produto interno usual de R e x denota o produto externo).

a) Seja ¢ : S?\ (0,0,1) — R? a projecgao estereografica. Mostre que ¢ ¢ um
isomorfismo Kihler entre (52 \ (0,0,1),w,J) e (R?, 7, Jy), onde

~ AdrNdy
(x2+y2+1)2

e Jo é a estrutura complexa standard em R?, i.e. (R? Jy) = (C,4).

b) Construa um isomorfismo Kihler entre (S?,w,J) e (CP', 4w, 7). Conclua que

Jepr wrs = .



