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Departamento de Matemática
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1. Considere em R
2n, com coordenadas (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn), a forma diferencial ω dada

por

ω =
n∑

i=1

dxi ∧ dyi .

Calcule o produto exterior ωn de n cópias de ω.

2. Uma forma exterior α ∈ Λk(Rn)∗ é dita decompońıvel se pode ser escrita como
α = α1 ∧ · · · ∧ αk, onde cada αi é uma forma exterior de grau 1 em R

n.

(a) Mostre que se n ≤ 3 qualquer forma exterior é decompońıvel.

(b) Mostre que em R
4 existem formas exteriores que não são decompońıveis.

3. Dada uma função f ∈ C∞(Rn), seja ∆f ∈ C∞(Rn) o seu Laplaciano definido por

∆f = ∗d ∗ (df) .

Mostre que:

(a) ∆f =
n∑

i=1

∂2f
∂x2

i

;

(b) ∆(f · g) = f ·∆g + g ·∆f + 2〈grad f, grad g〉 .

4. Considere o conjunto CP definido por CP = (C2 \ (0, 0)) / ∼, com (z1, z2) ∼ (λz1, λz2)
para todos os (z1, z2) ∈ C

2\(0, 0) e λ ∈ C\0. O conjunto CP é normalmente designado
por recta projectiva complexa.

(a) Mostre que CP é uma variedade diferenciável de dimensão 2.

(b) Construa um difeomorfismo ϕ : CP → S2 ⊂ R
3.

5. Seja S uma superf́ıcie regular em R
3 e i : S ⊂ R

3 a respectiva aplicação inclusão. Dado
p ∈ S ⊂ R

3, denote-se por νp ∈ TpR
3 o vector normal a S em p, e por ωp ∈ (TpR

3)∗ a
1-forma dual de νp, i.e.

ωp(v) = 〈νp, v〉,∀ v ∈ TpR
3, com 〈·, ·〉 ≡ produto interno usual em R

3.

Dada uma 1-forma arbitrária α em R
3, mostre que i∗(α) = 0 se e só se existe uma

função f ∈ C∞(S) tal que αp = f(p) · ωp, ∀ p ∈ S ⊂ R
3.


