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3a FICHA DE EXERCÍCIOS

I. Treino Complementar de Primitivas.

Determine uma primitiva de cada uma das seguintes funções.

1) ex−1(1 + ex) 2)
1− x√
1− x2

3)
1√

x(1 +
√
x)

4)
x+ 1√
4− x2

5)
x3 + 7x2 − 5x+ 5

(x− 1)2(x+ 1)3
6) log(cos x) tanx

7) x tan2(x) 8)
arctanx

x2
9) x2 arctanx

10) log(
√

1 + x2) 11) arcsen(1/x) 12) e
√
x

13)
log x

(1 + x)2
14)

1

(x2 + 1)3
15)

2x

(x2 + x+ 1)2

16)
1

1 + sen x
17)

1

senx+ cosx
18)

senx

senx+ cosx

19) Determine a expressão de y = y(x) sabendo que

(a) y′ = x/(1 + 4x2) , y(1) = 2.

(b) yy′ = x , y(3) = −2.

(c) y′ = 2e−yx , y(0) = 1.

(d) y′ = xy3/
√

1 + x2 , y(0) = −1.

20) Determine todas as soluções de y′ = 1− y.

21) Determine todas as soluções de y′ = y − y2.

II. Definição de Integral e Critérios de Integrabilidade.

1) Sejam a, b, c, d ∈ R, com a < b < c < d, e f : [a, d]→ R uma função integrável em
[a, d]. Prove que f é integrável em [b, c].

2) Seja f : [a, b]→ R uma função integrável, c ∈ [a, b] e g : [a, b]→ R uma função tal

que g(x) = f(x), para x 6= c. Mostre que g é integrável em [a, b] e
∫ b

a
g =

∫ b

a
f .

3) Sejam f, g : [a, b] → R duas funções tais f(x) = g(x) excepto possivelmente num
número finito de pontos. Mostre que se f é integrável em [a, b] então g também é

integrável em [a, b] e
∫ b

a
f =

∫ b

a
g.
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4) Chama-se função seccionalmente cont́ınua a uma função f : [a, b] → R que é
cont́ınua excepto num número finito de pontos {c1, . . . , cn}, incluindo possivelmente
os extremos a e b, e em que todos os limites laterais limx→c±i

f , limx→a+ f , limx→b− f

existem e são finitos. Mostre que se f : [a, b] → R é uma função seccionalmente
cont́ınua então f é integrável em [a, b].

5) Seja f : [a, b] → R uma função cont́ınua e não-negativa. Mostre que se
∫ b

a
f = 0

então f é identicamente nula.

6) Seja V o espaço vectorial das funções cont́ınuas no intervalo [a, b]. Dada uma função
f ∈ V considere a transformação linear Tf : V → R definida por

Tf (g) =

∫ b

a

f(x)g(x) dx , g ∈ V .

Mostre que Tf é identicamente nula se e só se f o for.

7) Considere a função h : [0, 1]→ R definida por

h(x) =

{
0 , se x ∈ Q
x , se x ∈ R \Q.

Mostre que ∫ 1

0

h =

∫ 1

0

x dx =
1

2
.

O que pode dizer quanto à integrabilidade de h em [0, 1] ?
Sugestão: Poderá usar, sem demonstrar, o seguinte facto:

sup
[a,b]

h = b , para todo o intervalo [a, b] contido em [0, 1].

8) Seja F : [a, b]→ R uma função definida por

F (x) =

∫ x

a

f(t) dt ,

onde f é uma função limitada e integrável no intervalo [a, b]. Mostre que existe
uma constante K > 0 tal que

|F (x)− F (y)| ≤ K|x− y| , ∀x, y ∈ [a, b] .

9) Seja f : [a, b]→ R uma função cont́ınua. Mostre que∫ b

a

f(x) dx = (b− a)f(ξ) ,

para algum ξ ∈ [a, b].

10) Seja f : [a, b]→ R uma função limitada. Mostre que se f é integrável em [a, x] para
todo o x ∈ [a, b[, então f é integrável em [a, b] e∫ b

a

f = lim
x→b−

∫ x

a

f .
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III. Integral Indefinido e Teorema Fundamental do Cálculo.

1) Sejam f, g : [a, b] → R duas funções cont́ınuas. Mostre que se
∫ d

c
f =

∫ d

c
g para

quaisquer c, d ∈ [a, b], então f(x) = g(x) , ∀x ∈ [a, b].
2) Seja f : R→ R uma função cont́ınua e F : R→ R a função definida por

F (x) =

∫ x

0

xf(t) dt .

Mostre que F é diferenciável em R e calcule F ′(x) para todo o x ∈ R.
3) Sendo F a função definida em R pela seguinte expressão, calcule F ′(x) para todo

o x ∈ R.

(a) F (x) =

∫ 0

x

sen2 t dt (b) F (x) =

∫ x2

x

log(1 + t2) dt (c) F (x) =

∫ x

0

ex+t

t2 + 1
dt

4) Seja f : R → R uma função cont́ınua. Mostre que f é ı́mpar (i.e. f(x) =
−f(−x), ∀x ∈ R) se e só se∫ x

−x
f(t) dt = 0, ∀x ∈ R .

5) Determine a única função diferenciável f : R → R, não identicamente nula, que
satisfaz a equação ∫ x

0

f 3(t) dt =

(∫ x

0

f(t) dt

)2

.

6) Determine uma função diferenciável f : R→ R, não nula, tal que

f 2(x) =

∫ x

0

f(t)
t

1 + t2
dt .

7) Determine uma função diferenciável f : R→ R, não nula, tal que

f 2(x) =

∫ x

0

f(t)
sen t

2− cos t
dt .

8) Determine uma função cont́ınua f : R→ R e uma constante k ∈ R tal que∫ x

0

f(t) dt =

∫ 1

x

t4f(t) dt+
x2

2
+
x6

6
+ k .

9) Determine uma função diferenciável f : R→ R tal que

cos(f(x)) =

∫ x2

0

sen(f(
√
t)) cos(t) dt .

10) Determine uma função diferenciável f : R→ R, positiva, tal que

log(f(x)) =

∫ x

0

t

f(t)
√

1 + t2
dt .
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IV. Regra de Barrow e Cálculo de Áreas.

1) Determine a área da região plana D ⊂ R2 limitada pelas curvas

y = ex , y = 1− x e x = 1 .

2) Determine a área da região plana D ⊂ R2 limitada pelas curvas

y = xex−1 , y = 1 e x = 0 .

3) Determine a área da região plana D ⊂ R2 limitada pelas curvas

y = log x , y = 1− x e y = 1 .

4) Determine a área da região plana D ⊂ R2 limitada pelas curvas

y = log(2 + x) , y = − log(2 + x) e x = e− 2 .

5) Determine a área da região plana D ⊂ R2 limitada pelas curvas

y = x2 , y =
x2

2
e y = x .

6) Determine a área da região plana D ⊂ R2 limitada pelas curvas

y = log(1 + x2) e y = log(2) .

7) Determine a área do conjunto dos pontos (x, y) ∈ R2 cujas coordenadas verificam
as condições

0 ≤ x ≤ π

2
e 0 ≤ y ≤ x cosx .

8) Determine a área do conjunto dos pontos (x, y) ∈ R2 cujas coordenadas verificam
as condições

1 ≤ x ≤
√
e e 0 ≤ y ≤ 1

x
√

1− log2(x)
.

9) Determine a área do conjunto dos pontos (x, y) ∈ R2 cujas coordenadas verificam
as condições

0 ≤ x ≤ 1 e 0 ≤ y ≤ x3√
4 + x2

.

10) Determine a área do conjunto dos pontos (x, y) ∈ R2 cujas coordenadas verificam
as condições

−1 ≤ x ≤ 1 e 0 ≤ y ≤ 1

(x+ 3)
√
x+ 2

.

11) Determine a área do conjunto dos pontos (x, y) ∈ R2 cujas coordenadas verificam
as condições

0 ≤ x ≤ log 2 e 0 ≤ y ≤ 1

1 + ex
.
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V. Séries Numéricas.

1) Mostre que cada uma das seguintes séries é convergente com soma igual ao valor
indicado.

a)
∞∑
n=1

2

3n−1 = 3 b)
∞∑
n=1

2n + 3n

6n
=

3

2
c)

∞∑
n=1

3n+1

22n
= 9

d)
∞∑
n=0

2n+1

5n−1 =
50

3
e)

∞∑
n=1

2 + (−1)n

2n
=

5

3

2) Determine a natureza das seguintes séries.

a)
∑ n− 2

3n+ 1
b)
∑ √

n

n+ 1
c)
∑ √

n− 1

n2 + 2
d)
∑ 1√

n(n+ 1)

e)
∑ n+ 1

n3 + 1
f)
∑ n√

n2(n+ 1)
g)
∑ n!

(n+ 2)!
h)
∑ n2

n3 + 1

i)
∑ 1

3
√
n2 + 1

j)
∑ 5n

4n + 1
k)
∑ 2n

3n + 1
l)
∑ 22n

3n + 1

3) Determine a natureza das seguintes séries.

a)
∑ n1000

(1, 001)n
b)
∑ 2nn

en
c)
∑ n3

3n
d)
∑ n2

n!

e)
∑ (1000)n

n!
f)
∑ n!

(2n)!
g)
∑ (n!)2

(2n)!
h)
∑ n!

nn

i)
∑ 2nn!

nn
j)
∑ 3nn!

nn

4) Determine a natureza das seguintes séries.

a)
∑ log n

n
b)
∑ 1

log n
c)
∑ 1

n log n
d)
∑ 1

n(log n)2

e)
∑ 1

n2 log n
f)
∑ 1

(log n)n
g)
∑

sen

(
1

n

)
h)
∑

sen

(
1

n2

)
5) Seja (an) uma sucessão de termos positivos tal que limn an = +∞. Mostre que a

série
∑
an é divergente.

6) Seja (an) uma sucessão de termos positivos tal que limn2an = 0. Mostre que a série∑
an é convergente.
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7) Determine se são absolutamente covergentes, simplesmente convergentes ou diver-
gentes, as seguintes séries.

a)
∑ (−1)n

2n+ 1
b)
∑ (−1)n√

n
c)
∑ (−1)n√

n2 + 1

d)
∑ (−1)n

2n2 − 1
e)
∑

(−3)−n f)
∑

(−1)n
n

n+ 1

g)
∑

(−1)n
log n

n
h)
∑

(−1)n sen

(
1

n

)
i)
∑

(−1)n
sen(nθ)

n2

8) Mostre que se
∑
|an| converge então

∑
a2n também converge. Dê um exemplo em

que
∑
a2n converge mas

∑
|an| diverge.

VI. Séries de Potências.

1) Para cada uma das seguintes séries de potências, determine o conjunto dos pontos
x ∈ R onde a série é (i) absolutamente convergente, (ii) simplesmente convergente
e (iii) divergente.

a)
∑ xn

2n
b)
∑ xn

(n+ 1)2n
c)
∑ (x+ 3)n

(n+ 1)2n

d)
∑ (x− 1)n

3n + 1
e)
∑ √

n

n+ 1
(x+ 1)n f)

∑ (x− 2)n√
n2 + 1

g)
∑ (−1)n√

n+ 1
(x− 1)n h)

∑ 2n

n2 + 1
(x+ 1)n i)

∑ (−1)n(x+ 1)n

n2 + 1

j)
∑ n√

n4 + 1
(1− x)n k)

∑ (5x+ 1)n

n2 + 1
l)
∑ (1− 3x)2n

4n(n+ 1)

m)
∑ (−1)n22nxn

2n
n)
∑ n!

nn
xn o)

∑ (n!)2

(2n)!
xn

2) Determine a ∈ R de modo a que a série∑ an+1

n+ 1
xn

seja convergente no ponto x = −3 e divergente no ponto x = 3.
3) Seja g a função definida pela fórmula

∞∑
n=1

x2n

3n+1

no conjunto de todos os pontos em que a série é convergente. Determine o domı́nio
da função g e calcule o seu valor no ponto x = −1.
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4) Seja g a função definida pela fórmula

∞∑
n=1

(x− 1)n

2n−1

no conjunto de todos os pontos em que a série é convergente. Determine o domı́nio
da função g e calcule o seu valor no ponto x = 0.

5) Seja g a função definida pela fórmula

∞∑
n=1

(2x)n

4n+1

no conjunto de todos os pontos em que a série é convergente. Determine o domı́nio
da função g e calcule o seu valor no ponto x = −1.

VII. Séries de Taylor.

1) Desenvolva a função log x em série de potências de (x−1). Qual é o maior intervalo
aberto em que a série representa a função?

2) Desenvolva a função x log x em série de potências de (x − 1). Qual é o maior
intervalo aberto em que a série representa a função?

3) Desenvolva a função log(x2 + 2x + 2) em série de potências de (x + 1). Qual é o
maior intervalo aberto em que a série representa a função?

4) Desenvolva a função 1/x em série de potências de (x− 1). Qual é o maior intervalo
aberto em que a série representa a função?

5) Desenvolva a função 1/x2 em série de potências de (x−1). Qual é o maior intervalo
aberto em que a série representa a função?

6) Desenvolva a função 1/(x + 2) em série de potências de (x + 1). Qual é o maior
intervalo aberto em que a série representa a função?

7) Desenvolva a função 1/(x+ 2) em série de potências de x. Qual é o maior intervalo
aberto em que a série representa a função?

8) Desenvolva a função 1/(x + 1) em série de potências de (x − 2). Qual é o maior
intervalo aberto em que a série representa a função?

9) Desenvolva a função 1/x em série de potências de (x− 2). Qual é o maior intervalo
aberto em que a série representa a função?

10) Desenvolva a função 1/x2 em série de potências de (x−2). Qual é o maior intervalo
aberto em que a série representa a função?

11) Desenvolva a função
∫ x

0
sen(t2) dt em série de potências de x. Qual é o maior

intervalo aberto em que a série representa a função?
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12) Desenvolva a função
∫ x

0
cos(t2) dt em série de potências de x. Qual é o maior

intervalo aberto em que a série representa a função?

13) Desenvolva a função
∫ x

0
et

2
dt em série de potências de x. Qual é o maior intervalo

aberto em que a série representa a função?

14) Desenvolva a função

ϕ(x) =

∫ x2

0

log(1 + t2) dt

em série de potências de x. Qual é o maior intervalo aberto em que a série representa
a função? A função ϕ tem um extremo no ponto zero? Justifique com base na série
que obteve para ϕ.


