Instituto Superior Técnico
Departamento de Matematica

CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL I
LMAC E LEFT - 1° SEM. 2025/26

32 FICHA DE EXERCICIOS

I. Treino Complementar de Primitivas.

Determine uma primitiva de cada uma das seguintes funcgoes.

l1—= 1
1) e 1(1+4e" 2) —— 3) ————
) e ) ) ) NG )
r+1 23+ 72 —br+5
4) ——— ) 6) 1 t
) N ) TR ErEIE ) log(cosx) tan x
t
7) ztan®(z) 8) areant ima: 9) 2% arctan x
x
10) log(v'1+ 22) 11) arcsen(1/x) 12) eV®
log 1 2x
13 14) ————= 15) ———=
) (14 x)? ) (x2+1)3 ) (22 +x+1)2
1 1
16) ——— 17) ————— 18) —— =
1 +senx senz + cos senx + cos T

19) Determine a expressao de y = y(x) sabendo que
() = /(1 +42), y(1) =2
(b) yy' ==z, y@3)=-2
(c) v =2z, y(0)=1.
(d) v =2y°/V1+a?, y(0)=-L1
20) Determine todas as solugdes de ¢y =1 — y.
21) Determine todas as solugoes de y' =y — 1°.

II. Definicao de Integral e Critérios de Integrabilidade.

1) Sejam a,b,c,d € R, coma <b<c<d, e f:][a,d — R uma fun¢ao integréavel em
la,d]. Prove que f é integravel em [b, ¢].

2) Seja f : [a,b] — R uma funcdo integravel, ¢ € [a,b] e g : [a, b] — R uma func;éo tal
que g(x) = f(x), para x # c. Mostre que g é integrdvel em [a, b] e f g= f f.

3) Sejam f,g : [a,b] — R duas fungoes tais f(z) = g(x) excepto possivelmente num
numero finito de pontos Mostre que se f é integrdvel em [a,b] entdo g também é

integravel em [a, ] e f f= f
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4) Chama-se fungao seccionalmente continua a uma fungao f : [a,b] — R que é
continua excepto num nimero finito de pontos {cy, ..., ¢, }, incluindo possivelmente
os extremos a e b, e em que todos os limites laterais lim_, + f, lim, o+ f, lim, - f

k2

existem e sao finitos. Mostre que se f : [a,b] — R é uma fung¢ao seccionalmente
continua entao f é integravel em [a, b].

5) Seja f : [a,b] — R uma fungdo continua e nao-negativa. Mostre que se fff =0
entao f ¢é identicamente nula.

6) Seja V o espago vectorial das fungoes continuas no intervalo [a, b]. Dada uma fungao
f €V considere a transformacao linear 7y : V' — R definida por

/f Ydx , geV .

Mostre que Ty é identicamente nula se e s6 se f o for.
7) Considere a fungao h : [0,1] — R definida por

0, sexeQ
h(x)_{ac, sex € R\ Q.

—l 1
1
/h:/ xrdr=—
0 0 2

O que pode dizer quanto a integrabilidade de h em [0, 1] ?
Sugestao: Podera usar, sem demonstrar, o seguinte facto:

Mostre que

sup h = b, para todo o intervalo [a, b] contido em [0, 1].
[a,b]

8) Seja F': [a,b] — R uma funcao definida por

:/jf(t) dt

onde f é uma fungao limitada e integravel no intervalo [a,b]. Mostre que existe
uma constante K > 0 tal que

|F(z) — F(y)| < K|z —y| , Y,y € [a,b] .

9) Seja f : [a,b] — R uma funcao continua. Mostre que

[ 1) == 1@,

para algum & € [a, b].
10) Seja f : [a,b] — R uma funcao limitada. Mostre que se f é integrével em [a, x] para
todo o x € [a, b[, entdo f é integrével em [a b e

[r=m [
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III. Integral Indefinido e Teorema Fundamental do Calculo.

1) Sejam f,g : [a,b] — R duas fungoes continuas. Mostre que se fcd f= fcdg para
quaisquer ¢,d € [a,b], entao f(x) = g(z) , Vx € [a,b].
2) Seja f : R — R uma funcao continua e F': R — R a funcdo definida por

F(z) = /Oggxf(t) dt

Mostre que F' ¢é diferencidvel em R e calcule F’(z) para todo o x € R.
3) Sendo F' a fungao definida em R pela seguinte expressao, calcule F’(x) para todo
oxeR.

2
ex—l-t

(a) F(a:):/ sen’t dt (D) F(:L“):/z log(1+t*) dt (c) F(x):/:ﬁ_{_1 dt

4) Seja f : R — R uma fungdo continua. Mostre que f é fmpar (ie. f(z) =
—f(—x), Vo € R) se e s6 se

f(t) dt =0, Vz € R.

5) Determine a tnica funcao diferencidvel f : R — R, ndo identicamente nula, que

satisfaz a equacao
T T 2
3(t) dt = d)
[ e a=( [ s a

6) Determine uma fungao diferencidvel f : R — R, nao nula, tal que

@ t
:/0 F®) 15

7) Determine uma fungao diferencidvel f : R — R, nao nula, tal que

sent
/ f(®) 2 — cost —Cost

8) Determine uma fungao continua f : R — R e uma constante k& € R tal que

/Of(t)dtZ/xt4f(t)dt+?+E+k;_

9) Determine uma fungao diferencidvel f : R — R tal que

2

cos(f(x)) = /Ox sen(f(v/t)) cos(t) dt .

10) Determine uma funcao diferenciavel f: R — R, positiva, tal que

10
s/ / £ 1+t2
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IV. Regra de Barrow e Calculo de Areas.

1) Determine a drea da regiao plana D C R? limitada pelas curvas
y=¢€e", y=1—x e xz=1.

2) Determine a drea da regiao plana D C R? limitada pelas curvas
y=ze"", y=1 e x=0.

3) Determine a drea da regiao plana D C R? limitada pelas curvas

y=logx, y=1—2x e y=1.
4) Determine a drea da regiao plana D C R? limitada pelas curvas
y=1log(24+xz), y=—-log2+z) e z=e—2.

5) Determine a drea da regiao plana D C R? limitada pelas curvas

6) Determine a drea da regiao plana D C R? limitada pelas curvas

y=log(1+2%) e y=1log(2).
7) Determine a drea do conjunto dos pontos (z,y) € R? cujas coordenadas verificam
as condigoes
0<z<

bo|

e 0<y<xcosx.

8) Determine a drea do conjunto dos pontos (z,y) € R? cujas coordenadas verificam
as condigoes

1

z4/1 — log?(x) ‘

9) Determine a rea do conjunto dos pontos (z,y) € R? cujas coordenadas verificam
as condigoes

1<z<ye e 0<y<

1.3

0<y< ——.
V4 + 22
10) Determine a area do conjunto dos pontos (x,y) € R? cujas coordenadas verificam
as condigoes

0<z<1 e

1
(z+3)Vr+2°

11) Determine a area do conjunto dos pontos (x,y) € R? cujas coordenadas verificam
as condigoes

—1<z<1 e 0<y<

0<xz<log?2 0<y< .
R e
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V. Séries Numeéricas.

1) Mostre que cada uma das seguintes séries é convergente com soma igual ao valor

indicado.
<2 2 on 43 3 >, gntl
= b = — -
= onth 50 =24+ (=" 5
d == _°
) ;:;5“—1 3 2 ; on 3

2) Determine a natureza das seguintes séries.

n—2 n Vn—1 1
a) ) DI (DD D Dy ey

3n+1

n+1 n n!
Vw1 Dl Y Xeey M lwr
22n

| 1 | 5 o
Z>Z{”/n2:+1 DDy U B S D

3) Determine a natureza das seguintes séries.

9 2. {001y N2 )25 D

1000)™ n! n!)? n!
¢) Z( n!) ) Zw 9) ZE%))! h) wn
i) Z 2;:! J) Z 3:;:!

4) Determine a natureza das seguintes séries.

WX W T, 1

. DD
VY i D g 0 Tsen(n)  w s ()

n?logn

5) Seja (a,) uma sucessdo de termos positivos tal que limna, = +o0o. Mostre que a

série > a, é divergente.
6) Seja (a,,) uma sucessdo de termos positivos tal que lim n%a,, = 0. Mostre que a série

> a, é convergente.
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7) Determine se sao absolutamente covergentes, simplesmente convergentes ou diver-
gentes, as seguintes séries.

—1)n —1)n —1)n
DD B D e )Y
DW= DY e
0 LEUES o S (1)) Ty

8) Mostre que se Y |a,| converge entao Y a? também converge. Dé um exemplo em
que > a? converge mas Y |a,| diverge.

VI. Séries de Poténcias.

1) Para cada uma das seguintes séries de poténcias, determine o conjunto dos pontos
z € R onde a série é (i) absolutamente convergente, (ii) simplesmente convergente
e (iii) divergente.

xn

" (x 4+ 3)"

V2 b2 (n+ 1)2n ) Z( +1)2n
z—1)" n (x —2)"

UDIECEL SPIFS T D Oh ==

ERNENOD SE-S I s sk

n " (bx + 1)" (1—3x)*"
>Z\/n4:—i—1(1_x) )Y Z)Zm

(—1)m22ngm n! (n)?
WY Ay 2 2 tant”
2) Determine a € R de modo a que a série

a n
Zn—i—lx

seja convergente no ponto x = —3 e divergente no ponto r = 3.
3) Seja g a fungao definida pela férmula

N

00

x?n
>
n=1

no conjunto de todos os pontos em que a série é convergente. Determine o dominio
da fungao g e calcule o seu valor no ponto x = —1.



4)

5)

VII.

1)
2)
3)
4)
5)
6)
7)
8)
9)
10)

11)
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Seja g a funcao definida pela férmula
(2= 1)"
Z on—1
n=1
no conjunto de todos os pontos em que a série é convergente. Determine o dominio
da funcao g e calcule o seu valor no ponto x = 0.
Seja g a funcao definida pela férmula

= (2z)"
Z <4n+)1

n=1

no conjunto de todos os pontos em que a série é convergente. Determine o dominio
da funcao ¢ e calcule o seu valor no ponto x = —1.

Séries de Taylor.

Desenvolva a funcao log z em série de poténcias de (z —1). Qual é o maior intervalo
aberto em que a série representa a fungao?

Desenvolva a funcao xlogx em série de poténcias de (z — 1). Qual é o maior
intervalo aberto em que a série representa a funcao?

Desenvolva a funcao log(z? + 2x + 2) em série de poténcias de (z + 1). Qual é o
maior intervalo aberto em que a série representa a funcao?

Desenvolva a fungao 1/ em série de poténcias de (z —1). Qual é o maior intervalo
aberto em que a série representa a fungao?

Desenvolva a fungao 1/x? em série de poténcias de (z —1). Qual é o maior intervalo
aberto em que a série representa a fungao?

Desenvolva a fungao 1/(x + 2) em série de poténcias de (z + 1). Qual é o maior
intervalo aberto em que a série representa a funcao?

Desenvolva a fungao 1/(z +2) em série de poténcias de z. Qual é o maior intervalo
aberto em que a série representa a fungao?

Desenvolva a funcao 1/(z + 1) em série de poténcias de (z —2). Qual é o maior
intervalo aberto em que a série representa a funcao?

Desenvolva a fungao 1/z em série de poténcias de (z —2). Qual é o maior intervalo
aberto em que a série representa a funcao?

Desenvolva a funcao 1/x? em série de poténcias de (z —2). Qual é o maior intervalo
aberto em que a série representa a fungao?

~ T o N . 7 .
Desenvolva a funcao [, sen(t?) dt em série de poténcias de x. Qual é o maior
intervalo aberto em que a série representa a funcao?
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~ X s . A . z .
12) Desenvolva a fungao [; cos(t?) dt em série de poténcias de . Qual é o maior
intervalo aberto em que a série representa a fungao?

~ T 2 ) A~ . , . .
13) Desenvolva a fungao fo e!” dt em série de poténcias de x. Qual é o maior intervalo
aberto em que a série representa a fungao?

14) Desenvolva a funcao

o(x) = /Oz log(1 +t*) dt

em série de poténcias de x. Qual é o maior intervalo aberto em que a série representa
a fungao? A funcao ¢ tem um extremo no ponto zero? Justifique com base na série
que obteve para .



