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Primitivagao é a operacao “inversa”’ da derivacao. Mais precisamente, uma primitiva
de uma funcao f é uma funcao F' com derivada F’ = f, i.e. tal que

Escreveremos entao que

- [ f@as,

o que significa precisamente que “F é uma funcao com derivada F' = f”. Notem que
= f = (F +¢) = f para qualquer constante ¢ € R,

pelo que se F' é uma primitiva de f, entao F' + ¢ também é uma primitiva de f.

O objectivo desta ficha é aprender a encontrar primitivas de algumas funcgoes elementa-
res, quando essas primitivas podem também ser expressas como fungoes elementares. Aqui,
o termo funcao elementar significa uma fungao que pode ser expressa por adigao, multi-
plicacao, divisao e composicao de fungoes polinomiais, poténcias, funcoes trigonométricas,
hiperbdlicas e respectivas inversas, e funcoes exponencial e logaritmo.

I. Primitivas Imediatas.

As férmulas para as derivadas de algumas funcoes bem nossas conhecidas, conduzem a
seguinte tabela de primitivas imediatas:

d

%(a:@xa :>/9z: dx— , Voo # —1
d

ﬁ(log\xl):;é Edaa:logm,Vx;éO

d
%(ex) = = /exdx =e"

dd( ?) = (loga)a” :>/

, Va € RT\ {1}

d
dx(senx) —cosxé/cosxdm—senm
d—(cosx) = —senz = /senxdx = —coszT
T
d 1 1
— (tanz) = — _dr=t
dac( an ) cos?(x) :/COSQ(JI) v andg
d 1 1
—(cotz) = ————= | —5—~dxr = —cot
dx<co z) sen?(x) /senQ(x) ’ core
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X

dz
1 L
—m(arcsen x) = N = Vi x = arcsen z
w(arctan x) = N + p T2 dx = arctan x
1
%(argsenh x) = \/ﬁ = /\/ﬁ dx = argsenh x
1
— (argcosh ) = :> / ———dz = argcosh
dx Vai—1 Va2 —1
Temos também que
d df | dg
—(ftg) =+ /(f+9)d$:/fd$+/gdl’
d df
%(cf) =co = [ ¢fdr =c | fdx, para qualquer constante ¢ € R.
Usando estes factos, determine uma primitiva de cada uma das seguintes fungoes.
1) 22° 2) x +\x 3) V2x + \/g
2 2 5/, .3 6
4) — + _\/_ 5) r—2r+5 6) M
T Vi Vi
1 1\’ ) 6
1 3
g <x2 \/_) B) @+ 1) sen?(x)
5 2 2
10) o2 (7) 11) tan®(x) 12) cot*(x)
4 3 2
13 14) —— 15
>1+x2 )\/1—332 )\/1—i-av2
1
16) — 17) e*+? 18) "t
2 —1
) 3¢” + /@ 20) 2° 21) Z—
1
22) o 23) g +Vz 24) 3sen(x)
2
25) 2 cos(z) 26) sen(2z) 27) 2senh(z) + 3 cosh(z)

cos(x)

d
d—(senh x) = coshz = /coshx dx = senh x

d
—(coshx) = senhz = /senhxdaz = coshzx
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II. Primitivas Quase-Imediatas.

A férmula para a derivada da funcao composta

(F(u(2)) = F'(u(x)) - (x)

/f )dz = F(u /f

Esta formula, combinada com a tabela anterior de primitivas imediatas, conduz a seguinte
tabela de primitivas quase-imediatas.

diz-nos que

/u(az)au'(x) dr = u(ixj_‘jr , Va # —1
W) g og |u(x
[ = o (o)

/e“(x)u'(a:) dx = ™

/a“("’”)u'(x) dx = o Va € RT\ {1}
~ loga’

senh(u(x))u'(z) dr = cosh(u(x))

L dr = arcsen(u(x
IN e (ux))
() _
/m dx = arctan(u(x))
dx = argsenh(u(z))

| A
| =

dx = argcosh(u(x))
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Temos assim por exemplo que

sen cosx)’
/tanxdx:/ dx:—/u:—logkosx\
cos cos T

Cos senx)’
/cota:dx:/ dx:/uzloghenx\
sen sen x

Usando estes factos, determine uma primitiva de cada uma das seguintes funcoes.

1
1)\5/?721- 2)I’V$2+1 3)1‘\/1—172
4 L 5) o oz
ite N V1
7) sen(2z) 8) cos(3z) 9) sen(z) cos(z)
10) xsen(x?) 11) x cos(x?) 12) x cos(a® + 1)
13) sen (/) 14) cos(y/x) 15) sen(1/z)
vz VT x?
16) 2% cos(x® — 1) 17) z* sen(2® + 1) 18) wsen(x?) cos(z?)
19) sen®(z) cos(z) 20) SZ:Q((Z)) 21) sen(x) cos®(r)
T 2z 3z
22) ¢ 93) S EE T 24) ze’
e €T
7132 6\/5 el/x
25) ze 26) NG 27) p
28) e%e” 29) ! 30) !
3r— 7 4 -5z
2
T T T
1) —— 2 —
3)1+x2 3>x2+4 33)1+x3
e ex—i—l e
34 35 36
)2—1—6‘” )1+ex )1—1—62”
1
37) €” sen(e”) 38) €% (®) sen(2x) 39) Oix
cos(log x) log(log z) 1
40) ———= 41) ————— 42
) T ) rlogx ) Vel +4/x)
t
43) tan(2z) 44) cot(5z — 7) 45) (V)

1

46) sen?(3x)

tanx

cos?(x)

48) tan®(x)
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1 1 1
49) — 90) —— 0]l) ———
) a? — z2 ) a? + x? ) Va2 + x?
x3 1 T
52 93) ————— 54) ——
):U8+1 )\/5(1+x) )\/1—x4
55) ‘ 56) ¢ 57) senh(2z + 1) cosh(2z + 1)

ITI. Primitivas de Funcoes Racionais.

E possivel primitivar qualquer funcao racional, i.e. qualquer fungao f = p/q com p e
g polinémios, em termos de fungoes elementares (cf. Spivak). ITlustramos aqui esse facto
quando p é um polinémio de grau < 2 e ¢ é um polinémio do terceiro grau da forma
q(z) = 2% + byx® + by + by. A primitiva de f = p/q depende essencialmente da natureza
deste polinémio denominador.

Caso 1. O polinémio denominador ¢ tem 3 raizes reais distintas, i.e.

) =(r—a)(x—p)(z—7), coma,B,yER, a#p#v#a.
Neste caso, a fungao racional f = p/q pode ser escrita na forma

A B
f(z) = + + ¢ , com A, B,C €R,
r—a x—p0f x—7v

pelo que
/f(:):)dx:Alog|x—a|+Blog|x—ﬁ|+Clog|x—7|.

Caso 2. O polinémio denominador ¢ tem uma raiz real simples e outra raiz real dupla,
ie.
g(r) = (z —a)(z - B)*, coma,fER, a#p.
Neste caso, a fungao racional f = p/q pode ser escrita na forma
A B C

com A, B,C € R,

pelo que

/f(x)dx:A10g|$_a’+Blog]x—ﬂ‘—%'

Caso 3. O polinémio denominador ¢ tem uma raiz real tripla, i.e.

q(r) = (r —a)®, com o € R.
Neste caso, a fungao racional f = p/q pode ser escrita na forma
A B C
f(z) = + + com A, B,C € R,

r—a (r—a)? (z—a)’
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pelo que
B C
/f(x)dx—A10g|x—a|— T3 —a)

Caso 4. O polinémio denominador g tem apenas uma raiz real simples, i.e.
q(z) = (r — a)((x —a)® +b*), com a,a,b € R, b#0.

Neste caso, a fungao racional f = p/q pode ser escrita na forma

r—

A Bz +C
= A B R
f(x) x—a+(x—a)2+b2’com ,B,C € R,
pelo que
Bz +C
/f(x)dx:Alog|x—oz|+/mdx,

onde a tltima primitiva é quase-imediata, podendo ser expressa usando as fungoes loga-
ritmo e arco tangente.

Usando estes factos, determine uma primitiva de cada uma das seguintes funcoes.

) 1
(x4 1)(x —2)
4 x2f25
g
2 +1
0 e+
3r—1
13) (2 =1)(z+1)
2% 43z — 2
) G ey
202 +x+1
N P TP
29) T —2
(14 22)(z+3)
22 —3x 44
25) (x —2)(2? — 2z + 2)
2) 222 + Tz — 1

B4+at—-—r—1

1
2 —1
1

24+x+1
2x

(22 = 1)(z +1)
3r+1
-
x+ 10
(22 —4)(z +2)
22 —4x +6
(x+2)(x—1)2
1+
1—at
T+ 2
(4 —22)(1 + 22?)
e

2)

5)

8)

11)

14)

17)

20)

23)

26) (x —2)(2?2 —22+2)

2¢ + 1
23— 312 +3x—1

29)

3)

6)

9)
12)
15)
18)
21)
24)

27)

30)

374

11—z
x
PN
6+
A1)
r+1
x(r — 2)?
1+ 22
=22+
32?2 4 3x + 2
(x—1)(22+22+1)
1
CESVEESY
2 4+r—1
(14 22)(z + 3)
2% + 4z + 3
(14 z)(2? 42z + 2)
322+ 3x+1
34222+ 2r+1




CDI I - LMAC, MEBIOM, MEFT - 1 SEM. 2014/15 — FICHA 3, PARTE 2 7

IV. Primitivacao por Partes.
A férmula para a derivada do produto de duas fungoes u e v,
(u-v) =v - v+u-veu-v=_>wv)—-u- v,

da origem a férmula de primitivacao por partes:

/u(x) ' (z) dr = u(z) - v(z) — /u’(:c) ~v(x)dr.

Esta formula é particularmente util quando a funcao que queremos primitivar pode ser
expressa como o produto de uma funcao u, cuja derivada é mais simples do que u, com
uma funcao v’ com primitiva imediata ou quase-imediata v.

H& dois truques que sao usados de forma frequente na primitivacao por partes. O
primeiro é escrever [ f(z)dx = [1- f(x)dx e considerar u = f e v' = 1. Obtem-se entdo

que
[ @ dr=a- s~ [ @)
Por exemplo,

1
/logxd:c:/Llogxda:::plogx—/x-—da:::c~log:c—/1da:::cloga:—:c.
x

O segundo truque ¢ usar primitivagao por partes para encontrar [ f em termos da prépria
[ f e depois resolver em ordem & [ f. Por exemplo,

1 1 1 1
[*Et e = [ 1 dogade = logaloga — [loga - do = (oga)? ~ [ 2L
T T -

x
1 1 1 2
2/ ngdx:(logx)2:>/ ogxdx:(ogx) :
T x 2

Usando estes factos, determine uma primitiva de cada uma das seguintes funcoes.

pelo que

1) zsenx 2) xcosw 3) xe”
4) zlogx 5) (log r)? 6) % senx
7) 2% cosw 8) x 9) 2% log(1 + z)
10) sen®(z) 11) cos®(x) 12) sen®(z)
13) cos®(x) sen®(z) 14) %™ 15) ¢*® sen(bx)
16) cos(logx) 17) arcsenx 18) arctanzx
19) z arctan x 20) v/x arctan(1/+/z) 21) v/z arctan(y/x)
x3 z° 5
22) 23) N 24) (log )

V1422
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log(1
25) log(log 7) 26) vz logx 27) z(log x)*
T
1 log(1
28) = 29) log(1 + 7) 30) cos(z)log(1l + cosx)

NG

31) sen(x)log(l + senx)
34) z* cosh z

V. Primitivagao por Substituicao.

N
32) cosh(x) cos(x)

35) senh?(x)

33) z?senh x

36) cosh?(z)

A férmula para a derivada da funcao composta, ja referida nesta ficha, da origem a
formula de primitivagao por substituicao:

/ (@) do = < / Flul) () dt)t:u1(x) |

O procedimento associado & utilizagao desta férmula para determinar [ f(z)dz pode ser

resumido nos seguintes 3 passos:

(i) considerar a substitui¢do = = u(t) e dz = u'(t)dt em [ f(x)dx;
(ii) encontrar [ f(u(t))u'(t) dt como fun¢do elementar da varidvel ¢;
(iii) fazer a substituicao inversa t = u~!(z) na funcdo elementar obtida em (ii).

Usando a substituicao indicada, determine uma primitiva de cada uma das seguintes

funcoes.

1) > r =1t
2z +1)(vVr+2)" 7
1
3 l—z=1¢
) ooz "
1
5 L x+2 =1t
)(x~|—3)\/x+2
7) ! 1427 =1
—’ €r =
v/ 1+ 22

vo—1
2) ° , r—1=¢
x
4) ! +3 =1t
y & =
2+2)Vr+3
1
6) ———, x+1=1¢
)1—|—\/:zc—|—1
1
8 — =13
)%(1+v3x4>
1 T x
10 -
)x2 x+2 x+2
1
12) ——  t=¢"
14e®
2z
14) ‘ = ¢




CDI I - LMAC, MEBIOM, MEFT - 1 SEM. 2014/15 — FICHA 3, PARTE 2 9

e4:v 5
15) ——, t=¢€*
) e =
log
17 t=1
) ioge) 1 T8
cos
19) ————, t =
) 4+ sen?(z)’ Sen
sen
2l]) ————, t =
) 4 + cos®(z)’ cos e
cos T
23 t =
) 1+senx — cos?(x)’ sens
2
25) sen(22) , t=senx
(1 —senz)cos?(x)
1
27 =
) p_ sen(x)
1
29 t=
) cosz(l —senx)’ sen(z)
1
31 t = senh
) coshz’ senh(z)
1
33) ———, t=tanx
2+ tanx
35) V14 2%, z =tant
1
37) Var—1, x =
cost
39) V1 —22, x =sent
41) g
/1 — a2’
1
43) ———, r = tant
) V1 + a2
1
45) ——— =g 1
xva? —1
1
47) ————, = = cosht
Va2 —1

1

16 , t=logx
) z(1 + log®(z)) &
1
18 Ct=1
) xlogz(1l — log x) 08
20) S , t =senx
1 + sen?(x)
22) L , t=cosz
1 + cos?(z)
sen x
24 t=
) 14 cosz — sen?(x)’ cos e
2
26) sen(2z) , t =cosx
cos z(1 + cos?(z))
1
28 t=
) senz’ cos(x)
1
30 t =
) senz(l +cosx)’ cos(x)
1
32) ———, t = cosh
) senhz’ cosh()
1-1t
34) S ane , t=tanx
1+tanx

36) V1+ 2%, z =senht

38) Va2 — 1, x = cosht

1
40) ———, x = sent
):v\/l—xQ
1
42) — = 2= 442
)x\/l—i—x?
1
44) ———, x = senht
)x\/l—i-:cQ
1 1
46) , T =
vl —1 cost
1
48) ——, & = sen’(t)
(1 —x)

VI. Treino Complementar de Primitivas.

Usando qualquer um dos métodos de primitivacao indicados na Ficha 5, determine uma
primitiva de cada uma das seguintes fungoes.
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V4 —a?

3+ 722 =545

B w1y

16) log(cosz) tanx

19) x tan®(x)

9 2) arctan x

xr2

25) x” arctan &

28) log(v1 + 22)
31)
34) eV®

)

arcsen(l /)

1+senx

1) —
1
(z2+ 1)
sen®(x)
cos?(x)

1
cos?(x)
arctan

1+ 22
x arctan x

(14 22)3
29) xlog(Vv1+ z2?)
32)
)
)

14)

17)

20)
23)

26)

xarcsen(1/x)
log(z + /)
38) e“log(1 + €**)

35

1
t+1
3x
(2 4+ 2+ 1)3
1
senx + cosx

41)
44)

47)

1

Vr—1++Vr+1
2x

2 — 4z + 3

3)

6)

24) z arctan(1 + x)

27) arctan(y/z)

sen
senx + cosx
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VII. Definigao de Integral e Critérios de Integrabilidade.

1) Sejam a,b,c,d € R, coma <b<c<d, e f:][a,d — R uma fun¢ao integravel em
[a,d]. Prove que f é integravel em [b, c].

2) Seja f : [a,b] — R uma funcao integravel, ¢ € [a,b] e g : [a, b] — R uma funcao tal
que g(z) = f(x), para = # c. Mostre que g é integrével em |a, b] e f g= f f

3) Sejam f,g : [a,b] — R duas fungoes tais f(x) = g(x) excepto posswelmente num
numero finito de pontos Mostre que se f é integrdvel em [a,b] entdo g também é
integravel em [a, b] e f f= f

4) Chama-se fungao secc10nalmente continua a uma funcao f : [a,b] = R que é
continua excepto num nimero finito de pontos {cy, ..., ¢, }, incluindo possivelmente
os extremos a e b, e em que todos os limites laterais lim ek fyolim, o+ f, limg_y- f
existem e sao finitos. Mostre que se f : [a,b] — R é uma fung¢ao seccionalmente
continua entao f é integravel em [a, b].

5) Seja f : [a,b] — R uma fungdo continua e nao-negativa. Mostre que se fab f=0
entao f é identicamente nula.

6) Seja f : [a,b] — R uma fungao continua e nao-negativa (i.e. f(x) >0, Vz € [a,b]).
Mostre que se existe ¢ € [a, b] tal que f(c) > 0 entdo fab f>0.

7) Seja V o espago vectorial das fungoes continuas no intervalo [a, b]. Dada uma funcao
f €V considere a transformacao linear 7 : V' — R definida por

/f Ydz , g€V .

Mostre que 7Ty é identicamente nula se e s6 se f o for.
8) Seja f : [a,b] — R uma funcdo continua. Mostre que se f; f = 0 entdo existe pelo
menos um ponto ¢ € |a, b] tal que f(c) = 0.
9) Sejam f,g : [a,b] — R duas fungoes continuas. Mostre que se fjf = f;g entao
existe pelo menos um ponto ¢ € |a, b| tal que f(c) = g(c).
10) Considere a fungao h : [0,1] — R definida por

0, sexeQ
h(x)_{x, sex € R\ Q.

Mostre que

—1 1
1
/h:/ x dr ==
0 0 2

O que pode dizer quanto & integrabilidade de h em [0, 1] ?
Sugestao: Podera usar, sem demonstrar, o seguinte facto:

sup h = b, para todo o intervalo [a, b] contido em [0, 1].
[a,b]
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11) Considere a fungao h : [0,1] — R definida por

)z, sexcQ
h(x)_{O, sexz € R\ Q.

Z;h:/ol(—x)da::—%.

O que pode dizer quanto a integrabilidade de h em [0, 1] ?
Sugestao: Podera usar, sem demonstrar, o seguinte facto:

Mostre que

[mbf] h = —b, para todo o intervalo [a,b] contido em [0, 1].

12) Seja F': [a,b] — R uma fungao definida por

:/:f(t) dt

onde f é uma fungao limitada e integrével no intervalo [a,b]. Mostre que existe
uma constante K > 0 tal que

|F(z) = F(y)l < Kle =y, Va,y € [a,b] .
13) Seja f : [a,b] — R uma fungao integravel tal que m < f(x) < M, Yz € [a,b].

Mostre que ,
| #ta) de= @

para algum g € R tal que m < pu < M.
14) Seja f : [a,b] — R uma funcdo continua. Mostre que

/ f(x) d = (b—a) f(€),

para algum & € [a, b].

15) Mostre que se f : [a,b] — R é uma fungao integravel entao |f| : [a,b] — R também
¢ integravel.

16) Seja f : [a,b] — R uma funcao limitada. Mostre que se f é integrével em [a, x] para
todo o x € [a, b[, entdo f é integrével em [a b e

[r=m [
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VIII. Integral Indefinido e Teorema Fundamental do Calculo.

1) Sejam f,g : [a,b] — R duas fungdes continuas. Mostre que se fcd f= fcdg para
quaisquer ¢,d € [a,b], entdo f(x) = g(z) , Vx € [a,b].

2) Seja f : [—1,1] — R uma fungao integravel em [—1, 1], continua em [—1, 1]\ {0} e
com limites laterais finitos em x = 0:

f(07) = lim fz) e f(07)= lim f(z).

z—0t

Mostre que a fungao ¢ : [—1,1] — R definida por

0= [ s

é diferencidvel em z = 0 e que ¢ (O) f(07) + f(0%).
Sugestao: para calcular hmx_,o ) deverd usar primeiro a regra de Cauchy e ana-

lisar em seguida os casos © — 0~ e x — 0T separadamente.
3) Considere a fungao F' : R™ — R definida pela identidade:

1 241
F(x):/ St dt.
1

(a) Mostre que F(1/x) = —F(x), para todo o z € RT.
(b) Mostre que F' é diferencidavel em R* e calcule F'(z) para todo o x € R™.
4) Seja f : R — R uma funcdo continua e F': R — R a fungao definida por

F(z) :/Omxf(t) dt

Mostre que F' é diferencidvel em R e calcule F’(z) para todo o x € R.
5) Sendo F' a fungao definida em R pela seguinte expressao, calcule F’(x) para todo
oxeR.

2

(a) F(a:):/ sen’t dt (D) F(:L“):/I log(1+t*) dt (c) F(x):/om

6) Mostre que os valores das seguintes expressoes nao dependem de x.

()/m L dt+/1/z ! (b) / L g, ae)o,n/2]
a s T
0 1+t2 0 1+t2 7 —cosx 1_t2 7 ’

7) Considere a fungao F': R — R, definida pela férmula

em—l—t

241

Mostre que
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8) Seja f : R — R uma fungdo continua. Mostre que f é fmpar (i.e. f(x) =
—f(—x), Vz € R) se e s6 se

/xf(t)dt—(), Ve e R.

9) Seja f : R — R uma funcdo continua. Mostre que f é par (i.e. f(x) = f(—x), Vo €
R) se e 86 se

/_xf(t)dt:2/oxf(t)dt, Vz € R.

10) Determine uma funcao diferenciavel f: R — R, par, tal que

2
et

log(1+ f(x)) :/Ox ok

11) Determine a tnica func¢ao diferenciavel f : R — R, nao identicamente nula, que

satisfaz a equacao
e dt = ' d 2.
[ roa=([ rwa)

12) Determine a unica funcao diferencidvel f : R — R, par e ndo identicamente nula,
que satisfaz a equacao

P = [ v .

13) Seja f : R — R uma fungao continua, com f(z) < 0 para todo o x € R. Justifique
que a funcao ¢ : R — R, definida por

o) = / " p) dt,

é diferencidvel e mostre que ¢'(z) < 0, Va € R.
14) Seja f : R — R uma fungao continua, com f(z) > 0 para todo o x € R. Justifique
que a funcao ¢ : R — R, definida por

o) = / " f) dt,

é diferencidvel e mostre que ¢'(z) > 0, Va € R.
15) Determine uma funcao diferenciavel f: R — R, nao nula, tal que

P(x) = / ) e

16) Determine uma funcao diferenciavel f: R — R, nao nula, tal que

2 . * t
f(fv)—/o 1) =y
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17) Determine uma funcao diferenciavel f: R — R, nao nula, tal que

sent
/ f(®) 2 — cost —cost

18) Determine uma funcao diferenciavel f: R — R, nao nula, tal que
cost
/ £(0
2+ sent sent
19) Determine uma funcao dlferen(:lavel f R — R, impar e nao identicamente nula,
tal que

(f()*= [ f(t)cos(t) dt.
20) Determine uma fungao diferenciavel f : R — R, fmpar e nao identicamente nula,

tal que
[P0
= [ %

21) Determine uma fungao continua f : R — R e uma constante k£ € R tal que

: ' z? 2
[swya=[trwasy Lk

22) Determine uma fungao continua f : R — R e uma constante k£ € R tal que

: ' 2?2 2t
[swya= [ erasy e Tk

23) Determine uma fungao diferencidvel f : R — R tal que

dt .

2

cos(f(x)) = /Or sen(f(V/t)) cos(t) dt .

24) Determine uma fungao diferencidvel f : R — R tal que

2

sen(f(x)) = /Of cos(f(v/t))sen(t) dt .

25) Determine uma fungao diferencidvel f : R — R, positiva, tal que

log(
8(f / D) 1+t2

26) Determine uma fungao diferencidvel f : R — R, positiva, tal que

1
og(f / f(t) 1+1t2
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IX. Regra de Barrow e Calculo de Areas.
1) Determine a drea da regiao plana D C R? limitada pelas curvas
y=¢e¢', y=1—x e z=1.
2) Determine a drea da regiao plana D C R? limitada pelas curvas
y=e ", y=1+x e z=-1.
3) Determine a drea da regiao plana D C R? limitada pelas curvas
y=xze', y=1 e z=0.
4) Determine a drea da regiao plana D C R? limitada pelas curvas
y=1—-2)e ", y=1 e xz=1.
5) Determine a drea da regiao plana D C R? limitada pelas curvas
y=logx, y=1—2 e y=1.
6) Determine a drea da regiao plana D C R? limitada pelas curvas
y=log(l4+z), y=—log(l+z) e z=e—1.
7) Determine a area da regiao plana D C R? limitada pelas curvas
y=log(2+z), y=-log(2+z) e z=e—2.

8) Determine a drea da regiao plana D C R? limitada pelas curvas

=z? — 7r_2 e = COoST
y - 4 y - N
9) Determine a drea da regiao plana D C R? limitada pelas curvas
2 a?
y=r, Y= ) e y=x

10) Determine a drea da regiao plana D C R? limitada pelas curvas

y=e¢€¢', y=e* e x=2.

11) Determine a drea da regiao plana D C R? limitada pelas curvas

y=log(l+2%) e y=log(2).

12) Determine a drea do conjunto dos pontos (z,y) € R? cujas coordenadas verificam

as condigoes

0

IN

r < e 0<y<zxsenx.

| N

13) Determine a drea do conjunto dos pontos (z,y) € R? cujas coordenadas verificam

as condigoes
0

IA

T < e 0<y<uzcosz.

ro | 3
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14) Determine a area do conjunto dos pontos (z,y) € R? cujas

as condigoes
1

0<y< )
= Y= 21+ 1ogk(x))
15) Determine a drea do conjunto dos pontos (z,y) € R? cujas

as condigoes
1
z4/1 — log?(z)

16) Determine a drea do conjunto dos pontos (z,y) € R? cujas
as condigoes

1<x<e e

1<z<ye e 0<y<

17) Determine a area do conjunto dos pontos (x,y)
as condigoes

0<x<1l e 0<y<

N

18) Determine a area do conjunto dos pontos (z,y) € R? cujas
as condigoes

1
0<2<2 e 0<y<

T (z+DVr+2

19) Determine a drea do conjunto dos pontos (z,y) € R? cujas
as condigoes

1
(z+3)Vr+2°

20) Determine a drea do conjunto dos pontos (z,y) € R? cujas
as condigoes

—1<2<1 e 0<y<

1
et 2varl

21) Determine a drea do conjunto dos pontos (x,y) € R? cujas
as condigoes

0<z<2 e 0<y<

0<z<log2 e 0<y<

22) Determine a drea do conjunto dos pontos (z,y) € R? cujas
as condigoes

0<z<log2 ¢ 0<y<

coordenadas verificam

coordenadas verificam

coordenadas verificam

coordenadas verificam

coordenadas verificam

coordenadas verificam

coordenadas verificam

coordenadas verificam

coordenadas verificam



