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Departamento de Matemática
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1a FICHA DE EXERCÍCIOS

I. Desigualdades e Módulos

1. Mostre que:

1.1.
{
x ∈ R : x− 1

x+ 3 < 2
}

= ]−∞,−7[ ∪ ]−3,+∞[

1.2.
{
x ∈ R : x− 1

x+ 3 ≥ 2
}

= [−7,−3[

1.3.
{
x ∈ R : x− 2

x+ 1 < 3
}

=
]
−∞,−5

2

[
∪ ]−1,+∞[

1.4.
{
x ∈ R : x+ 2

x− 1 ≤ 3
}

= ]−∞, 1[ ∪
[

5
2 ,+∞

[
1.5.

{
x ∈ R : x+ 2

x− 1 > 3
}

=
]
1, 5

2

[
1.6.

{
x ∈ R : x+ 3

x− 2 ≤ 1
}

= ]−∞, 2[

1.7.
{
x ∈ R : x− 2

x+ 3 < 2x
}

= ]−3,−2[ ∪
]
−1

2 ,+∞
[

1.8.
{
x ∈ R : x+ 2

3− x > 2x
}

=
]
−∞, 1

2

[
∪ ]2, 3[

1.9.
{
x ∈ R : x+ 4

x− 1 < 3x
}

=
]
−2

3 , 1
[
∪ ]2,+∞[

1.10.
{
x ∈ R : 4− x

x+ 1 > 3x
}

= ]−∞,−2[ ∪
]
−1, 2

3

[
2. Mostre que:

2.1. {x ∈ R : |x+ 2| = 3} = {−5, 1}
2.2. {x ∈ R : |3− x| > 2} = ]−∞, 1[ ∪ ]5,+∞[
2.3. {x ∈ R : 3 < 2|x− 1| ≤ 5} =

[
−3

2
,−1

2

[
∪
]
5
2
, 7
2

]
2.4. {x ∈ R : |x+ 2| ≤ 3 ∧ x+ 1 > 0} = ]−1, 1]
2.5. {x ∈ R : |4x+ 3| > 1} = ]−∞,−1[ ∪

]
−1

2
,+∞

[
2.6. {x ∈ R : |5 + 3x| ≥ 2} =

]
−∞,−7

3

]
∪ [−1,+∞[

2.7. {x ∈ R : |1− 4x| < 5} =
]
−1, 3

2

[
2.8. {x ∈ R : |2− 5x| ≤ 3} =

[
−1

5
, 1
]

2.9. {x ∈ R : |3x+ 4| ≥ 1} =
]
−∞,−5

3

]
∪ [−1,+∞[

2.10. {x ∈ R : |3− 2x| < 5} = ]−1, 4[

3. Mostre que:
3.1. {x ∈ R : |3− 2x| ≥ |x+ 2|} =

]
−∞, 1

3

]
∪ [5,+∞[

3.2. {x ∈ R : |x| ≤ |x− 2|} = ]−∞, 1]
3.3. {x ∈ R : |6x− 5| < |1− 8x|} = ]−∞,−2[ ∪

]
3
7
,+∞

[
3.4. {x ∈ R : |5− 6x| ≥ |8x− 1|} =

[
−2, 3

7

]
3.5. {x ∈ R : |3x− 4| ≤ |8− 9x|} =

]
−∞, 2

3

]
∪ [1,+∞[

3.6. {x ∈ R : |4− 3x| > |9x− 8|} =
]
2
3
, 1
[

3.7. {x ∈ R : |2x− 7| < |1− 6x|} =
]
−∞,−3

2

[
∪ ]1,+∞[

3.8. {x ∈ R : |5− 2x| > |4x− 9|} =
]
2, 7

3

[
3.9. {x ∈ R : |3x− 5| ≤ |1− 4x|} = ]−∞,−4] ∪

[
6
7
,+∞

[
3.10. {x ∈ R : 3|2− x| ≤ |x|} =

[
3
2
, 3
]

1
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4. Mostre que:
4.1. {x ∈ R : 4 < x2 < 9} = ]−3,−2[ ∪ ]2, 3[
4.2. {x ∈ R : x2 − 1 > 0 ∧ x− 3 ≤ 0} = ]−∞,−1[ ∪ ]1, 3]
4.3. {x ∈ R : x2 − 2x− 3 ≥ 0} = ]−∞,−1] ∪ [3,+∞[
4.4. {x ∈ R : 2− x− x2 > 0} = ]−2, 1[
4.5. {x ∈ R : |3− 2x+ x2| < 5} =

]
1−
√

3, 1 +
√

3
[

4.6. {x ∈ R : |15 + 2x− x2| ≥ 9} = ]−∞,−4] ∪
[
1−
√

7, 1 +
√

7
]
∪ [6,+∞[

4.7. {x ∈ R : |3x2 + 4x| ≤ 1} =
[
−2−

√
7

3
,−1

]
∪
[
−1

3
, −2+

√
7

3

]
4.8. {x ∈ R : |3x2 − 5x+ 1| ≥ 1} = ]−∞, 0] ∪

[
2
3
, 1
]
∪
[
5
3
,+∞

[
4.9. {x ∈ R : |3 + 4x− x2| ≤ 2} =

[
−1, 2−

√
5
]
∪
[
2 +
√

5, 5
]

4.10. {x ∈ R : |1 + 4x− 3x2| > 1} =
]
−∞, 2−

√
10

3

[
∪
]
0, 4

3

[
∪
]
2+
√
10

3
,+∞

[
5. Mostre que:

5.1. {x ∈ R : |x(x− 3)| = |1− 3x|} =
{
−1, 3− 2

√
2, 1, 3 + 2

√
2
}

5.2.
{
x ∈ R : |x2 + x| ≤ |x+ 3

4
|
}

=
[
−3
2
, −
√
3

2

]
∪
[
−1
2
,
√
3
2

]
5.3. {x ∈ R : |3x+ 4| > |x2 + 3x|} =

]
−3−

√
5,−2

[
∪
]
−3 +

√
5, 2
[

5.4. {x ∈ R : |2x2 − 5x| ≤ |5x− 8|} = [−2, 1] ∪ [2, 4]
5.5. {x ∈ R : |2x− x2| < |1− 2x|} =

]
−1, 2−

√
3
[
∪
]
1, 2 +

√
3
[

5.6. {x ∈ R : |5x+ 4| > |4x2 + 5x|} = ]−2,−1[ ∪
]
−1

2
, 1
[

5.7. {x ∈ R : |3− 2x| ≥ |2x− x2|} =
[
−
√

3, 1
]
∪
[√

3, 3
]

5.8. {x ∈ R : |x2 + 3x| ≤ |3x+ 5|} =
[
−5,−

√
5
]
∪
[
−1,
√

5
]

5.9. {x ∈ R : |2x2 + 3x| < |3x+ 4|} =
]
−2,−

√
2
[
∪
]
−1,
√

2
[

5.10. {x ∈ R : 3|x+ 6| ≤ |x2 + 4x|} =
]
−∞, −1−

√
73

2

]
∪
[
−1+

√
73

2
,+∞

[
II. Axioma de Supremo

1. Seja A um subconjunto de R majorado e não-vazio, com supremo s = supA.
Mostre que para qualquer ε > 0 existe a ∈ A tal que a > s− ε.

2. Sejam A e B dois subconjuntos de R.
(a) Prove que se supA < inf B então A e B são disjuntos.
(b) Mostre por meio de exemplos que se supA ≥ inf B então A e B podem ser

ou não disjuntos.

3. Sejam A e B dois subconjuntos não-vazios de R, tais que

a ≤ b , para quaisquer a ∈ A e b ∈ B.

Mostre que existem o supremo de A e o ı́nfimo de B, e que supA ≤ inf B .

4. Sejam A e B dois subconjuntos de R, não-vazios e limitados, tais que supA =
inf B. Mostre que para qualquer ε > 0, existem a ∈ A e b ∈ B tais que |a−b| < ε.

5. Sejam A,B ⊂ R dois subconjuntos não-vazios e limitados, tais que inf B −
supA = 1. Mostre que existem a ∈ A e b ∈ B tais que 1 ≤ b− a < 2.
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6. Seja A um subconjunto de R, limitado e não-vazio, tal que supA − inf A = 2.
Mostre que existem a1, a2 ∈ A tais que 1 < a2 − a1 ≤ 2.

7. Sejam A e B dois subconjuntos de R, não-vazios e majorados, tais que supA ≤
supB. Mostre que o conjunto C = A ∪B tem supremo e que supC = supB.

8. Seja A um subconjunto de R, não-vazio e majorado, tal que supA = 1. Mostre
que A ∩ [0, 1] 6= ∅.

III. Indução Matemática

1. Demonstre por indução as relações seguintes (entre parentesis, cada relação é
escrita usando o śımbolo de somatório, cf. exerćıcios do grupo IV).
(a) 1 + 2 + 3 + · · ·+ n = n(n+ 1)/2 para qualquer n ∈ N.

(
∑n

k=1 k = n(n+ 1)/2 )
(b) 1 + 3 + 5 + · · ·+ (2n− 1) = n2 para qualquer n ∈ N.

(
∑n

k=1(2k − 1) = n2 )
(c) 12 + 22 + 32 + · · ·+ n2 = n(n+ 1)(2n+ 1)/6 para qualquer n ∈ N.

(
∑n

k=1 k
2 = n(n+ 1)(2n+ 1)/6 )

(d) 13 + 23 + 33 + · · ·+ n3 = (1 + 2 + 3 + · · ·+ n)2 para qualquer n ∈ N.
(
∑n

k=1 k
3 = (

∑n
k=1 k)2 )

(e) 03 + 13 + · · ·+ (n− 1)3 < n4/4 < 13 + 23 + · · ·+ n3 para qualquer n ∈ N.
(
∑n

k=1(k − 1)3 < n4/4 <
∑n

k=1 k
3 )

(f) 1/
√

1 + 1/
√

2 + · · ·+ 1/
√
n >

√
n para qualquer n ∈ N tal que n ≥ 2.( ∑n

k=1 1/
√
k >

√
n
)

2. Seja P (n) a proposição: n2 + 3n+ 1 é par para todo o n ∈ N.
(a) Mostre que se P (k) é verdadeira para um dado k ∈ N, então P (k + 1)

também é verdadeira.
(b) Critique a afirmação: “Por indução fica provado que P (n) é verdadeira para

todo o n ∈ N”.
(c) Prove que n2 + 3n+ 1 é ı́mpar para todo o n ∈ N.

3. Seja P (n) a proposição: 1 + 2 + 3 + · · ·+ n = (2n+ 1)2/8 para todo o n ∈ N.
(a) Mostre que se P (k) é verdadeira para um dado k ∈ N, então P (k + 1)

também é verdadeira.
(b) Critique a afirmação: “Por indução fica provado que P (n) é verdadeira para

todo o n ∈ N”.
(c) Modifique P (n), mudando a igualdade para uma desigualdade que seja ver-

dadeira para todo o n ∈ N.

4. Mostre a desigualdade de Bernoulli, i.e. (1 + x)n ≥ 1 + nx para qualquer
n ∈ N e qualquer x ∈ R tal que x ≥ −1.
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IV. Śımbolo de Somatório

Dado n ∈ N e uma sequência de números reais a1, a2, . . . , an ∈ R, o śımbolo de
somatório

∑n
k=1 ak define-se por recorrência da seguinte forma:

n∑
k=1

ak = a1 se n = 1 ,
n∑
k=1

ak =

(
n−1∑
k=1

ak

)
+ an se n > 1 .

Resolva os exerćıcios seguintes com base nesta definição.

1. Determine os valores numéricos das seguintes somas:

(a)
8∑
i=1

(2i− 3) ; (b)
7∑

k=1

(k − 4)2 ; (c)
4∑
j=1

j(j + 1)(j + 2) ; (d)
4∑
i=1

6 ;

(e)
3∑
j=1

j2j ; (f)
7∑

k=1

(−1)k(2k − 3) ; (g)
5∑

n=1

1

n(n+ 1)
.

2. Demonstre as seguintes propriedades do somatório:
(a)

∑n
k=1(ak + bk) =

∑n
k=1 ak +

∑n
k=1 bk (propriedade aditiva);

(b)
∑n

k=1(c ak) = c
∑n

k=1 ak para qualquer constante c ∈ R (homogeneidade);
(c)

∑n
k=1(ak − ak−1) = an − a0 (propriedade telescópica).

3. Utilizando os resultados do Exerćıcio III.1 e as propriedades anteriores do so-
matório, calcule:

(a)
18∑
k=1

(k + 1) ; (b)
20∑
k=1

(2k − 1)2 ; (c)
15∑
k=1

(k − 3)3 ;

(d)
20∑
k=1

(
1

k + 1
− 1

k

)
; (e)

20∑
k=1

(
3k − 3k+2

)
.

4. Mostre que para qualquer n ∈ N
n∑
k=1

1

k(k + 1)
=

n

n+ 1

pelos seguintes dois métodos distintos:
(a) usando indução.
(b) observando que 1

k(k+1)
= 1

k
− 1

k+1
e usando as propriedades do Exerćıcio 2.

5. Mostre que para qualquer n ∈ N e quaisquer números reais a, b ∈ R é válida a
igualdade

an − bn = (a− b)
n∑
k=1

an−kbk−1 .
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6. Mostre que para quaisquer n ∈ N e r ∈ R com r 6= 1
n∑
k=0

rk =
1− rn+1

1− r

pelos seguintes dois métodos distintos:
(a) usando indução.
(b) aplicando as propriedades do Exerćıcio 2 a (1− r)

∑n
k=0 r

k.
A que é igual a soma quando r = 1?
Nota: por definição, r0 = 1.

7. O śımbolo n!, designado por n-factorial, define-se por recorrência da seguinte
forma:

0! = 1 e n! = n · (n− 1)! , para qualquer n ∈ N .
Observe que n! = 1 · 2 · 3 · · · · · n. Dados inteiros 0 ≤ k ≤ n, o coeficiente
binomial

(
n
k

)
(às vezes também representado por Cn

k ) é definido por(
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
.

(a) Mostre que(
n

k

)
=

(
n

n− k

)
e

(
n+ 1

k

)
=

(
n

k − 1

)
+

(
n

k

)
.

Esta última fórmula é a chamada lei do triângulo de Pascal, permitindo
o cálculo rápido dos sucessivos coeficientes binomiais.

(b) Prove por indução a fórmula do desenvolvimento do binómio de New-
ton:

(a+ b)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
akbn−k , para quaisquer a, b ∈ R e n ∈ N0 .

(c) Use a fórmula anterior para estabelecer as igualdades
n∑
k=0

(
n

k

)
= 2n e

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
= 0 , para qualquer n ∈ N0 .

8. Usando a desigualdade triangular (|x + y| ≤ |x| + |y|) e o método de indução,
mostre que para todo o n ∈ N e quaisquer números reais x1, . . . , xn ∈ R é válida
a desigualdade ∣∣∣∣∣

n∑
k=1

xk

∣∣∣∣∣ ≤
n∑
k=1

|xk| .
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V. Indução e Somatórios

Use indução para mostrar que, para qualquer n ∈ N:

1.
n∑
k=1

k

(k + 1)!
= 1− 1

(n+ 1)!
.

2.
n∑
k=1

k(3k − 1) = n2(n+ 1) .

3.
n∑
k=1

(k − 1)(k + 2) =
(n− 1)n(n+ 4)

3
.

4.
n∑
k=1

(k + 1)2k = n2n+1 .

5.
n∑
k=1

k

2k
= 2− n+ 2

2n
.

6.
n∑
k=1

k(k + 3) =
n(n+ 1)(n+ 5)

3
.

7.
n∑
k=1

(2k + 1)3k = n3n+1 .

8.
n∑
k=1

2k + 1

k2(k + 1)2
= 1− 1

(n+ 1)2
.

9.
n∑
k=1

2k − 1

3k
= 1− n+ 1

3n
.

10.
n∑
k=1

k(k + 2)2k−1 = (n2 + 1)2n − 1 .
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VI. Funções Elementares

1) Esboce os gráficos dos polinómios f(x) = x e g(x) = x3, assinalando de forma
conveniente os seus três pontos de intersecção.

2) Esboce os gráficos dos polinómios f(x) = x2−2 e g(x) = 2x2+4x+1, assinalando
de forma conveniente os seus dois pontos de intersecção.

3) Seja f(x) =
∑n

k=0 ckx
k um polinómio de grau n ∈ N. Prove cada uma das

seguintes proposições.
(a) Se n ≥ 1 e f(0) = 0, então f(x) = xg(x) com g um polinómio de grau n−1.
(b) Para cada a ∈ R, a função p dada por p(x) = f(x + a) é também um

polinómio de grau n.
(c) Se n ≥ 1 e f(a) = 0 para um dado a ∈ R, então f(x) = (x− a)h(x) com h

um polinómio de grau n− 1. [Sugestão: considere p(x) = f(x+ a).]
(d) Se f(x) = 0 para (n + 1) valores distintos de x ∈ R, então ck = 0 , k =

0, . . . , n, e portanto f(x) = 0 , ∀x ∈ R.
(e) Seja g(x) =

∑m
k=0 bkx

k um polinómio de grau m ∈ N, com m ≥ n. Se
g(x) = f(x) para (m + 1) valores distintos de x ∈ R, então m = n, bk =
ck , k = 0, . . . , n, e portanto g(x) = f(x) , ∀x ∈ R.

4) Em cada caso, determine todos os polinómios p de grau ≤ 2 satisfazendo as
condições dadas.

(a) p(0) = p(1) = p(2) = 1 (c) p(0) = p(1) = 1
(b) p(0) = p(1) = 1 , p(2) = 2 (d) p(0) = p(1)

5) Em cada caso, determine todos os polinómios p de grau ≤ 2 satisfazendo as
condições dadas para qualquer x ∈ R.

(a) p(x) = p(1− x) (b) p(x) = p(1 + x) (c) p(2x) = 2p(x) (d) p(3x) = p(x+ 3)

6) Considere as seguintes propriedades fundamentais das funções seno, sin : R→ R,
e coseno, cos : R→ R:

1. cos(0) = sin(π/2) = 1 e cos(π) = −1.
2. Para quaisquer x, y ∈ R tem-se que

cos(x− y) = cos(x) cos(y) + sin(x) sin(y) .

3. Para 0 < x < π/2 tem-se que

0 < cos(x) <
sin(x)

x
<

1

cos(x)
.

Prove a partir delas as seguintes propriedades importantes das funções seno e
coseno. [Sugestão: Apostol, Vol. I, §2.5.]
(a) sin2(x) + cos2(x) = 1 , ∀x ∈ R.
(b) sin(0) = cos(π/2) = sin(π) = 0.
(c) sin(−x) = − sin(x) e cos(−x) = cos(x) , ∀x ∈ R (i.e. o seno é uma função

ı́mpar e o coseno uma função par).
(d) sin(x+ π/2) = cos(x) e cos(x+ π/2) = − sin(x) , ∀x ∈ R .
(e) sin(x+2π) = sin(x) e cos(x+2π) = cos(x) , ∀x ∈ R (i.e. o seno e o coseno

são funções periódicas).
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(f) Para quaisquer x, y ∈ R tem-se que

cos(x+ y) = cos(x) cos(y)− sin(x) sin(y) ,

sin(x+ y) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y) .

(g) Para quaisquer a, b ∈ R tem-se que

sin(a)− sin(b) = 2 sin

(
a− b

2

)
cos

(
a+ b

2

)
,

cos(a)− cos(b) = −2 sin

(
a− b

2

)
sin

(
a+ b

2

)
.

(h) No intervalo [0, π/2], o seno é estritamente crescente e o coseno é estrita-
mente decrescente.

7) Com base nas propriedades das funções seno e coseno listadas no exerćıcio ante-
rior, mostre que:
(a) sin(x) = 0⇔ x = kπ com k ∈ Z.
(b) cos(x) = 0⇔ x = kπ + π/2 com k ∈ Z.
(c) sin(x+ π) = − sin(x) e cos(x+ π) = − cos(x) , ∀x ∈ R.
(d) cos(2x) = cos2(x)− sin2(x) e sin(2x) = 2 sin(x) cos(x) , ∀x ∈ R.
(e) 2 cos(x) cos(y) = cos(x− y) + cos(x+ y) , ∀x, y ∈ R.
(f) 2 sin(x) sin(y) = cos(x− y)− cos(x+ y) , ∀x, y ∈ R.
(g) 2 sin(x) cos(y) = sin(x− y) + sin(x+ y) , ∀x, y ∈ R.
(h) Para quaisquer x, y ∈ R e h 6= 0 tem-se que

sin(x+ h)− sin(x)

h
=

sin(h/2)

h/2
cos(x+ h/2) ,

cos(x+ h)− cos(x)

h
= −sin(h/2)

h/2
sin(x+ h/2) .

8) Considere as funções seno hiperbólico, sinh : R → R, e coseno hiperbólico,
cosh : R→ R, definidas por

sinh(x) =
ex − e−x

2
e cosh(x) =

ex + e−x

2
.

Mostre que:
(a) cosh2(x)− sinh2(x) = 1 , ∀x ∈ R.
(b) sinh(0) = 0 e cosh(0) = 1.
(c) sinh(−x) = − sinh(x) e cosh(−x) = cosh(x) , ∀x ∈ R.
(d) para quaisquer x, y ∈ R tem-se que

cosh(x+ y) = cosh(x) cosh(y) + sinh(x) sinh(y) ,

sinh(x+ y) = sinh(x) cosh(y) + cosh(x) sinh(y) .

(e) cosh(2x) = cosh2(x) + sinh2(x) e sinh(2x) = 2 sinh(x) cosh(x) , ∀x ∈ R.
(f) cosh(x) + sinh(x) = ex e cosh(x)− sinh(x) = e−x , ∀x ∈ R.

9) Determine o domı́nio das funções definidas pelas seguintes expressões.

(a) f(x) = tan
x

2
− cot

x

2
(b) f(x) =

x√
4− x2

(c) f(x) = log
(
1− x2/3

)
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VII. Limites Elementares

1) Calcule os seguintes limites.

(a) lim
x→1

2x2 − 3x+ 1

x− 1
(b) lim

x→0

√
x2

x
(c) lim

x→0

√
1 + x−

√
1− x

x

2) Usando o caso notável

lim
x→0

sinx

x
= 1 ,

mostre que:

(a) lim
x→0

sin(5x)

sinx
= 5 (b) lim

x→0

sin(5x)− sin(3x)

x
= 2 (c) lim

x→0

1− cosx

x2
=

1

2

3) Calcule os seguintes limites.

(a) lim
t→0

sin(tan t)

sin(t)
(b) lim

x→π
2

sin(cosx)

cosx
(c) lim

t→π

sin(t− π)

t− π

(d) lim
x→1

sin(x2 − 1)

x− 1
(e) lim

x→+∞
x sin

1

x
(f) lim

x→0

1− cos(2x)

x2

4) Seja D = [0,+∞[\{1} e considere a função f : D → R definida por

f(x) =

√
x

x− 1
para x ∈ D .

Calcule
lim

x→+∞
f(x) , lim

x→1−
f(x) e lim

x→1+
f(x) .

5) Calcule os limites quando x → 0+, x → 0−, x → +∞ e x → −∞ das seguintes
funções definidas em R \ {0}.

(a) e1/x (b) sinh(1/x) (c) cosh(1/x2)

6) Calcule os limites quando x → 0, x → +∞ e x → −∞ das funções definidas
pelas seguintes expressões.

(a)
sin(3x)

x
(b) cos

(
x+ π

x2 + 2

)
(c) sin

(
πx

2x− 1

)
(d) cos

(
πx√

4x2 + 1

)
7) Calcule os limites quando x→ 0+ e x→ +∞ das funções definidas pelas seguin-

tes expressões.

(a) log

(
1

1 +
√
x

)
(b) log

(
x

1 +
√
x

)
(c) log

(
1

1 + x2

)
(d) log

(
x√

1 + x2

)
8) Calcule os limites quando x→ 0+ e x→ +∞ das funções definidas pelas seguin-

tes expressões.

(a) e
1√
x (b) e

√
x

1+
√
x (c) e

x
1+
√
x (d) e

1−x2
x (e) e

x2

1+x2 (f) e
1−
√
x√

1+x
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VIII. Continuidade de Funções.

1) Considere a função f : R \ {0} → R definida por

f(x) =

 x cos 1
x

, x > 0

(x+ k)(2 + x) , x < 0 .

onde k ∈ R é uma constante.
(a) Calcule limx→+∞ f(x) e limx→−∞ f(x).
(b) Determine o valor da constante k ∈ R para o qual a função f é prolongável

por continuidade ao ponto zero.
(c) Denotando por F : R → R esse prolongamento por continuidade, indique

justificando o contradomı́nio de F .
2) Considere a função f : R \ {0} → R definida por

f(x) =

 k
sin(3x)
x , x > 0

1− x2 , x < 0 .

onde k ∈ R é uma constante.
(a) Calcule limx→+∞ f(x) e limx→−∞ f(x).
(b) Determine o valor da constante k ∈ R para o qual a função f é prolongável

por continuidade ao ponto zero.
(c) Denotando por F : R → R esse prolongamento por continuidade, indique

justificando o contradomı́nio de F .
3) Considere a função f : R \ {1} → R definida por

f(x) =

 e−
1

x−1 , x > 1

(k − x)(1 + x) , x < 1 .

onde k ∈ R+ é uma constante.
(a) Calcule limx→+∞ f(x) e limx→−∞ f(x).
(b) Determine o valor da constante k ∈ R+ para o qual a função f é prolongável

por continuidade ao ponto um.
(c) Denotando por F : R → R esse prolongamento por continuidade, indique

justificando o contradomı́nio de F .
4) Considere a função f : R \ {0} → R definida por

f(x) =


3 cos

(
π

1 + x2

)
, x > 0

(k − x)(x+ 1) , x < 0 .

onde k ∈ R é uma constante.
(a) Calcule limx→+∞ f(x) e limx→−∞ f(x).
(b) Determine o valor da constante k ∈ R para o qual a função f é prolongável

por continuidade ao ponto zero.
(c) Denotando por F : R → R esse prolongamento por continuidade, indique

justificando o contradomı́nio de F .
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5) Considere a função f : R \ {0} → R definida por

f(x) =

 e−
1
x2 , x > 0

(k − x)(x+ 1) , x < 0 .

onde k ∈ R é uma constante.
(a) Calcule limx→+∞ f(x) e limx→−∞ f(x).
(b) Determine o valor da constante k ∈ R para o qual a função f é prolongável

por continuidade ao ponto zero.
(c) Denotando por F : R → R esse prolongamento por continuidade, indique

justificando o contradomı́nio de F .
6) Considere a função f : R \ {0} → R definida por

f(x) =


k sin

(
π

2 + x

)
, x > 0

(x− 1)2 , x < 0 .

onde k ∈ R é uma constante.
(a) Calcule limx→+∞ f(x) e limx→−∞ f(x).
(b) Determine o valor da constante k ∈ R para o qual a função f é prolongável

por continuidade ao ponto zero.
(c) Denotando por F : R → R esse prolongamento por continuidade, indique

justificando o contradomı́nio de F .

IX. Propriedades Globais das Funções Cont́ınuas

1) Seja f uma função cont́ınua no intervalo limitado e fechado [0, 1], tal que 0 ≤
f(x) ≤ 1 para todo o x ∈ [0, 1]. Prove que f tem um ponto fixo, i.e. que existe
um ponto c ∈ [0, 1] com f(c) = c. [Sugestão: aplique o teorema de Bolzano a
g(x) = f(x)− x.]

2) Seja f : [−1, 1]→ R uma função cont́ınua tal que

f(−1) = 0 = f(1) .

Prove que f tem um ponto fixo, i.e. que existe um ponto c ∈ [−1, 1] com f(c) = c.
3) Seja f : [0,+∞[→ R uma função cont́ınua e suponha que existe b > 0 tal que

f(b) < f(x) para todo o x > b. Mostre que f tem mı́nimo em [0,+∞[.
4) Dada uma função g : [0,+∞[→ R, considere a função f que é definida em [−1, 1]

por f(x) = g(1− x2).
(a) Supondo que g é cont́ınua em todo o seu domı́nio, mostre que f tem máximo

e mı́nimo.
(b) Supondo apenas que g é cont́ınua em ]0,+∞[, poderemos garantir a existência

de máximo e mı́nimo de f? Justifique.
5) Seja f uma função cont́ınua em R, com limites positivos quando x → +∞ e

x→ −∞, e tal que f(0) < 0. Mostre que:
(a) A equação f(x) = 0 tem pelo menos duas soluções reais.
(b) f tem mı́nimo em R.

6) Seja f : ]−1, 1[→ R uma função cont́ınua tal que

lim
x→−1+

f(x) = −∞ = lim
x→1−

f(x) .
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Prove que f tem máximo no intervalo ]−1, 1[.
7) Sejam f e g duas funções cont́ınuas em R, e considere os conjuntos A = {x ∈

R : f(x) < g(x)}, B = {x ∈ R : f(x) > g(x)} e C = {x ∈ R : f(x) = g(x)}.
Prove que se A e B são não-vazios, então C também é não-vazio.

8) Seja f : [0,+∞[→ R uma função cont́ınua tal que

f(0) > 0 e lim
x→+∞

f(x) = 0 .

Prove que f tem máximo no intervalo [0,+∞[.

X. Cálculo de Derivadas de Funções.

1) Calcule f ′(x), sempre que exista, nos casos em que a função f é definida pela
expressão:

(a) f(x) = x2 + 3x+ 2 (b) f(x) = x4 sin(x) (c) f(x) =
1

x+ 1

(d) f(x) =
1

2 + cos(x)
(e) f(x) =

x+ cos(x)

1− sin(x)
(f) f(x) = sinh(x) cosh(x)

2) (a) A área de uma ćırculo de raio r é πr2 e o seu peŕımetro é 2πr. Mostre que
a taxa de variação da área em relação ao raio é igual ao peŕımetro.

(b) O volume de uma esfera de raio r é 4πr3/3 e a área da sua superf́ıcie é 4πr2.
Mostre que a taxa de variação do volume em relação ao raio é igual à área
da superf́ıcie.

3) Calcule f ′(x), sempre que exista, nos casos em que a função f é definida pela
expressão:

(a) f(x) =
√
x (b) f(x) = x3/2 (c) f(x) = x1/3 + x−1/4

(d) f(x) = tan(x)− x (e) f(x) = cot(x) + x (f) f(x) =
tan(x)

cot(x)

4) Considere as funções f e g definidas em R por

f(x) = x|x| e g(x) = e−|x| .

Para cada uma destas funções,
(a) mostre que é diferenciável em R \ {0} e calcule a derivada;
(b) estude a diferenciabilidade no ponto 0.

5) Calcule, se existirem, as derivadas laterais no ponto 0 da função f : R → R
definida por

f(x) =


x

1 + e1/x
, x 6= 0

0 , x = 0 .

6) Calcule f ′(x), sempre que exista, nos casos em que a função f é definida pela
expressão:

(a) f(x) = cos(2x)− 2 sin(x) (b) f(x) = tan(x/2)− cot(x/2) (c) f(x) =
sin2(x)

sin(x2)

(d) f(x) =

(
1 + x3

1− x3

)1/3

(e) f(x) = x(sin(
√
x) + cos(1/x))
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7) Determine a derivada g′ em termos de f ′ se:

(a) g(x) = f(x2) (b) g(x) = f(sin2(x)) + f(cos2(x)) (c) g(x) = f [f(x)]

8) Sendo f : R → R a função definida por f(x) = x4e−x, e sendo g : R → R uma
função diferenciável, calcule (g ◦ f)′(x) em termos da função g′.

9) Sendo g : R → R uma função duas vezes diferenciável, considere a função φ :
]0,+∞[→ R definida por φ(x) = eg(log x). Supondo conhecidos os valores de g, g′

e g′′ em pontos convenientes, determine φ′(1) e φ′′(e).
10) Calcule f ′(x), sempre que exista, nos casos em que a função f é definida pela

expressão:

(a) f(x) = log(1 + x2) (b) f(x) = log(log x) (c) f(x) = log(1 + sin2 x)

(d) f(x) = elog x (e) f(x) = 21/x (f) f(x) = esin
2 x (g) f(x) = x22x

(h) f(x) = xx (i) f(x) = xlog x (j) f(x) = (log x)x (k) f(x) = x1/x

XI. Funções Trigonométricas e Hiperbólicas Inversas - I.

1) Considere a função inversa da função seno hiperbólico, argsinh : R→ R. Mostre
que

argsinh(x) = log
(
x+
√
x2 + 1

)
e que

d

dx
(argsinh(x)) =

1√
x2 + 1

, ∀x ∈ R .

2) Considere a função inversa da função coseno hiperbólico, quando esta última é
restrita ao intervalo [0,+∞[, argcosh : [1,+∞[→ [0,+∞[. Mostre que

argcosh(x) = log
(
x+
√
x2 − 1

)
, ∀x ∈ [1,+∞[ ,

e que
d

dx
(argcosh(x)) =

1√
x2 − 1

, ∀x ∈ ]1,+∞[ .

3) Determine o domı́nio das funções definidas pelas seguintes expressões.

(a) f(x) = arcsin ex (b) f(x) = arccos
1

x
(c) f(x) = arctan

(
1 + x

1− x

)
4) Considere a função f : R→ R definida por

f(x) =

 arctan
(
1
x

)
, x < 0

1 + e1−x , x ≥ 0 .

(a) Calcule limx→+∞ f(x) e limx→−∞ f(x).
(b) Calcule os limites laterais de f no ponto 0.

5) Calcule f ′(x), sempre que exista, nos casos em que a função f é definida pela
expressão:

(a) f(x) = arcsin(x/2) (b) f(x) = arccos
(√

1− x2
)

(c) f(x) = earctan(x)


