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12 FICHA DE EXERCICIOS

. Desigualdades e Mdédulos

. Mostre que:
.{xeR ﬁ——§<2}:]—oo,—7[ |3, +o0
{xE]R: %22}:[—7,—3[
{xER: £1%<3}:]—oo,—%[u]—1,+oo[
}xER: iiz<3{ﬁo;,[l[u[%,+oo[
reR: L2530 11 5
{:L‘ER: %%Sl}:]—ooj[
{xER: %—I_%<2x}:]—3,—2[u}—%,+oo[
{xER: %>2x}:]—oo,% U2, 3]
{xeR: gj‘ll<3x}:]—%,1[u]2,+oo[
{xE]R: H>3x}:]—oo,—2[u] 1,%[
. Mostre que:

(ze€R: [r+2/ =3} = {-5,1)

{reR: [3—2z|>2} =]-00,1[U]5, +o0]
{reR: 3<2z-1]<5}=[-2 -1[U]E ]
{reR: |z+2/<3 A zxz+1>0}=]-1,1]
(€ R Jar 3> 1) = |00, ~1[U] 4 +oo]
{reR: [5+3z)>2}=]- ,—%]U[—l,—i—oo[
{reR: [1—4z) <5} =]-1,2]

{reR: [2—5z <3} =[-11]

r R ¢ [324 > 1) = |00, 1] U[-1,+o0]
{xreR: [3—2x] <5} =]-1,4]

. Mostre que:
3.1.
3.2.
3.3.
3.4.
3.5.
3.6.
3.7.
3.8.
3.9.

3.10.

{reR: [3-2z|>|z+2]} =]—00,1] U5, +o0]
{zreR: |z| < |z -2} =]-00,]]

{reR: |6z —5] <|l—8z[} =]—00,—2[U]2, 400
{reR: [5—06z]> |8z —1[} =[-2,2

{reR: [3z—4 < |8—9z|} =]
{reR: [4—3z|> |9z — 8|} =]
{reR: |20 -7 <[l —6z[} =]
{reR: [5—2z] >[4z —9[} =]
{reR: [Bx =5 < |1 —4z|} =]—
{reR: 32—z <|z]} = [2,3]
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. Mostre que:
{reR: 4<x <9} =1]-3,-2[U]2,3]
{zeR: 22-1>0 A :1:'—3§0}:]—oo,—1[u]1,3]

{reR: 22 =22 —3>0} =]—o00,—1] U [3,+00]

{reR: 2—z—22>0}=]-21]

{reR: [3-2z+2?<5}=]1-V3,1+V3]

{reR: |15+22 — 2% > 9} =]—00,—4 U [1 - V7,1 + V7] U6, +o0
{reR: |32 +4z| <1} = [_Q%ﬁ,—l] U [—%,_Q%ﬁ}

{reR: [322 =5z + 1] > 1} =]—00,0]U [£,1] U [, 400]

{reR: [3+4z—2? <2} =[-1,2

{reR: [1+4x—32% > 1} = } oo,ﬂ[u O‘—l[U]m,—i—oo[

. Mostre que:
5.1

d.2.

5.3.
0.4.
2.5.
2.6.
2.7.
0.8.
2.9.

5.10.

{reR: |z(z—3)|=|1-3z|} = {-1,3-2v2,1,3+2V2}
{zeR: [z?+z|<|z+2 |}—[—3 =3 U[%,T‘ﬂ

{x eR: Br+4]>|2?+ 32|} =]-3-V56,—2[U]-3+5,2]
{zr eR : |22? —5:U|<\5x—8]}—[—2,1]u[2,4]

{reR: |20 —2? <|l—2z]} =]-1
{r eR: |5z +4] > |42 + 5z|} =]-2,—1[ U]
{reR: [3—2z|> |2z — 2%} = [-V3,1] U [V3,3]
{reR: |22 +3z| < |3z +5|} = [-5, V5] U [-1,V5]
{r eR: |22% + 32| < |3z + 4[]} =] -2

{z€R: 3z +6| < |a? +4xy}:}—oo, SEVEINY [*1+m,+oo[

|
ut\:)
|
=)
C
gy
I
+
B

Axioma de Supremo

. Seja A um subconjunto de R majorado e nao-vazio, com supremo s = sup A.

Mostre que para qualquer € > 0 existe a € A tal que a > s — €.

. Sejam A e B dois subconjuntos de R.

(a) Prove que se sup A < inf B entdo A e B sao disjuntos.
(b) Mostre por meio de exemplos que se sup A > inf B entdo A e B podem ser
ou nao disjuntos.

. Sejam A e B dois subconjuntos nao-vazios de R, tais que

a < b, para quaisquer a € Ae b€ B.

Mostre que existem o supremo de A e o infimo de B, e que sup A < inf B.

. Sejam A e B dois subconjuntos de R, nao-vazios e limitados, tais que sup A =

inf B. Mostre que para qualquer € > 0, existem a € A e b € B tais que |a—b| < .

. Sejam A, B C R dois subconjuntos nao-vazios e limitados, tais que inf B —

sup A = 1. Mostre que existem a € Aebe B taisque 1 <b—a < 2.
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. Seja A um subconjunto de R, limitado e nao-vazio, tal que sup A — inf A = 2.

Mostre que existem ay,as € A tais que 1 < as — a; < 2.

Sejam A e B dois subconjuntos de R, nao-vazios e majorados, tais que sup A <
sup B. Mostre que o conjunto C'= AU B tem supremo e que sup C' = sup B.

. Seja A um subconjunto de R, nao-vazio e majorado, tal que sup A = 1. Mostre

que AN[0,1] # 0.

Inducao Matematica

. Demonstre por inducdo as relagoes seguintes (entre parentesis, cada rela¢ao é

escrita usando o simbolo de somatdrio, cf. exercicios do grupo IV).
() 14+2+3+---4+n=n(n+1)/2 para qualquer n € N.
(2pa k=n(n+1)/2)
(b) 1+3+5+---+4 (2n — 1) = n? para qualquer n € N.
(> 2k —1) =n?
() 124224+ 3*+---+n*=n(n+1)(2n + 1)/6 para qualquer n € N.
(> k*=nn+1)(2n+1)/6)
(d) B+234+33+---+n>=(1+2+3+---+n)? para qualquer n € N,
(25 k= (>t k)?)
() ®*+ 134+ (n—1)3<n?/4<13+23+ ...+ n3 para qualquer n € N.
(Yo (k=1 <nt/d <30 k)
(f) 1/vV/14+1/v/2+---4+1/y/n > \/n para qualquer n € N tal que n > 2.

(S /e > v )

. Seja P(n) a proposigao: n* 4+ 3n + 1 é par para todo o n € N.

(a) Mostre que se P(k) é verdadeira para um dado & € N, entdo P(k + 1)
também é verdadeira.

(b) Critique a afirmagao: “Por inducao fica provado que P(n) é verdadeira para
todo o n € N”.

(c) Prove que n? + 3n + 1 é impar para todo o n € N.

. Seja P(n) a proposi¢ao: 1 +2+3+---+n = (2n+ 1)?/8 para todo o n € N.

(a) Mostre que se P(k) é verdadeira para um dado k& € N, entao P(k + 1)
também é verdadeira.

(b) Critique a afirmagao: “Por inducao fica provado que P(n) é verdadeira para
todo on € N”.

(¢) Modifique P(n), mudando a igualdade para uma desigualdade que seja ver-
dadeira para todo o n € N.

. Mostre a desigualdade de Bernoulli, i.e. (1+ x)" > 1+ nz para qualquer

n € N e qualquer x € R tal que x > —1.
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IV. Simbolo de Somatorio

Dado n € N e uma sequéncia de nimeros reais ai, ao, ..., a, € R, o simbolo de
somatério >, ay define-se por recorréncia da seguinte forma:

n n n—1
Zak:al sen=1, Zak:<2ak>+an sen>1.

k=1 k=1 k=1

Resolva os exercicios seguintes com base nesta defini¢ao.

1. Determine os valores numéricos das seguintes somas:

@ 3Ci-3 0 k-9 © Y406+ (@) 36
© 3P O @Y

2. Demonstre as seguintes propriedades do somatoério:
(a) Y p_i(ak +by) =0y ar + > r_y bi (propriedade aditiva);
(b) > r_ (cag) = ¢ ,_, ar para qualquer constante ¢ € R (homogeneidade);
(¢) i (ar — ak—1) = a, — ay (propriedade telescopica).
3. Utilizando os resultados do Exercicio III.1 e as propriedades anteriores do so-
matorio, calcule:

(@) Y (k+1); (b)) Y (2k=1)7; (o) Y (k=3);
O3 (F-7) 0 © e ).

4. Mostre que para qualquer n € N

Zn: 1 _on
~k(k+1) n+1

pelos seguintes dois métodos distintos:
(a) usando indugao.
1 1 1

(b) observando que WD — kRl © usando as propriedades do Exercicio 2.
5. Mostre que para qualquer n € N e quaisquer nimeros reais a,b € R é valida a

igualdade

a"—b" = (a—0b) Z a” L
k=1



CDII - LMAC E LEFT — 1 SEM. 2025/26 — FICHA 1 5

6. Mostre que para quaisquer n € Ner € R com r # 1
1— Tn+1

% ‘= 1—r

pelos seguintes dois métodos distintos:

(a) usando indugao.

(b) aplicando as propriedades do Exercicio 2 a (1 —r) Y )_,r*.
A que é igual a soma quando r = 17

Nota: por definicao, r° = 1.

7. O simbolo n!, designado por n-factorial, define-se por recorréncia da seguinte
forma:
ol=1 e n!=n-(n—1)!, para qualquer n € N.

Observe que n! = 1-2-3-----n. Dados inteiros 0 < k < n, o coeficiente
binomial (’;) (as vezes também representado por C}) é definido por

n\ n!
k) Kl(n—Fk)
(a) Mostre que

W= < (E)=0")+6)

Esta tltima férmula é a chamada lei do triangulo de Pascal, permitindo
o célculo rapido dos sucessivos coeficientes binomiais.

(b) Prove por indugao a férmula do desenvolvimento do binémio de New-
ton:

(a+b)" = Z (Z) a®b"=* | para quaisquer a,b € Ren € Ny.
k=0

(c) Use a férmula anterior para estabelecer as igualdades

Z (Z) =2" e Z(—l)k (Z) =0, para qualquer n € Nj.

k=0 k=0

8. Usando a desigualdade triangular (|z + y| < |z| + |y|) e o método de indugao,
mostre que para todo o n € N e quaisquer niimeros reais z1, ..., x, € R é véilida

a desigualdade
D_m| <D lnl
k=1 k=1
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V. Indugao e Somatorios

Use inducao para mostrar que, para qualquer n € N:

“~ k 1
2 G

k=1
2. .
k(3k — 1) =n*(n+1) .
k=1
3. .
Z(/{:—l)(k:—i—2) _ (n—1)n(n+4) '
k=1 3
4. i
> (k+1)2F =n2nt!
k=1
5.
"k B n+ 2
2 ok T 7 on
k=1
6. §
Bk 4 3) = n(n+1)(n+5) '
k=1 3
7. i
> (2k 4 1)3F = n3nt!
k=1
8.
—~ 2k+1 1
2k +1)2 (n+1)2°
9,
z”: 2k—1  n+1
k - n
~ 3 3
10.
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VI. Funcgoes Elementares

3

1) Esboce os graficos dos polindmios f(z) = = e g(x) = z°, assinalando de forma

conveniente os seus trés pontos de intersecgao.

2) Esboce os graficos dos polinémios f(z) = 22—2 e g(x) = 222 +4x+1, assinalando
de forma conveniente os seus dois pontos de interseccao.

3) Seja f(z) = > p_,ckx® um polinémio de grau n € N. Prove cada uma das
seguintes proposicoes.
(a) Sen >1e f(0) =0, entao f(z) = zg(x) com g um polinémio de grau n — 1.
(b) Para cada a € R, a fungdo p dada por p(x) = f(x + a) é também um
polinémio de grau n.
(c) Sen >1e f(a) =0 para um dado a € R, entao f(z) = (z — a)h(x) com h
um polinémio de grau n — 1. [Sugestao: considere p(x) = f(z + a).]
(d) Se f(x) = 0 para (n + 1) valores distintos de = € R, entdao ¢, = 0, k =
0,...,n, e portanto f(x) =0, Vo € R.
(e) Seja g(z) = > 1, bgx® um polindmio de grau m € N, com m > n. Se
g(x) = f(z) para (m + 1) valores distintos de z € R, entdo m = n, by =
¢k, k=0,...,n, e portanto g(x) = f(z), Yz € R.

4) Em cada caso, determine todos os polindmios p de grau < 2 satisfazendo as
condicoes dadas.

(a) p(0) =p(1) =p(2) =1 (c) p(0) =p(1) =1
(b) p(0) =p(1) =1, p(2) =2 (d) p(0) = p(1)

5) Em cada caso, determine todos os polinémios p de grau < 2 satisfazendo as
condicoes dadas para qualquer x € R.

(a) p(z) =p(1 —x) (b) p(x) =p(l +2z) (c)p(2z) =2p(x) (d) p(3z)=p(z+3)

6) Considere as seguintes propriedades fundamentais das fungdes seno, sin : R — R,

e coseno, cos : R — R:
1. cos(0) = sin(7/2) =1 e cos(m) = —1.
2. Para quaisquer x,y € R tem-se que

cos(z —y) = cos(z) cos(y) + sin(x) sin(y) .
3. Para 0 < z < 7/2 tem-se que

sin(x) 1

0 < cos(z) < < cos(@)
Prove a partir delas as seguintes propriedades importantes das fungoes seno e
coseno. [Sugestao: Apostol, Vol. 1, §2.5.]
(a) sin?(z) + cos?*(z) =1, Vo € R.
(b) sin(0) = cos(7/2) = sin(7) = 0.
(¢) sin(—x) = —sin(z) e cos(—x) = cos(z), Vo € R (i.e. o seno é uma funcao
impar e o coseno uma fungao par).
(d) sin(z + 7/2) = cos(z) e cos(x +7/2) = —sin(z), Vx € R .
(e) sin(z+27) =sin(z) e cos(r+2m) = cos(z), Vo € R (i.e. 0seno e o coseno
sao fungoes periddicas).
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(f) Para quaisquer x,y € R tem-se que
cos(z +y) = cos(z)cos(y) — sin(x)sin(y) ,
sin(z +y) = sin(z)cos(y) + cos(x) sin(y) .

(g) Para quaisquer a,b € R tem-se que

sin(a) —sin(b) = 2sin (a;b> cos(a;_b) ,
cos(a) — cos(b) = —2sin <“;b) sin <“;b) .

(h) No intervalo [0,7/2], o seno ¢ estritamente crescente e o coseno ¢é estrita-
mente decrescente.

7) Com base nas propriedades das fungoes seno e coseno listadas no exercicio ante-
rior, mostre que:
(a) sin(zx) =0< o = kr com k € Z.

b) cos(z) =0« x =km+7/2 com k € Z.

) sin(x + 7) = —sin(z) e cos(x + ) = —cos(z), Vo € R,

) cos(2x) = cos?(x) — sin®(z) e sin(2x) = 2sin(x) cos(z), Vz € R.

) 2cos(z) cos(y) = cos(x —y) +cos(z +y), Vz,y € R,

)

)

)

o u,

2sin(z) sin(y) = cos(z — y) — cos(x +y), Va,y € R.
2sin(x) cos(y) = sin(z — y) +sin(z + y), Vo,y € R.
h) Para quaisquer z,y € R e h # 0 tem-se que

sin(z + h) —sin(x)  sin(h/2)

h = h—/2C05($+h/2> s
cos(xz + h) —cos(x)  sin(h/2) |

A = —h—/281H($—|—h/2) .

8) Considere as fungoes seno hiperbélico, sinh : R — R, e coseno hiperbdlico,
cosh : R — R, definidas por
et —e™® et +e’*

sinh(z) = — cosh(x) =

Mostre que:

(a) cosh®(z) —sinh*(x) =1, Vo € R.

(b) sinh(0) =0 e cosh(0) = 1.

(c) sinh(—z) = —sinh(z) e cosh(—z) = cosh(z), Vz € R.
(d) para quaisquer z,y € R tem-se que

cosh(z +y) = cosh(z)cosh(y) + sinh(z) sinh(y) ,
sinh(x +y) = sinh(z)cosh(y) + cosh(x)sinh(y) .
(e) cosh(2z) = cosh?(z) + sinh®(x) e sinh(2z) = 2sinh(z) cosh(z), Vx € R.
(f) cosh(x) 4 sinh(x) = e* e cosh(z) —sinh(z) =e™*, Yz € R.
9) Determine o dominio das fungoes definidas pelas seguintes expressoes.
T

() fla) =tamg —coty  (b) f() = oz () fla) = log (1 —27)
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VII. Limites Elementares

1) Calcule os seguintes limites.

22? — 3z + 1 N 77— VI
(a) lim a7 —or+ (b) lim v (c) lim Vitz—1—-x
z—1 z—1 =0 7—0 T
2) Usando o caso notével
. sinz
lim =1,
z—0 X
mostre que:
3 . o 1 _ 1
(a) lim M “5 (b lim sin(5z) — sin(3z) _ > (o) lim c2osx 1
z—0 SInx z—0 T 750 T 9

3) Calcule os seguintes limites.

in(tant i t—
(a) lim sm‘( ant) (b) lim sin(cos x) () lim sin(t — )
t—0  sin(t) 2T COST tor t—
. sin(z? — 1) _ 1 .1 —cos(2z)
(d) B —"—— (¢) Jim zsin = (5) lim—

4) Seja D = [0, +0o[\{1} e considere a fun¢ao f : D — R definida por

flz) = x\/—il para reD.

Calcule
lim f(x), lim f(z) e lim f(x) .

T—+00 r—1— r—1+t

5) Calcule os limites quando z — 07, z — 07, x — 400 e x — —oo das seguintes
fungoes definidas em R\ {0}.

(a) el/® (b) sinh(1/z) (c) cosh(1/x?)

6) Calcule os limites quando * — 0, z — +o00 e x — —oo das fungoes definidas
pelas seguintes expressoes.

W ) (555) @ () @ e (E)

7) Calcule os limites quando x — 07 e z — 400 das funcoes definidas pelas seguin-
tes expressoes.

(i) () @ve(tz) 0 ()

8) Calcule os limites quando x — 0" e x — 400 das fungoes definidas pelas seguin-
tes expressoes.

1 VT T _ 22 z2 1—/x
(a) evs  (b) eTva (c)emva (d) e = (e) enr? (f) evite
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VIII. Continuidade de Funcoes.
1) Considere a func¢ao f: R\ {0} — R definida por

T cos + , x>0
x

fz) =
(x+k)(2+2) ,2<0.

onde k£ € R é uma constante.
(a) Calcule lim, o f(2) € lim,,_ f(2).
(b) Determine o valor da constante k € R para o qual a funcao f é prolongavel
por continuidade ao ponto zero.
(c¢) Denotando por F' : R — R esse prolongamento por continuidade, indique
justificando o contradominio de F'.
2) Considere a funcao f: R\ {0} — R definida por

sin(3z)
Fo) = k—% , >0
1—-22 |, 2<0

onde k£ € R é uma constante.
(a) Calcule lim, o f(2) € lim,—,_ f(2).
(b) Determine o valor da constante k& € R para o qual a fungao f é prolongédvel
por continuidade ao ponto zero.
(¢) Denotando por F' : R — R esse prolongamento por continuidade, indique
justificando o contradominio de F.
3) Considere a fungao f: R\ {1} — R definida por

_ 1
e =-1 , x>1

fz) =
(k—x)(1+2z) ,x<1.

onde k € R* é uma constante.
(a) Calcule lim, 1 f(x) e lim,, o f(z).
(b) Determine o valor da constante k& € R para o qual a fungao f é prolongavel
por continuidade ao ponto um.
(c¢) Denotando por F' : R — R esse prolongamento por continuidade, indique
justificando o contradominio de F'.
4) Considere a fungao f: R\ {0} — R definida por

3005( ) , x>0

fla) = 1+ 27
(k—x)(z+1) ,2<0.

onde k € R é uma constante.
(a) Calcule lim, o f(x) e lim,,_ f(2).
(b) Determine o valor da constante k € R para o qual a fungao f é prolongédvel
por continuidade ao ponto zero.
(¢) Denotando por F' : R — R esse prolongamento por continuidade, indique
justificando o contradominio de F'.
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5) Considere a fungao f: R\ {0} — R definida por

1
e 2 , x>0

flz) =
(k—z)(x+1) ,2<0.

onde k € R é uma constante.
(a) Calcule lim, 4o f(x) € lim, o f(x).
(b) Determine o valor da constante k € R para o qual a fungao f é prolongédvel
por continuidade ao ponto zero.
(c) Denotando por F' : R — R esse prolongamento por continuidade, indique
justificando o contradominio de F'.
6) Considere a funcao f: R\ {0} — R definida por

ksin(%) , x>0

(x —1)2 , 1<0.

fx) =

onde k € R é uma constante.
(a) Calcule lim, o f(x) e lim,,_ f(2).
(b) Determine o valor da constante k& € R para o qual a fungao f é prolongédvel
por continuidade ao ponto zero.
(¢) Denotando por F' : R — R esse prolongamento por continuidade, indique
justificando o contradominio de F'.

IX. Propriedades Globais das Funcgoes Continuas

1) Seja f uma funcao continua no intervalo limitado e fechado [0, 1], tal que 0 <
f(x) <1 para todo o x € [0,1]. Prove que f tem um ponto fixo, i.e. que existe
um ponto ¢ € [0,1] com f(c) = ¢. [Sugestao: aplique o teorema de Bolzano a
g(x) = f(z) — 2]

2) Seja f: [—1,1] — R uma funcdo continua tal que

f(=1)=0=f(1).
Prove que f tem um ponto fixo, i.e. que existe um ponto ¢ € [—1, 1] com f(c) = c.
3) Seja f : [0,4+o0c0[— R uma fungdo continua e suponha que existe b > 0 tal que
f(b) < f(z) para todo o x > b. Mostre que f tem minimo em [0, 400].
4) Dada uma fungao g : [0, +oo[— R, considere a fungao f que é definida em [—1, 1]
por £(x) = g(1 — 22).
(a) Supondo que g é continua em todo o seu dominio, mostre que f tem méaximo
e minimo.
(b) Supondo apenas que g é continua em |0, +00[, poderemos garantir a existéncia
de maximo e minimo de f?7 Justifique.
5) Seja f uma fungdo continua em R, com limites positivos quando x — +oo e
r — —o0, e tal que f(0) < 0. Mostre que:
(a) A equagao f(z) =0 tem pelo menos duas solugoes reais.
(b) f tem minimo em R.
6) Seja f :]—1,1[ — R uma fungao continua tal que

1i1—ri+ f(x) = —0c0 = lir{l_ f(x).



12 CDII - LMAC E LEFT — 1 SEM. 2025/26 — FICHA 1

Prove que f tem méximo no intervalo |—1, 1.

7) Sejam f e g duas fungoes continuas em R, e considere os conjuntos A = {x €
R: f(r) < g(z)}, B={z €R: f(z)>gl)}eC={zeR: f(z)=glx)}
Prove que se A e B sao nao-vazios, entao C' também é nao-vazio.

8) Seja f : [0, +oo[— R uma funcao continua tal que

f(0)>0 e lim f(x)=0.
r—r+00
Prove que f tem méximo no intervalo [0, +oo.

X. Caélculo de Derivadas de Funcoes.
1) Calcule f’(x), sempre que exista, nos casos em que a fun¢ao f é definida pela

expressao:
() fz) =2 +30+2  (b) () =a'sin(e)  (e) f(@) = - i 1
(d) flz) = 2_1_0;08(%) (e) f(z) = %i(:((i)) (f) f(x) = sinh(x) cosh(z)

2) (a) A érea de uma circulo de raio 7 é 7r? e o seu perimetro é 27r. Mostre que

a taxa de variacao da area em relacao ao raio é igual ao perimetro.

(b) O volume de uma esfera de raio r é 4713 /3 e a 4rea da sua superficie é 47r?.
Mostre que a taxa de variagao do volume em relagao ao raio ¢ igual a area
da superficie.

3) Calcule f'(x), sempre que exista, nos casos em que a fungao f é definida pela

expressao:
(@) fl@)=va () flx) =2 (o) f(a) =o'+ a7/t
(@) fo) = tan() 2 (©) flo) =eot(a) +o () ) = g

4) Considere as fungoes f e g definidas em R por
flay=zlz| e glz)=e.
Para cada uma destas funcoes,
(a) mostre que ¢ diferencidvel em R\ {0} e calcule a derivada;
(b) estude a diferenciabilidade no ponto 0.
5) Calcule, se existirem, as derivadas laterais no ponto 0 da funcdo f : R — R
definida por

x
— % »r#0
=4 1t
0 , t=20.
6) Calcule f'(x), sempre que exista, nos casos em que a fungdo f é definida pela
expressao:
‘ sin?(z)
(a) f(z) = cos(2x) — 2sin(z) (b) f(x) =tan(xz/2) — cot(z/2) (c) f(x) = Sn(2?)

14 a3

1/3
@10 = (155) @) fl) = alsin(y) + cos(/o)
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7) Determine a derivada ¢’ em termos de f’ se:

(a) g(z) = f(z®)  (b) gz) = f(sin®(2)) + f(cos’(z))  (c) g(z) = f[f(2)]

8) Sendo f : R — R a fungao definida por f(z) = z'¢™, e sendo g : R — R uma
fungao diferencidvel, calcule (g o f)'(x) em termos da fungao ¢'.

9) Sendo g : R — R uma fungao duas vezes diferencidvel, considere a fungao ¢ :
10, +0o[— R definida por ¢(z) = e91°). Supondo conhecidos os valores de g, ¢'
e ¢” em pontos convenientes, determine ¢'(1) e ¢"(e).

10) Calcule f’(z), sempre que exista, nos casos em que a funcdo f ¢é definida pela

expressao:

(a) f(x) =log(1+a2)  (b) f(x) = log(logz)  (c) f(x) = log(1 +sin’x)
(@) f(2) ==* (o) flx) =2 () fl@) =™ (9) f <>—x22f
) f@@) =2 () fl@) =" () flo) = (loga)” (k) flz) =

XI. Fungoes Trigonométricas e Hiperbdlicas Inversas - 1.
1) Considere a funcao inversa da fungao seno hiperbdlico, argsinh : R — R. Mostre

que
d 1
argsinh(z) = log (x + Va2 + 1) e que %(argsinh(x)) = Nk VreR.
x

2) Considere a funcao inversa da fungao coseno hiperbdlico, quando esta tltima é
restrita ao intervalo [0, +ool, argcosh : [1, +oo[— [0, +00[. Mostre que

argcosh(z) = log (JJ + \/F) Vo e [1,+oo[,

e que

d
%(argcosh(x)) = Vo e]l, +oof .

1
Va2 —1’

3) Determine o dominio das fungoes definidas pelas seguintes expressoes.

(a) f(z) = arcsine®  (b) f(x) = arccosé (¢) f(z) = arctan G - $>

— X

4) Considere a func¢ao f : R — R definida por
arctan (1) |, z <0

fz) =

1+el= [ 2>0.

(a) Calcule lim, o0 f(x) € lim, o f(2).
(b) Calcule os limites laterais de f no ponto 0.

5) Calcule f'(x), sempre que exista, nos casos em que a fungdo f é definida pela
expressao:

(a) f(z) = arcsin(z/2) (b) f(x) = arccos (\/1_7;1;2) (¢) f(z) = eretan(@



