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I
(6 val.)

1. Determine uma primitiva de cada uma das seguintes funções:

(a) x sin(x2) cos(x2) , x ∈ R.

(b) 1
x
√

1 + 2x
, x ∈ ]0, +∞[.

(c) x arctan(1 + x) , x ∈ R.

2. Determine a área do conjunto dos pontos (x, y) ∈ R
2 cujas coordenadas verificam as

condições

y ≥ |x| , y ≤ 1

|x|
e y ≤ 2 .

II
(6 val.)

1. Seja f a função definida em R
2 por

f(x, y) =


sin(x2y)
x2 + y2 , se (x, y) 6= (0, 0)

0 , se (x, y) = (0, 0) .

(a) Mostre que f é cont́ınua em R
2.

(b) Para qualquer vector ~v = (a, b) 6= (0, 0), calcule a derivada direccional ∂f
∂~v

(0, 0).

(c) A função f é diferenciável no ponto (0, 0)?

2. Seja g : R
2 → R

2 a função definida por g(x, y) = (1 + 2x2 − y, 1− x + 2y2) e
h ≡ h(u, v) : R

2 → R uma função de classe C2 tal que

h(1, 1) = 1 e
∂h

∂u
(1, 1) =

∂h

∂v
(1, 1) = −1 .

Calcule o polinómio de Taylor de primeiro grau de h ◦ g na origem.



III
(5 val.)

1. Seja g a função definida por:

g(x, y) =
∫ xy

x

arctan(1 + t)

t
dt .

(a) Determine e represente graficamente o domı́nio D da função g. D é aberto? fechado?
limitado?

(b) Determine o vector ∇g no ponto (x, y) ∈ D.

(c) Verifique que a função g tem um único ponto de estacionaridade no seu domı́nio D.
Trata-se de um ponto de extremo ? Justifique.

2. Desenvolva a função x log(x) em série de potências de (x− 1). Qual o maior intervalo
aberto em que a série representa a função?

IV
(3 val.)

Para cada função f : R → R define-se a “parte positiva”, f+, e a “parte negativa”, f−,
de f pelas fórmulas:

f+(x) =


f(x) , se f(x) ≥ 0

0 , se f(x) < 0
; f−(x) =


−f(x) , se f(x) ≤ 0

0 , se f(x) > 0 .

(a) Mostre que, para qualquer intervalo I = [a, b] ⊂ R, uma função f é integrável em I se
e só se o forem as funções f+ e f−.

(b) Indique exemplos de funções f1, f2 : R → R tais que:

(i) f+
1 + f−1 seja integrável em [0, 1] e f1 não o seja;

(ii) f−2 seja integrável em [0, 1] e f+
2 não o seja.


