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2 MIGUEL ABREU

Axiomiatica dos Numeros Reais (R). Caracterizacdo dos ndmeros reais a partir das suas
propriedades mais bésicas.

Admitimos a existéncia de um conjunto R, cujos elementos designamos por nimeros reais, no
qual supomos definidas duas operagoes:

e a adi¢do (+), que a cada dois nimeros reais a,b € R faz corresponder um terceiro niimero
real designado por soma e representado por a + b € R;

e a multiplicagio (-), que a cada dois nimeros reais a,b € R faz corresponder um terceiro
numero real designado por produto e representado por a-b € R.

R, + e - sao exemplo do que se designa por termos primitivos de uma axiomatica, i.e. conceitos
cuja existéncia se assume sem definicdo. A axiomadtica dos numeros reais contém ainda mais um
termo primitivo que serd introduzido na préxima aula.

As propriedades/proposigoes que, sem demonstragdo, se admitem como verdadeiras para os
termos primitivos sao designadas por azxiomas. Na axiomatica dos niimeros reais os axiomas estao
divididos em 3 grupos:

(i) Aziomas de Corpo (hoje);
(ii) Aziomas de Ordem (préxima aula);

(iil) Azioma de Supremo (préxima semana).

Axiomas de Corpo. Sao cinco os axiomas de corpo.
Axioma 1. (comutatividade de + e -)
Va,beR a+b=b+a e a-b=b-a.
Axioma 2. (associatividade de + e -)
Va,b,ceR a+(b+c)=(a+b)+c e a-(b-c)=(a-b)-c.
Axioma 3. (distributividade)
Va,bceR a-(b+c)=a-b+a-c.
Axioma 4. (elementos neutros)
dJ0eR : a+0=0+a=a para qualquer a € R.
31 eR\{0} : a-1=1-a=a para qualquer a € R.

Axioma 5. (simétricos e inversos)

VaeR FJbeR : a+b=0. Un elemento b com esta propriedade é designado por simétrico
de a. Veremos que € unico e serd representado por —a.
Va e R\{0} JceR : a-c=1. Um elemento c com esta propriedade é designado por inverso

de a. Veremos que € inico e serd representado por a™'.

Exemplo 1.1. O conjunto N = {1,2,3,...} dos nimeros naturais satisfaz os Axiomas 1- 3. O con-
junto Ny = {0, 1,2, ...} também satisfaz o Axioma 4. O conjunto Q dos niimeros racionais satisfaz
todos estes 5 axiomas. Voltaremos com mais detalhe a estes conjuntos bem vossos conhecidos.

Primeiros Teoremas. Designam-se por Teoremas as propriedades/proposigoes que se demon-
stram a partir dos axiomas e outros teoremas (previamente demonstrados), usando as regras
bésicas da logica matemdtica. Vejamos alguns exemplos simples.

Teorema 1.2. (Unicidade dos Elementos Neutros) Os ndmeros 0 e 1 sdo os unicos reais que
satisfazem as propriedades do Axioma /.

Dem. Suponhamos que 0’ € R também satisfaz a propriedade do elemento neutro para a adicao,
i.e. 0/ +a = a para qualquer a € R. Temos entao que

0'=0+0=0,
onde a igualdade da esquerda (resp. direita) é consequéncia de 0 (resp. 0') ser elemento neutro

da adigao. Concluimos entao que
0'=0,
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pelo que o elemento da adigao é uinico.
A demonstragao de unicidade para o elemento neutro da multiplicagao é inteiramente andloga.
O

Teorema 1.3. (Unicidade de Simétricos e Inversos) O simétrico —a de qualquer a € R e o inverso
at de qualquer a € R\ {0} sdo os nicos reais que satisfazem as propriedades especificadas no
Azioma 5.

Dem. Dado a € R, suponhamos que o’ € R também satisfaz a propriedade do simétrico de a, i.e.
a + a’ = 0. Podemos entao considerar a seguinte sequéncia valida de implicagoes:
a+a =0
= (-a)+(a+d)=(-a)+0
= ((—a)+a)+ad =(—a)+0
=0+ad =(—a)+0

>
ol

5 determina (—a))
Ax. 2 - associatividade)

. 5 — propriedade do simétrico)

=
oo

=ad =-a . 4 — 0 é neutro para +)

Fica assim demonstrada a unicidade do simétrico.
A demonstracao de unicidade do inverso ¢ inteiramente anéloga. O

Teorema 1.4. (Lei do Corte para a Adigdo — Ficha 1, 1.(a)) Para quaisquer a,b,c € R, se
a+b=a+centiob=c. (Le.Va,bceR, a+b=a+c=b=c.)

Dem. E vélida a seguinte sequéncia de implicacoes:

at+b=a+c (hipdtese do teorema)
= (—a)+(a+b)=(—a)+ (a+¢) (Ax. 5 determina (—a))
= ((—a)+a)+b=((—a)+a)+c (Ax. 2 - associatividade)
=0+b=0+c (Ax. 5 — propriedade do simétrico)
=b=c (Ax. 4 — 0 é neutro para +)

O

Exercicio 1.5. (Lei do Corte para a Multiplicagdo — Ficha 1, 1.(i)) Demonstre ainda hoje que
Va,b,ceR, (a#0ea-b=a-c)=b=c.

2. AULA — 28 DE SETEMBRO DE 2005

Ultima Aula. Axiométicas dos Niimeros Reais:

e Termos Primitivos: R, 4+ e - .

e Axiomas de Corpo: Ax. 1 — comutatividade, Ax. 2 — associatividade, Ax. 3 — distributivi-
dade, Ax. 4 - elementos neutros e Ax. 5 — simétricos e inversos.

e Unicidade dos elementos neutros, simétricos e inversos.

e Leis do Corte.
Teor. 1.4: a+b=a+c=b=c.
Exer.1.5: a#0ea-b=a-c=b=c.

Mais Teoremas.

Teorema 2.1. (Zero é Elemento Absorvente da Multiplicagdo — Ficha 1, 1.(g)) Para qualquer
a € R tem-se que
0-a=a-0=0.

Nota 2.2. O resultado deste teorema conjuga adigdo (através do seu elemento neutro 0) e multi-
plicagdo. O tnico axioma em que estas duas operacoes sao relacionadas é o Axioma 3 da distribu-
tividade. Logo, é claro que este axioma terd que ser usado na demonstragao do teorema, embora
para que ele intervenha tenhamos que recorrer primeiro a um pequeno “truque”.
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Dem. Observem que usando o Axioma 4 com a = 0 obtemos 0+ 0 = 0. Esta igualdade trivial é o
ponto de partida para a seguinte sequéncia valida de implicacoes:

04+0=0 (“truque”)
= (0+0)-a=0-a (multiplicacao bem definida)
=0-a+0-a=0-a (Ax. 3 - distributividade)
=0-a+0.-a=0-a+0 (Ax. 4 — 0 é neutro para +)
=0-a=0 (Teor. 1.4 — Lei do Corte)
O
Exercicio 2.3. Mostre que (—1) - a = —a.

Teorema 2.4. (Subtracgao — Ficha 1, 1.(c))
Va,beR3I'zeR: a+z=0>.
Este numero x € designado por diferenca entre b e a e representa-se por b — a.

Dem. E necessario mostrar dois factos independentes:

(i) Existéncia do ntmero x.
(ii) Unicidade do nimero x.

Para mostrar existéncia, seja © = b+ (—a) com (—a) determinado pelo Axioma 5. Temos entao
que:
(por definigao de x)
(Ax. 1 — comutatividade)
(Ax. 2 — associatividade)
(
(Ax

= (a+ (-)+
=0+0 Ax. 5 — propriedade do simétrico)
=b . 4 — 0 é neutro para +))

Para mostrar unicidade, sejam z,2’ € R tais que a + * = b = a + 2/. Temos entao que
a+ 2 = a+ z', donde se conclui pela Lei do Corte para a Adicao (Teorema 1.4) que z =2/. O

Nota 2.5. A demonstracao do teorema mostra que
b—a=b+(—a).

Quando b = 0 o enunciado do Teorema 2.4 diz-nos em particular que o simétrico, cuja existéncia
é garantida pelo Axioma 5, é tinico (facto que ja tinhamos demonstrado na tltima aula - Teo-
rema 1.3).

Exercicio 2.6. (Divisdo — Ficha 1, 1.(k)) Demonstre ainda hoje que
Va,beRcoma#0, 'z eR: a-z=>.
Este ntmero x é designado por quociente de b por a e representa-se por b/a.
Nota 2.7. A resolucao do exercicio mostrard que
bla=b-a"

Quando b = 1 o enunciado do Exercicio 2.6 diz-nos em particular que o inverso, cuja existéncia é
garantida pelo Axioma 5, é tinico (cf. Teorema 1.3).

Teorema 2.8. (Ficha 1, 1.(m)) Para quaisquer a,b € R, se a-b=0 entdo a =0 oub=0.
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Dem. Suponhamos entdo que a-b = 0. Se a = 0 fica concluida a demonstracao. Se a # 0 podemos
considerar a seguinte sequéncia valida de implicagoes:

a-b=0 (hipétese do teorema)
=a't(a-b)=at-0
= (a'-a)-b=0
1-6=0
=b=0.

(como a # 0, Ax. 5 determina a ')

(Ax. 2 — associatividade e Teor. 2.1 — 0 é absorvente)
(Ax. 5 — propriedade do inverso)

(

Ax. 4 — 1 é neutro para -)

Nota 2.9. O Teorema 2.8 diz-nos que em R nao existem divisores de zero.

Axiomas de Ordem. Sao dois os axiomas de ordem e referem-se ao ultimo termo primitivo da
axiomatica dos ntimeros reais: o subconjunto Rt de R, cujos elementos se designam por nimeros
Ppositivos.

Axioma 6. (RT é fechado para + e -)
a,beRT = a+beR" e (a-b)eRT.
Axioma 7. (tricotomia)
Qualquer numero real a € R verifica uma e uma sé da sequintes trés condi¢oes:
a€RT ou a=0 ou (—a)eRT.

Definicao 2.10. (do termo derivado R™) Um ntmero real a € R diz-se negativo quando (—a) €
R*. Designa-se por R~ o conjunto de todos os ntiimeros negativos.

Nota 2.11. O Axioma 7 da tricotomia pode também ser escrito da seguinte forma:
R=R U{0} URT,
onde o simbolo LI significa “uniao disjunta”.

Definicao 2.12. (Relagoes de Ordem)

Sejam a,b € R. Diremos que a € menor que b ou que b € maior que a, escrevendo a < b ou b > a,
quando (b —a) € RT. Diremos também que a é menor ou igual a b ou que b é maior ou igual a
a, escrevendo a < b ou b > a, quando (b —a) € RT ou b = a.

Nota 2.13. As seguintes equivaléncias sdo consequéncias simples (verifiquem-no!) da Definigao 2.12:
a>0acR” e a<0&sacR™

Propriedades das Relacoes de Ordem.

Teorema 2.14. (Propriedade Transitiva — Ficha 1, 2.(b))
Va,b,ceR, (a<beb<c)=a<c.

Dem. E vélida a seguinte sequéncia de implicagoes:

a<beb<ec (hipéStese do teorema)
= (b—a)€R" e (c—b) € R" (Definigao 2.12)
= (b—a)+(c—b) eRT (Ax. 6 - fecho de R™)
= (c—a) € RT (Ficha 1, 1.(e))
=a<c (Definigao 2.12)

Teorema 2.15. (Propriedades Algébricas — Ficha 1, 2.(c),(d) e (e))
Para quaisquer a,b,c € R, tem-se que:
(i) sea <b entioa+c<b+c;
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(i) sea<bec>0entdoa-c<b-c;
(i1i) sea<bec<O0entdob-c<a-c.

Dem. Faremos aqui a demontracao de (i), sendo (ii) e (iii) demonstrados na segunda aula pratica.
Supondo que a < b, ou seja (b —a) € RT, queremos mostrar que (a + ¢) < (b + ¢), ou seja
((b+¢) — (a+c)) € RT. Usando os Axiomas de Corpo mostra-se facilmente que

(b+c)—(a+c)=b—a,

pelo que de facto
a<b&sa+ce<b+c.

3. AuLA — 30 DE SETEMBRO DE 2005

Ultima Aula. Axiomiticas dos Ntmeros Reais (cont.):
e Termo primitivo RT e termo derivado R~ ={a € R : (—a) € RT}.
e Axiomas de Ordem: Ax. 6 — fecho de Rt para operacdes + e -, Ax. 7 — tricotomia
R=R-U{0} UR".
Relagoes de Ordem: a < b (ou b >a) < (b—a) € RT.
Propriedades das Relagoes de Ordem:
(i)a>0<acRea<0saeR.
(i) transitividade: (a <beb<c¢)=a<c.
(iif) a<b=a+c<b+ec
(iv) (a<bec>0)=a-c<b-c
(v) (a<bec<0)=b-c<a-c

Mais um teorema.

Teorema 3.1. (Ficha 1, 2.(g))
0<1.

Nota 3.2. Uma outra maneira de enunciar este teorema é “o elemento neutro da adigao é menor
do que o elemento neutro da multiplicacao”. Talvez com este enunciado seja mais facil perceberem
que o resultado nao é uma completa trivialidade e requer de facto demonstracao.

Dem. Como o Axioma 4 especifica que 1 # 0, o Axioma 7 da tricotomia deixa-nos com uma e
uma sé das seguintes duas hipdteses: 0 < 1 ou 1 < 0.

Suponhamos que a segunda era a verdadeira. Seria entao valida a seguinte sequéncia de im-
plicagoes

1<0 (hipGtese assumida)
=1-1>0-1 (propriedade (v))
=1>0 (Ax. 4 - 1 é neutro para -)

que conduzem a uma contradigdo com o ja referido Axioma 7 da tricotomia: um nimero real nao
pode ser simultaneamente positivo e negativo.
Concluimos entao que a tnica possibilidade verdadeira é de facto 0 < 1. (]

Moédulo ou Valor Absoluto.

Definicao 3.3. O mddulo ou valor absoluto de um ntmero real x € R é definido por

2] T, se x > 0;
€Tl =
-z, sex<0.

Exercicio 3.4. Mostre que, para qualquer z € R,

2] >0 e —|z|<z<]|z|.
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Teorema 3.5. Sejam a,x € R. Tem-se que
z| <a & z<a A z>-a.

Dem. (=)

Sabemos por hipdtese que |z| < a. Usando a propriedade algébrica (v) obtemos

|z <a= —a < —|2|.

Temos entao que
—a< —|z|<z<|z[<a,

onde as duas desigualdades do meio sdo o resultado do Exercicio 3.4. A transitividade (ii) implica

immediatamente que
—a<zx<a.
(<)
Supomos agora por hipétese que —a < x < a. Temos entao que:

(a) x>0 = |z|=2<a.

(b) z <0 = |z| = —x < a, onde a tltima desigualdade é obtida a partir da hipétese —a < x

usando novamente a propriedade algébrica (v).

Conclui-se em qualquer dos casos que |z| < a.

Corolario 3.6. Sejam a,x € R. Tem-se que
|z] >a & z2>a V < —a.

Dem. Basta negar ambos os lados da equivaléncia do teorema anterior.

Teorema 3.7. (Desigualdade Triangular)
[z +yl <l|z[+]yl, Yo,y eR .
Dem. Temos pelo Exercicio 3.4 que
—lel <z <lfz] e —lyl<y<lyl.
Somando estas duas desigualdades obtemos (Ficha 1, 2.(0))
(el +1lyl) <z +y <zl + ]yl .
Usando agora o Teorema 3.5, podemos conlcuir que

|z +y| < |z|+ Jy| .

Notacao e Definicoes Preparatorias para o Axioma de Supremo.

Definicao 3.8. (Intervalos) a,b € R.

Intervalo aberto: la, b| & {reR: a<x<b}

(Notem que |a,a] =0 L conjunto vazio. Porqué?)
Intervalo fechado: [a,b] def {reR: a<x<b}

(Notem que [a,a] = {a} = conjunto com apenas um elemento.)
def def

Intervalos ilimitados: [a,+oo] = {x € R : x> a} ou|—o0,a] = {x €R :

10, +oo[ =RT.)

O

z < a}. (Notem que

Definicao 3.9. (Majorantes e Minorantes) Seja A C R um subconjunto qualquer. Um ntimero
real x € R diz-se um majorante de A (resp. minorante de A) se > a (resp. x < a) para qualquer

a € A.
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Exemplo 3.10. Seja A o subconjunto de R dado por
A={-1}U]0,l[={zeR:z=-1V 0<z<1}.
Temos entao que:
Majorantes de A ={z € R, > 1} =[1,4o0[ ,
Minorantes de A ={z € R, z < -1} = ]—o0,—1] .
Definicao 3.11. (Supremo e fnﬁmo) Seja A C R um subconjunto qualquer. Um niimero real
b € R diz-se supremo de A (resp. infimo de A) se satisfaz as seguintes duas condigoes:

(i) b é majorante de A, i.e. b > a para qualquer a € A (resp. b é minorante de A, i.e. b < a
para qualquer a € A);

(ii) ndo had majorantes de A maiores do que b, i.e. b < x para qualquer majorante = de A
(resp. ndo hé minorantes de A menores do que b, i.e. b > x para qualquer minorante x de
A).

Teorema 3.12. (Unicidade do Supremo e do fnﬁmo) O supremo e o infimo de um conjunto
A C R, quando existem, sdo unicos e serao designados por sup A e inf A.

Dem. Sejam b,b’ € R supremos (resp. infimos) de A. Sendo ambos majorantes (resp. minorantes)
de A, a condigdo (ii) anterior implica simultaneamente que

b<d e b <b.
O Axioma 7 da tricotomia diz-nos imediatamente que b = ¥’. O

Defini¢ao 3.13. (Maximo e Minimo) Seja A C R um subconjunto qualquer. Quando existe
supremo de A e este pertence ao conjunto A, i.e. sup A € A, diremos que A tem mdzimo e que
max A = sup A. De forma andloga, quando existe infimo de A e este pertence ao conjunto A, i.e.
inf A € A, diremos que A tem minimo e que min A = inf A.

Exemplo 3.14. Consideremos o subconjunto A C R do Exemplo 3.10:
A={-1}U0,1[={z€eR:z=-1V 0<z<1}.
Temos entao que:
supA=1¢ A = A ndo tem maximo,
infA=-1€ A = A tem minimo e min A = —1.

4. AurLA — 03 bE OUTUBRO DE 2005

Ultima Aula. A C R um subconjunto qualquer:
e z € R é majorante de Ase x > a, Va € A.
e um numero real é supremo de A, e representa-se por sup A, se verificar as seguintes duas
condigoes:
(i) sup A é majorante de A;
(ii) sup A < x para qualquer majorante x de A.
Vimos também que sup A, quando existe, é tnico.

Propriedades do Supremo.

Definicao 4.1. (Vizinhanga) Designa-se por vizinhan¢a de raio € > 0 e centro no ponto a € R, e
representa-se por Vz(a), o intervalo aberto

Vila)=la—ce,a+¢] .

Teorema 4.2. (Ficha 2, 1. 2,3) Seja A C R um subconjunto com supremo s = sup A. Seja ainda
m € R tal que m > s. Entao:

(i) Ve>03aeAd: a>s—e¢ (ie. Vo(s)NAH#D);

(ii) 3e>0: a<m—e, Va€ A (ie. V.(m)NA=0);
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Dem. Suponhamos por absurdo que (i) ndo era verdade. Entao existiria ¢ > 0 tal que a < S —¢
para qualquer a € A. Isto significaria que s — € era um majorante de A menor do que s = sup A4,
o que contraria a defini¢do de supremo. Logo, (i) tem que ser verdade.
Relativamente a (ii), seja ¢ = m — s. Temos que £ > 0 pela hipétese m > s. Por outro lado,
como s = sup A é um majorante de A, temos também que
a < s=m — ¢, para qualquer a € A.
O

Coroldrio 4.3. (Caracterizagao alternativa do supremo) Um nimero real s € R é o supremo de
um conjunto A C R se e s6 se verificar as sequintes duas condigdes:

(i) s € majorante de A;
(ii) Ve>03a€eA: a>s—e.

Exercicio 4.4. Enuncie e prove os andlogos do Teorema 4.2 e Corolario 4.3 para o infimo.
Axioma do Supremo.

Defini¢ao 4.5. Um conjunto A C R diz-se majorado (ou limitado superiormente, ou limitado &
direita) quando tem majorantes. Define-se conjunto minorado de forma andloga.

Axioma 8. (Axioma do Supremo)
Qualquer subconjunto de R majorado e nao-vazio tem supremo.

Teorema 4.6. (“Axioma do Infimo”)
Qualquer subconjunto de R minorado e nao-vazio tem infimo.

Dem. Seja B C R minorado e nao-vazio. Considere-se A C R definido por
A={xeR: (—x)€ B}.
Tem-se entao que
B minorado e ndo-vazio = A majorado e ndo-vazio (exercicio).

Logo, pelo Axioma 8, existe s = sup A e um exercicio simples mostra que (—s) = inf B. O

Vamos agora definir o conjunto N dos niimeros naturais e, como primeira aplicacdo do Axioma
do Supremo, provar a sua Propriedade Arquimediana.

Numeros Naturais.

Definicao 4.7. (Conjunto Indutivo) Um subconjunto A C R diz-se um conjunto indutivo se
satisfaz as seguintes duas condigoes:

(i)leA e (i)acA=(a+1)e€A.
Exemplo 4.8. R e R sao indutivos (porqué?). R™ nao é indutivo (porqué?).
Defini¢ao 4.9. (Numeros Naturais) O conjunto dos nidmeros naturais é o “menor subconjunto

indutivo de R” e representa-se por N. Mais precisamente,

N &f {n € R : n pertence a qualquer subconjunto indutivo de R}.

Nota 4.10. (Informal) Temos entdo que: 1 € N; 2 defy +1€eN;3 def g +1eN;.... Ou seja,

N={1, 2, 3,4, ...}.
Propriedades dos Naturais.
Teorema 4.11. O conjunto N ndo é majorado.

Dem. Suponhamos que N era majorado. Entao, o facto de N # ) ¢ o Axioma do Supremo
implicariam que existiria s = supN. Como o supremo é o “menor dos majorantes” e (s — 1) < s,
terfamos que (s — 1) € R néo seria majorante de N, pelo que existiria n € N com (s — 1) < n. Isto
implicaria que (n + 1) € N (porque N é por defini¢do indutivo) e s < (n + 1) € N, o que entraria
em clara contradigao com o facto de s = supN.

Logo, N nao é de facto majorado. O
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5. AuLA — 07 DE OUTUBRO DE 2005

Ultima Aula.

e Axioma do Supremo: qualquer subconjunto de R majorado e nao-vazio tem supremo.
e ACRdizseindutivosel€ Ae(a€ A= (a+1) € A).
[ ]

N &f {n € R : n pertence a qualquer subconjunto indutivo de R}

={1,2, 3,4, ...}
e Teorema 4.11: N néo é majorado. (Consequéncia do Axioma do Supremo.)
Mais Propriedades dos Naturais.
Corolario 5.1. Para qualquer x € R, existe n € N comn > x.
Dem. Se assim nao fosse, N teria um majorante o que contraria o Teorema 4.11. O

Teorema 5.2. (Propriedade Arquimediana) Para quaisquer € > 0 e x € R, existe n € N tal que
n-e>ux.

Dem. Pelo Corolério 5.1, existe n € N tal que n > z/e. Como ¢ > 0, temos que
x x
n>—=mn-e>—-€=2.
€ €
O

Corolario 5.3. (Propriedade Arquimediana - versdo alternativa) Para qualquer ¢ > 0, existe
n € N tal que

1
0<—-—<e.
n
Dem. Basta usar a Propriedade Arquimediana com x = 1. O

Exercicio 5.4. Considere o conjunto
1
A={zeR: x=— para algum n € N}.
n

(Usaremos frequentemente durante o semestre uma forma abreviada de representar este tipo de
conjuntos: A = {1 : n € N}.) Mostre que inf A = 0.

Numeros inteiros e racionais.

Definicao 5.5. O conjunto dos nimeros inteiros, representado por Z, é definido por
ZdZEf{a:E]R cx2€NVzez=0V (—z)eN}.
O conjunto dos numeros racionais, representado por Q, é definido por

Q(iZEf{IER: ngcomp,qEZeq;&O}.

Exercicio 5.6. Mostre que Z é fechado para a adigao e subtraccdo, e que Q é fechado para a
adicao, multiplicagao, subtracgao e divisao.

Sugestao: podera ser-lhe ttil usar o Método da Indugao Matematica que sera explicado na proxima
aula.

Teorema 5.7. (Densidade de Q em R — Ficha 2, 1.13) Sejam a,b € R com a < b. Entdo, existe
reQ tal que a < r < b.

Dem. Vamos supor, sem perca de generalidade, que a > 0. (Exercicio: demonstre o resultado
quando a < 0.)

Pela versao alternativa da Propriedade Arquimediana (Corolario 5.3), temos que existe n € N
tal que

1
0<—<b—a,
n
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e portanto

nb—a)>1lenb—na>1l<nb>na+1.

Pelo exercicio 1.11 da Ficha 2, sabemos que para qualquer ¢ € RT existe m € N tal que
(m—1) <c¢ < m. Seja entdo m € N tal que (m — 1) < na < m.
Com estes naturais n,m € N, temos entao que

na<m<na+1<nb
= na <m < nb
m
>a<—<b.
n

Definindo r = 2, temos assim que

n?’

reQ e a<r<b.

Numeros Irracionais. E claro que
NCZCQCR.
Sera que Q # R?

Exercicio 5.8. Mostre que o conjunto QQ, dos niimeros racionais, satisfaz todos os Axiomas de
Corpo e de Ordem.

O resultado do Exercicio 5.8 mostra que a distingao entre Q e R, se existir, terd que ser feita
pelo Axioma do Supremo.

Exemplo 5.9. Consideremos o conjunto
A={reQ: r”<2}.

E claro que A é nao vazio (porque, por exemplo, 1 € A) e majorado (porque, por exemplo, 2 é um
majorante de A). Logo,

Axioma do Supremo = existe s =sup A € R.
De facto, é claro que s =sup A € RT.

Proposicao 5.10. O nimero real s = sup A € R* € tal que

e serd designado por raiz quadrada de 2 e representado por /2.

2 < 2 é verdade, nem s? > 2 é

Dem. Pelo Axioma 7 da tricotomia, basta mostrar que nem s
verdade. Faremos o caso s? < 2, deixando o outro como exercicio.

Provaremos que

(scRTes?<2)=3rcA: s<r.

Isto é um absurdo, pois contradiz o facto de s = sup A ser um majorante do conjunto A. Con-
cluiremos assim que s? < 2 é necessariamente falso.

Supondo entdo s € R e s? < 2, terfamos que
2 —s2 1 2 — s?

>0=3IneN:0<=-<—"
2s+1 " n 2s +1

(s>0e2—-5*>0) =
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onde a tultima implicacdo é consequéncia da versdo alternativa da Propriedade Arquimediana
(Corolario 5.3). Para este n € N, que satisfaz 25t1 < (2 — s?), terfamos entdo que:

1 S 1
s+ =2
§52+2§+% (porque % < %)
252+25+1
<82+ (257 (pela escolha de n € N)
=2.

Terfamos assim que (s+ %)2 < 2. Usando agora o Teorema 5.7 (densidade dos racionais nos reais),
temos que existiria r € Q tal que s <r < (s + %), pelo que 72 < 2 e portanto r € A. O

Proposicao 5.11. Nao existe r € Q tal que r? = 2.
Dem. Ficha 2, grupo I, exercicios 17 e 18. (]

As Proposicgoes 5.10 e 5.11 permitem-nos concluir que:

(i) Q nao satisfaz o Axioma do Supremo e Q # R. Designaremos os elementos do conjunto
R\ Q por nimeros irracionais.
(i) A raiz quadrada de 2 é um ntimero irracional, i.e. v2 € R\ Q.

Nota 5.12. Por um processo andlogo ao descrito no Exemplo 5.9 mostra-se que
Ve>0VneNIy>0: y"=x.
Este niimero real y € Rt designa-se por raiz-n de x > 0 e representa-se por
Yr ou '™
Exercicio 5.13. (Ficha 2, I.14) Mostre quese r € Q e y € R\ Q, entdo r -y € R\ Q.

Teorema 5.14. (Densidade de R\ Q em R — Ficha 2, 1.16) Sejam a,b € R com a < b. Entao,
existe v € R\ Q tal que a < & < b.

Dem.

a<bé4i<4£
V2 V2
b
=dreQ : 2 ocre = (pelo Teorema 5.7)

V2 V2
=a<V2r<b.

O Exercicio 5.13 diz-nos em particular que
(reQev2eR\Q)=V2reR\Q.
Definindo z = v/2r, temos assim que
re€R\Q e a<x<b.
O

Nota 5.15. Existem na realidade “muito mais” irracionais do que racionais! Este assunto é para
ser informalmente discutido, consoante o tempo de aula ainda disponivel.

Nota 5.16. Os exercicios 5 e 6 do grupo I da Ficha 2 estao resolvidos no primeiro volume do
Apostol. Consultem-no!
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6. AuLA — 10 DE OUTUBRO DE 2005

Penultima Aula.

e ACRdizseindutivose l€ Ae(a€c A= (a+1) € A).
[ ]

N & {n € R : n pertence a qualquer subconjunto indutivo de R}

={1,2,3,4, ..}

Indugao Matematica. O facto de N ser, por defini¢ao, “o menor dos subconjuntos indutivos de
R” implica que

(1) se A C R é indutivo entdo N C A.
Teorema 6.1. (Principio de Inducdo Matemdtica) Se A C N € indutivo, entdo A = N.

Dem. Como A é indutivo temos por (1) que N € A. Como por hipétese A C N, conclui-se
imediatamente que A = N. O

Método de Indugao Matematica. O Principio da Indugao Matemadtica, enunciado no Teo-
rema 6.1, estd na base de um método eficaz de demonstracao de determinadas proposigoes/propriedades
relacionadas com os nimeros naturais: o chamado Método de Inducdo Matemdtica. Descrevemos
de seguida este método, indicando entre parentesis como se relaciona com o Principio de Indugao
Matematica.

Designemos por P(n) uma determinada proposi¢do ou propriedade que se pretende mostrar
verdadeira para todo o n € N. (Seja A ={n € N : P(n) é verdade}. Segue da sua definigdo que
A C N.) O Método de Indugao Matemadtica consiste em provar separadamente que

(i) P(1) é verdadeira. (1 € A.)
(ii) se P(n) é verdadeira para um determinado n € N, entdo P(n + 1) também ¢é verdadeira.
(neA=(n+1)cA)

Conclui-se a partir de (i) e (ii) que
P(n) é verdadeira para todo o n € N.
((i) e (ii) implicam que A é indutivo, pelo que o Teorema 6.1 permite concluir que A = N.)

Exemplo 6.2. (Ficha 2, II 1.(a)) Consideremos a seguinte proposi¢do, que queremos mostrar

verdadeira para qualquer n € N:
1
P(n) = é vélida a seguinte férmula: 1 +2+---4+n = n(nT—&—) .

Pelo Método de Indugao Matematica, a prova faz-se em dois passos.
(i) [P(1)]. Mostrar que a férmula dada é vélida quando n =1, i.e. que

o que é claramente verdade.
(ii) [P(n) = P(n + 1)]. Assumindo como verdadeira a hipdtese P(n), i.e.

1
1+2+“.+n:n(nT+)7 para um determinado n € N,

hé que mostrar a validade da tese P(n + 1), i.e.

(n+1)((n+1)+1)
2

142+ +n+(n+1)= , para o mesmo determinado n € N.
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Isto pode ser feito da seguinte forma:
1+24+-+n+nm+1)=014+2+---+n)+(n+1)
n(n+1)

== +(n+1) (pela hipétese P(n))

_(n+1)(n+2)

B 2
Simbolo de Somatério. O Principio de Inducao Matematica estd também na base de uma
maneira de definir entidades matematicas relacionadas com os numeros naturais: as chamadas
Definigcoes por Recorréncia. Descrevemos de seguida uma dessas definigoes, a do simbolo de
somatorio, que nao é mais do que uma notacao muito 1til para lidar com somas de varias parcelas.

Definicao 6.3. Para qualquer n € N e nimeros reais a1, as,...,a, € R, o simbolo de somatdrio
n
> a
k=1
define-se por recorréncia da seguinte forma:
n n n—1
Zak =a;sen=1,e Zak = <Zak> +a, se n > 1.
b1 k=1 k=1
Ou seja,

ax +az =ay +az,

ES
w | Mm
=
S
ES
I
ES
|| M)—A
—

)
Ea
I

ak+a3:a1+a2+a3,
=1

o
=
=

Nota 6.4. O indice k do somatério é um indice mudo, desempenhando um papel muito auxiliar.
Uma mesma soma pode aparecer na notacao de somatorio de formas diferentes. Por exemplo:

n n n
E ap = E a; = E aj .
k=1 i=1 Jj=1

Exemplo 6.5. A férmula que provamos por inducao no Exemplo 6.2, pode ser escrita usando o
simbolo de somatério da seguinte forma:

_n(n+1)
S e

=1

k
(i.e. neste caso ay = k para k=1,...,n).

Teorema 6.6. (Propriedades do Somatério — Ficha 2, 11T 2.)

(a) Z(ak +by) = Z ak + Z by, (prop. aditiva)
k=1 k=1 k=1

(b) Z(c cag) =c¢ < ak> , VeeR (homogeneidade)
k=1 k=1

(c) Z(ak —ak—1) = ap — ag (prop. telescépica)
k=1

Dem. (a) e (b) ficam como exercicio. Provamos (c) por indugao.
[P(1)]. Mostrar que a férmula dada em (c) é valida quando n =1, i.e. que
1

> (ax — ar-1) = a1 — ap,

k=1
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o que ¢é imediato a partir da Definicao 6.3 do simbolo de somatério quando n = 1.
[P(n) = P(n+1)]. Assumindo como verdadeira a hipétese P(n), i.e.
n
Z(ak —ag—1) = an — ag, para um determinado n € N
k=1
h& que mostrar a validade da tese P(n + 1), i.e
n+1
Z(ak — Qk—1) = Ap+1 — g, para o mesmo determinado n € N.
k=1
Isto pode ser feito da seguinte forma:

n+1 n
Z(ak —ag—1) = Z(ak —ag—1)+ (@nt1 — Gny1-1) (por def. de somatdrio)
k=1 k=1
= (an —ag) + (@py1 — an) (pela hipétese P(n))
= Qn41 — G0

7. AuLA — 12 DE OUTUBRO DE 2005

Ultima Aula.

e Método de Inducdo Matemdtica. Seja P(n) uma proposigdo que se pretende mostrar
verdadeira para todo o n € N. Se
(i) P(1) é verdadeira e
(ii) P(n) verdadeira para um determinado n € N = P(n + 1) verdadeira,
entdo P(n) é de facto verdadeira para todo o n € N.
e Simbolo de Somatério, >-;'_; ax, definido por recorréncia:

n n n—1
E ar =a;sen=1,¢ g ap = g ag | +a, sen > 1.
k=1 k=1 k=1

Mais Indugao e Somatérios. Nem o Método de Indugao, nem o Simbolo de Somatoério, tém
necessariamente que “comecar” em n = 1. Ambos admitem generalizagoes simples, tendo como
ponto de partida um dado m € Z.
e Se P(m) é verdadeira e se, para um determinado n € Z com n > m, P(n) verdadeira
= P(n+ 1) verdadeira, entdao P(n) é verdadeira para todo o n € Z com n > m.

m—+n
def

ap = E Aftm VneN.
k=m-+1 k=1

(Nota: o exercicio III. 4 da Ficha 2 pede para mostrar que esta defini¢do é equivalente a
outra feita por recorréncia — resolvam-no!)

Exemplo 7.1. (Ficha 2, III. 8) Vamos neste exemplo mostrar que, para qualquer r € R com
r # 1 e qualquer n € Ny = NU {0},

1—pntl

(2) >t =

k=0
por dois processos distintos:

(a) usando o Método de Indugao;
(b) aplicando a Propriedade Telescépica do somatério (Teorema 6.6 (c)) a

(1=r)-> k.

k=0
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(a) Método de Indugao.
[P(0)]. Mostrar que a férmula (2) é véalida quando n = 0, i.e. que

0
k 1—7t
E rt = ,
1—7r
k=0
o que é claramente verdade (ambos os termos sdo iguais a 1).

Nota: por definicdo r° = 1.
[P(n) = P(n+ 1)]. Assumindo como verdadeira a hipétese P(n), i.e.

R ntl
Z r , para qualquer 1 # r € R e um determinado n € Ny,

h& que mostrar a validade da tese P(n + 1), i.e

n+1 1 o Tn+2
Z r , para qualquer 1 # r € R e o mesmo determinado n € Ny .

Isto pode ser feito da seguinte forma:

n+1
Z rk = Z rk 4l (por def. de somatdrio)

n+1
1—r ntl

=g +r (pela hip6tese P(n))
—r
1— rnJrl + TnJrl _ ,r.n+2 1— rn+2
N 1—r o 1-r
(b) Aplicando as propriedades do somatério especificadas no Teorema 6.6, temos que:
n n
Q=r)-) rk= Z R (homogeneidade)
k=0 k=0
n
- Z k41 _ (homogeneidade)
k=
= (7"" 0y (prop. telescépica)
=1—pntt

Sucessoes Reais — definicao e exemplos. Uma sucessao real nao é mais do que uma sequéncia
infinita de niimeros reais. Usa-se normalmente o conjunto N dos nimeros naturais para indexar
os termos dessa sequéncia. Temos assim a seguinte:
Definicao 7.2. Uma sucessao real é uma fungao
u:N—R
n— u(n).
Para cada n € N, designaremos u(n) por termo geral ou termo de ordem m da sucessdo wu,

representando-o normalmente por u,. Usaremos qualquer dos simbolos u, (un)nen ou (u,) para
representar uma mesma sucessao real.

Existem varias maneiras de explicitar exemplos particulares de sucessoes reais, como se ilustra
de seguida.

Exemplo 7.3. Uma sucessao real pode ser definida através de uma férmula explicita para o seu
termo geral. Por exemplo:

U =3 (3,3,3,...);
un:n (1,273,...);
Up = 2" (2,4,8,...).
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Ha duas classes muito importantes de sucessoes reais, cuja definicao pode ser feita usando uma
férmula explicita para o seu termo geral.

Exemplo 7.4. Progressées Aritméticas — sucessbes caracterizadas pelo facto de un41 — up, =
constante, para todo o n € N. O seu termo geral é da forma

up, =a+ (n—1)r,

onde a,r € R sdo respectivamente o primeiro termo e razio da progressdo aritmética (u,) (notem
que a diferenga u,+1 — u, = r é de facto constante). A sucessdo u,, = n do Exemplo 7.3, é uma
progressao aritmética, com primeiro termo e razao iguais a 1.

Exemplo 7.5. Progressées Geométricas — sucessoes caracterizadas pelo facto de w,41/u, =
constante, para todo o n € N. O seu termo geral é da forma

-1

un:a'rn )

onde a,r € R sdo respectivamente o primeiro termo e razao da progressao geométrica (u,) (notem
que o quociente u,41/u, = r é de facto constante). A sucessdo u,, = 2" do Exemplo 7.3, é uma
progressao geométrica, com primeiro termo e razao iguais a 2.

Exemplo 7.6. O termo geral de uma sucessao real pode também ser definido por recorréncia.
Por exemplo:
up =1, Upt1 =up, +n, Vn € N;
Uy =ug =1, Upyro = Upy1 +Up, VR EN (sucessdo de Fibonacci).

Exercicio 7.7. Defina por recorréncia progressoes aritméticas e geométricas, com primeiro termo
a € Rerazaor e R.

Exemplo 7.8. Sucessoes reais podem também ser definidas por uma regra clara que permita
identificar, um a um, todos os seus termos. Um exemplo é a sucessao de todos os nimeros
naturais primos, i.e. a sucessao (u,) cuja lista de termos é

(1,2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,...) .

Limite de uma Sucessdo. Intuitivamente, dizemos que uma sucessdo (uy) tem por limite o
numero real a € R, e escrevemos

lim u, =a ou limu, =a ouainda u, — a,
n—oo

se os termos da sucessdo (u,) vao eventualmente acumular-se todos em a € R, i.e. se por mais
pequena que seja a vizinhanca de a € R, existir uma ordem a partir da qual todos os termos da
sucessdo (uy) estdo nessa vizinhang¢a. De uma forma matematicamente mais precisa, temos a
seguinte

Definicao 7.9.

limun:ang>03NEN(5)6N :(n>N=|u, —al <e).
Uma sucessao (u,,) diz-se convergente quando existe a € R tal que lim u,, = a.
Nota 7.10.

lup, —a|<ee —e<u,—a<esa—ce<u,<atesu, €Ve(a).

Exemplo 7.11. Vamos provar que u, = %L — 0. Suponhamos dado um ¢ > 0 arbitrario. A

versao alternativa da Propriedade Arquimediana, Corolério 5.3, dd-nos um natural N € N tal que
0 < % < . E agora imediato verificar que (n > N = |+ — 0| < €) provando-se assim que de facto

1
3 lim— =0.
(3) 1mn



18 MIGUEL ABREU

8. AuLA — 14 DE OUTUBRO DE 2005

Ultima Aula.
o Sucessao real: u: N — R, u= (uy,).
o Limite: limu, = a €% Ve > 0 IN = N(E)eN : (n> N = |u, —a| < ¢). Uma
sucessao (uy,) diz-se convergente quando existe a € R tal que limu,, = a.
e Exemplo: lim% = 0 (< Propriedade Arquimediana).
Nesta aula enunciaremos algumas propriedades basicas de sucessoes e limites, ilustrando-as com
alguns exemplos. Serao feitas algumas das demonstragoes destas propriedades na préxima aula.

Unicidade do Limite.
Teorema 8.1. O limite de uma sucessao, quando existe, € Unico.

Sucessoes, Limite e Operagoes Algébricas. Dadas sucessoes u = (uy), v = (v,) e uma
constante real o € R, podemos naturalmente considerar:

(i) a sucessdo soma/subtraccao: (u =4 v), = Uy, & Up;

(ii) a sucessao produto: (u-v), = Uy - Up;
(iii) a sucessdo quociente: (u/v), = U, /vy, definida se v, #0, Vn € N;
(iv) a sucessao (- u), = a - Uy.

Teorema 8.2. (Ficha 2,1V 5,6, 7e 8) Se u,, — a, v, — b, w, — ¢ comc#0 ew, #0,Vn €N,
e se « € R € uma constante, entdo:

(i) (un £vy) — a£b (limite da soma = soma dos limites);

(ii) (up -vy) — a-b (limite do produto = produto dos limites);
(iii) (un/wyn) — a/c (limite do quociente = quociente dos limites);
(iv) (a-up) — a-a.

Exemplo 8.3.
3n+2 . n-(3+2) 3+
= = lim

3+0
= 11m = =
n+1 n-(14+1) 1+

140

lim 3,

3=[3 o

usando as propriedades algébricas do limite, especificadas no Teorema 8.2, e o facto de lim% =0.
Limite e Relagoes de Ordem.

Teorema 8.4. (Ficha 2, IV 3) Sejam (u,) e (v,) duas sucessoes convergentes para as quais existe
N € N tal que
n>N=u, <v,.

Entao,

limu,, <limv, .
Teorema 8.5. (Principio do Encaixe ou da Sucessdo Enquadrada) Sejam (u,), (vn) e (wn)
sucessoes reais para as quais existe N € N tal que

n>N=u, <v, <w,.

Se (up) e (wy) sao convergentes com limu, = a = limw,, entdo (v,) também é convergente e
limwv,, = a.

Exemplo 8.6. Para determinar lim (_i)n , observemos que para qualquer n € N tem-se
1 1" 1

L1
n n n

Como lim —% =0=lim %, concluimos pelo Principio do Encaixe que

(4) limﬂ =0.

n
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Exemplo 8.7. Prova-se facilmente que, para quaisquer n,p € N,
0< L < l
np n
Como im0 = 0 = lim %, concluimos pelo Principio do Encaixe que, para qualquer p € N,
1
(5) lim — =0.

n—oo NP

Mais Exemplos e Propriedades do Limite.

Exemplo 8.8. Dado um ntumero real a € R, queremos estudar a sucessao x,, = a”, mostrando
em particular que

(6) se |a|] <1 entdo lim a™ =0.
n— oo

Faremos aqui o caso 0 < a < 1, deixando o caso —1 < a < 0 como exercicio. E vilida a seguinte
sequéncia de implicacoes:

1 1
0<a<l=->1=—-=1+4b,comb>0
a a

=a= %—!—b , comb>0
éa":ﬁ, com b > 0.
Tendo em conta a Desigualdade de Bernoulli (Ficha 2, IT 4 - resolvam por indugao)
(7) (140" >14nb, VneN, beRcom b > —1,
temos entao que
1 1

Como lim0=0c¢e
1 1 0

nl—>néol+nb nl—»néon(%+b) nl—{r;o%—Fb 0+0

)

para qualquer b € RT (na realidade para qualquer b € R\ {0}), concluimos pelo Principio do
Encaixe que lima™ = 0.
Quando a = 1 tem-se naturalmente que lima™ = lim1™ = lim1 = 1. Veremos mais a frente

que, quando a = —1 ou |a| > 1, a sucessao x, = a™ nao é convergente.
Exemplo 8.9. (Ficha 2, IV 1.(v))
22n_3n qn _— 3n qgn . 4\n _ (3\n
lim ——— =lim —— =lim ((9)2 () )
4\n _ (3\n o
= lim (9)2 6 1 020 0,
(5)n—1 0-1

usando as propriedades algébricas do limite, especificadas no Teorema 8.2, e o resultado (6) do
Exemplo 8.8.

Proposicao 8.10.
(i) Se un, — a entdo |u,| — la| (limite do mdédulo = mddulo do limite).
(ii) Se up >0 e u, — a entdo \Ju, — /a (limite da raiz = raiz do limite).
Nota 8.11. A Proposi¢ao 8.10 afirma que u,, — a = |u,| — |a]. Nao é verdade em geral que
lun| — la] = u, — a (e.g. se u, = —1 e a = 1 temos que |u,| = |-1] =1 — 1 = |a| mas
up =—1— —1+#a).
No entanto, verifiquem como exercicio que

Up — 0 & |u,| — 0.
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Exemplo 8.12. (Ficha 2, IV 1.(h))

Y n?-y\/1- o l-r V=0 1
lim = lim 37— = lim T = =-=1,

usando as propriedades algébricas do limite, especificadas no Teorema 8.2, bem como os resultados
do Exemplo 8.7 e Proposicao 8.10 — (ii).

Exemplo 8.13. (Ficha 2, IV 1.(p))

lim (\/n(n +1)—/n(n — 1))

<\/n(n—|— 1) —+/n(n— 1)) . (\/n(n—|— 1) ++/n(n— 1))

Valn + 1)+ y/nln — 1)
nn+1)—n(n-1)

Vn(n+1)+4/n(n —1)
. 2n
_hmn.<m+\/ﬁ>
. 2
:llmm+ﬁ
2 2

T VTr0+vir0 2

= lim

9. AurLA — 17 bE OUTUBRO DE 2005
Ultima Aula.

o Limite: limu, =a & Ve>03IN = N(E)eN : (n> N = |u, —a| < &). Recordem que
lun, —al < & < u, € Ve(a).
e Propriedades do Limite e Exemplos.

Comegaremos esta aula por fazer a demonstracao de algumas das propriedades do limite enun-
ciadas na ultima aula.

Unicidade do Limite. Recordemos o enunciado do Teorema 8.1: o limite de uma sucessao,
quando existe, é Uinico.

Dem. Seja (u,) uma sucessao real e suponhamos que existem a1, a2 € R tais que:
U, — a1 (&Ve>03INi(e)eN : (n> Ny = uy, € Ve(ar)) e
Up, — a2 (& Ve>03INa(e) €N : (n> Ny = uy, € Vo(ag)).
Queremos entdo provar que a; = ay. Suponhamos por absurdo que a; # asq, €.g. a1 < az. Sejam

e = @ e N(c) = max{Ny(c), Na(e)} .

Terfamos entao que, por um lado V.(a1) N V:(az) = @, mas por outro
n>N = (u, € Ve(ar) e u, € Ve(az)) = uy, € Ve(ar) N Ve(as),

o que é naturalmente absurdo.
Logo, a1 = as. O
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Limite e Operacgoes Algébricas. Vamos agora provar uma das propriedades do limite enunciada
no Teorema 8.2: se u,, — a e v, — b entao (u, +v,) — (a +b).

Dem. Sabemos entao que
U, —a (&Ve>03IN1(e)eN: (n>Ny=|u,—al<e) e
vy —b (&Ve>03Na(e) eN : (n> Ny = |u, — b <e),
€ queremos provar que
(U +vn) = (a+b) (&Ve>03IN(E)EN : (n>N=|(up+v,) —(a+Db)| <e).
Seja entao € > 0 arbitrario,
N1 =DNi(e/2) eN: n> Ny = |u, —a| <e/2,
Ny = N3(g/2) eN: n> Ny = |v, — bl <e/2

e N = max{Nj, Na}. Com esta escolha de N € N, e para qualquer n > N, é vélida a seguinte
sequéncia de desigualdades:

|(un +vn) = (@ +b)| = [(un — a) + (vn — D)

<|up — al + |v, — b| (pela Desig. Triangular - Teor. 3.7)
< g + % (porque n > N = max{Ny, Na})
=e.

O

Limite e Relagoes de Ordem. O Teorema 8.4, que esta na base do Principio do Encaixe ou da
Sucessdo Enquadrada (Teorema 8.5), diz o seguinte: se (u,) e (v, ) sdo duas sucessoes convergentes,
para as quais existe N € N tal que n > N = u,, < v,, entao limu,, < limwv,.

Dem. Deixo como exercicio, com a seguinte sugestao: usem o método de redugao ao absurdo, i.e.
suponham que lim u,, > limv,, e deduzam uma contradicao com a hipédtese u,, < v,. O

Limite e Funcao Médulo. Provaremos aqui o ponto (i) da Proposi¢ao 8.10: se u,, — a entao
|tn| — |al.
Dem. Sabemos que
U, > a(&Ve>03IN(E)eN: (n>N=|u, —a|l<eg)
e queremos provar que
lup| — a] (& Ve>03IN'(e) eN : (n>N'=||luy| —|a|]| < e)
O resultado do exercicio 3.(i) da Ficha 1 diz-nos que
[1b] — |a|| < |b—a|, para quaisquer a,b € R.

Esta desigualdade implica imediatamente que, para um ¢ > 0 arbitrdrio, o N’'(¢) € N necessério
para provar que |u,| — |a| pode ser escolhido exactamente igual ao N(g) € N que nos é dado pelo
facto de u,, — a. O

Notem que, quando a = 0, temos |u, — a| = |uy| = [|un| — |a||, pelo que de facto
Up — 0& |u,| — 0,
como ja tinha sido referido na Nota 8.11 da ltima aula.

Exemplo 9.1. (limitada x infinitésimo = infinitésimo) O Exemplo 8.6 (lim(—1)"/n = 0) pode
ser generalizado da seguinte forma. Sejam:
(1) (x,) uma sucessdo com limz, =0, i.e. x,, é um infinitésimo;
(ii) (£,) uma sucessao limitada, i.e. para a qual existe M € RT tal que —-M < £, < M,
VneN.
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Tem-se entao que, para qualquer n € N,
—M xy| <l xp < M-z,
Como
lim—M - |z,|=—M -10]=0= M -|0| = lim M - |z,|,
podemos concluir pelo Principio do Encaixe (Teorema 8.5) que
lim ¢, -z, =0.
Sucessoes Mondétonas e Limitadas.

Definigao 9.2. Seja (u,) uma sucessio real. Entdo:

(i) (up) diz-se limitada se existir M € R* tal que —M < u,, < M para todo o n € N.
(ii) (un) diz-se crescente (resp. estritamente crescente) se Uy, < Upt1 (resp. Up < Upt1) para
todo on € N.
(iil) (uy) diz-se decrescente (resp. estritamente decrescente) se Uy > Upi1 (T€SP. Up > Upi1)
para todo o n € N.
(iv) (uy) diz-se mondtona (resp. estritamente mondtona) se for crescente ou decrescente (resp.
estritamente crescente ou decrescente).

Teorema 9.3. Se uma sucessao (u,) € convergente, entio (u,) € limitada.

Dem. Seja a € R o limite da sucessdo (u,). Fazendo ¢ = 1 na definigdo de limite, temos entao
que existe N € N tal que
n>N=|u,—al <1,
pelo que a — 1 < u,, < a+ 1 para todo o n > N. Definindo m, M € R por
m =min{a — 1,uy,uz,...,un} e M =max{a+1,u,uz,...,un},

temos entao que
m < u, <M, para todoon €N,

pelo que a sucessao (uy,) é de facto limitada. O

Exercicio 9.4. Usou-se nesta demonstracao o facto de qualquer subconjunto de R finito ter
maximo e minimo. Demonstrem este facto, provando pelo Método de Indugao que a proposicao

P(n) = “qualquer subconjunto de R com n elementos tem méximo e minimo”
é verdadeira para qualquer n € N.
Nota 9.5. O Teorema 9.3 diz-nos que
(up) convergente = (u,) limitada.
A afirmagao reciproca nao é em geral verdadeira, i.e.
(uy,) limitada # (u,) convergente.

Por exemplo, a sucessao u,, = (—1)"™ é claramente limitada mas, como veremos na préxima aula,
nao é convergente.
Teorema 9.6. Se uma sucessio (uy) € mondtona e limitada, entdo (u,) é convergente e:
(i) se (uy) € crescente entao limu,, = sup {u, : n € N};
(ii) se (uyn) € decrescente entao limu, = inf {u,, : n € N}.
Dem. Faremos o caso em que (u,) é crescente (o caso decrescente é completamente andlogo).
Como a sucessao (u,,) é limitada, em particular o conjunto dos seus termos é majorado, temos
que existe
a=sup{u, : n €N} eR.
Queremos portanto provar que

U, > aie.Ve>03IN=N(EeN: n>N=l|u,—a|l<e).
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Seja entdo dado um ¢ > 0 arbitrario. Pelo ponto (ii) da caracterizagdo de supremo dada pelo
Corolério 4.3, temos que existe pelo menos um termo da sucessdo (u,) na vizinhanga V. (a), i.e.
existe N € N tal que a—e < uy. Podemos entao considerar a seguinte sequéncia de desigualdades,
valida para qualquer n > N:
a—e<uy <up<a,
onde a segunda desigualdade é consequéncia de (u,) ser crescente e a terceira é consequéncia de
a ser um majorante do conjunto de todos os termos da sucessdo (u,). Temos entdo que
|u, — a|] < & para todo o n > N,

como se pretendia mostrar. O

10. AurLa — 19 DE OUTUBRO DE 2005
Ultima Aula. Provamos o Teorema 9.6: (u,,) mondtona e limitada = (u,) convergente.
Nota 10.1. O Teorema 9.6 diz-nos que
(u,,) mondtona e limitada = (u,) convergente.
A afirmagao reciproca nao é em geral verdadeira, porque embora o Teorema 9.3 nos diga que
(up) convergente = (u,) limitada,

temos que

(un) convergente # (u,) monétona.

(="
n

Por exemplo, a sucessao u, = do Exemplo 8.6 é convergente mas nao é mondtona.

Exemplos de Aplicagao.

Exemplo 10.2. (Ficha 3, I 4.) Considere a sucessao (z,) definida por
2x, + 3
4

(a) Prove que (x,) é estritamente crescente e que x,, < 3/2 para todo o n € N.
(b) Mostre que (x,) é convergente e calcule o seu limite.

(8) =1 e Tpt1 = para todoon € N.

Para resolver a alinea (a), comegamos por mostrar pelo método de inducdo que a proposicao
P(n) = “zp < Tpi1”
é verdadeira para qualquer n € N.
[P(1)]. Temos que verificar que 21 < x2. Isto é de facto verdade, pois
e =1 o x2:2~x1+3:2~1+3:§.
4 4 4
[P(n) = P(n + 1)]. Assumindo como verdadeira a hipétese P(n), i.e.

Ty < Tpy1, para um determinado n € N,
hd que mostrar a validade da tese P(n + 1), i.e.
Tp41 < Tpy2, para o mesmo determinado n € N.
Isto pode ser feito da seguinte forma:
Tn < Tp+1 = 20y < 2Tp41
=2z, +3 < 22,41 +3
2z, + 3 < 22p41+ 3

4 4
= Tpt+l < Tp42 (por (8))

Para terminar a resolugdo da alinea (a), vamos mostrar pelo método de induc¢ao que a proposigao
P(n) = “z, <3/2”

é verdadeira para qualquer n € N.
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[P(1)]. Temos que verificar que x; < 3/2. Isto é de facto verdade, pois
3

[P(n) = P(n+1)]. Assumindo como verdadeira a hipétese P(n), i.e.
Tp < ; , para um determinado n € N,
h4 que mostrar a validade da tese P(n + 1), i.e.
Tpt1 < 3 para o mesmo determinado n € N.

Isto pode ser feito da seguinte forma:

3
$n<§:>2$n<3

=2x,+3<6
:>2xn+3<§_§
4 42
3
= Tpa1 < 3 (por (8))

Para resolver a alinea (b), observemos primeiro que, pelo resultado da alinea (a), temos
3 3
((x,,) estritamente crescente e x,, < 2 VneN)=1=x <z, < 2 VneN.

Logo, a sucesséo (z,,) é mondtona e limitada, pelo que o Teorema 9.6 garante a sua convergéncia.
Designemos por L € R o seu limite. Temos entao que limz, = L e também limxz, 1 = L (cf.
Teorema 10.5 e Exemplo 10.6). Partindo agora da defini¢ao por recorréncia (8), podemos calcular
L da seguinte forma:

2, + 3 . . 2z, +3
Tyl = —— = limz,) =lim ————
4 4
2L
L=y —oras
3
Concluimos assim que

i 3
imzx, = —.
2

Subsucessoes: definicao e exemplos.

Definicao 10.3. Sejam u = (u,) : N — R uma sucessao real e k = (k,) : N — N uma sucessao
de niimeros naturais estritamente crescente. A sucessao composta

v=(v,)=uok=(uok),):N—-R
designa-se por subsucessio de u = (uy). O seu termo geral é dado por
Up = ukn

Exemplo 10.4. Dada uma sucessdo real (u,) qualquer, podemos por exemplo considerar as
seguintes subsucessoes:

(i) escolhendo k, = n obtemos a subsucessao (v,) com termo geral
Upn = Un,

i.e. qualquer sucessao é subsucessao de si prépria.
(ii) escolhendo k, = n + 1 obtemos a subsucessdo (v,) com termo geral

Up = Up+1 -
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(iii) subsucessao dos termos de ordem par — corresponde a escolher k,, = 2n, i.e. a considerar
a subsucessao (v,) com termo geral dado por

VUp = U2p -

(iv) subsucessao dos termos de ordem ¢mpar — corresponde a escolher k, = 2n — 1, i.e. a
considerar a subsucessao (v,,) com termo geral dado por

Un = U2p—1 -
Subsucessoes e Limite de Sucessoes.

Teorema 10.5. Uma sucessdo real € convergente se e sé se todas as suas subsucessoes forem
convergentes para um mesmo limite.

Dem. Parecida com a demonstragao do Teorema 8.1 — unicidade do limite, feita na dltima aula.
Fica como exercicio. (|

Exemplo 10.6. Aplicando este Teorema 10.5 ao Exemplo 10.4 (ii), obtemos o seguinte resul-
tado: se (z,) é uma sucessao convergente com limz,, = L, entdo (z,+1) também é convergente e
limx,+1 = L. Este facto foi implicitamente usado no Exemplo 10.2.

Exemplo 10.7. Consideremos a sucessao real (u,) com termo geral dado por u, = (—1)". Temos
que a sua subsucessao dos termos de ordem par satisfaz

Ugp = (-1)*"=1-1,
enquanto que a sua subsucessao dos termos de ordem impar satisfaz
Uppo1 = (=1)*"" 1 = -1 — —1.

Assim, a sucessdo u, = (—1)" tem duas subsucessdes com limites distintos, 1 # —1. Usando o
resultado do Teorema 10.5, podemos entao concluir que

a sucessao u, = (—1)" nao é convergente.

Sublimites e o Teorema de Bolzano-Weierstrass. Por falta de tempo, e apesar da sua muita
importancia e interesse, os resultados que agora enunciaremos nao serao demonstrados neste curso
de Anélise Matematica 1.

Defini¢ao 10.8. Um numero real a € R diz-se um sublimite de uma sucessao real (u,,) se existir
uma subsucessao (v, = ug,, ) com limv,, = a.

Teorema 10.9. Qualquer sucessdo real tem subsucessoes mondtonas.

Coroldrio 10.10. (Teorema de Bolzano-Weierstrass) Qualquer sucessao limitada tem subsucessoes
convergentes, i.e. qualquer sucessao limitada tem sublimites.

Teorema 10.11. Uma sucessao limitada € convergente se e so se tiver apenas um sublimite.

Observacgoes. Por falta de tempo, sucessoes de Cauchy e sucessoes contractivas nao serao tratadas
neste curso de Andlise Matematica I. Assim, os exercicios 14, 15 e 16 do grupo I da Ficha 3, nao
sao para resolver.

11. AurLA — 21 bE OUTUBRO DE 2005

Penultima Aula. Provamos os seguintes resultados:

e Teorema 9.3 (u,) convergente = (uy,) limitada.
e Teorema 9.6: (u,) mondtona e limitada = (u,) convergente.
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Sucessoes Nao-Limitadas.

Defini¢ao 11.1. Dizemos que uma sucessao real (u,,) converge para 400 (resp. —00), € escrevemos
lim w,, = +00 ou u, — +0oo (resp. limu, = —oco ou u, — —00), se

1
Ve>03dN=N()eN: n>N:>un>g

1
(resp. Ve>03IN=N(E)eN: n>N=u,<—-).
€
Exemplo 11.2. Assim como provamos que lim 1/n = 0, podemos também usar a versao alterna-
tiva da Propriedade Arquimediana, Corolario 5.3, para provar que
(9) limn = +oo.
Proposicao 11.3. Seja (uy,) uma sucessao de termos positivos (resp. negativos). Entdo
. .1
limu, =0« lim — =+
Un,

1
(resp. limu, =04 lim — = —o00).
un

Dem. Exercicio. O
Recta Acabada e Indeterminagoes.

Definigao 11.4. Designa-se por recta acabada, e representa-se por R, o conjunto

R < RU{—o0,+00} .

Os elementos —oo e +00 satisfazem a relacao de ordem
—o <z <40, VzeR,
bem como as regras operacionais algébricas que se descrevem de seguida.

As regras operacionais algébricas com os elementos —oco e +00 sao determinadas por forma a
que os Axiomas de Corpo continuem a ser validos na recta acabada R. Quando numa determinada
operagao nao for possivel determinar uma regra nestas condigoes, diremos que estamos perante
uma indeterminagao.

Relativamente a adigao, temos que

a+ (+o00) =400 e a+(—o0)=-00, YaeR,
bem como
(+00) + (+o0) =40 e (—00)+ (—o0) = —00.
Por outro lado,
(10) (+00) + (—00) é uma indeterminacdo do tipo co — co.
Relativamente a multiplicacao, temos que

a-(ioo)z{

+oo, sea>0;
Foo, sea<0.
Temos também que
(t00)  (+00) = o0 = (~00) - (~00) e (+00)  (~00) = —ox.
Por outro lado,
(11) 0- (£00) é uma indeterminagao do tipo 0 - oo .
Esta indeterminacao da naturalmente origem a indeterminacoes na divisao: as chamadas indeter-

minagoes do tipo

(12) —=—.00=0-00
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e
0 1
13 —=0--=0-00.
(13) 5 5 00
Relativamente & potenciacdo a’, com a > 0, temos que
0 0< 1; 1
ate — R seU<a<l; o a4-® — ,
400, sea>1; at™>®
bem como
0 se b < 0;
b ’ ’
+o0)” =
( ) {—l—oo7 se b > 0.
Por outro lado
(14) 17°° ¢ uma indeterminagao do tipo 1°°,
e
(15) (+00)? é uma indeterminacio do tipo co”.

Esta 1dltima indeterminagao estd directamente relacionada com a
(16) indeterminagio do tipo 0°
ja existente em R.

Levantamento de Indeterminagoes em Limites de Sucessoes. J4 vimos em varios exemplos
como levantar (i.e. resolver) alguns tipos de indeterminagoes que surgem no cdlculo do limite de
sucessoes:

(i) indeterminagoes do tipo 0- oo ou co/co ou 0/0, podem normalmente ser levantadas pondo
em evidéncia os termos de maior grau;
(ii) indeterminagdes do tipo co — 0o que envolvem a raiz quadrada podem normalmente ser
levantadas multiplicando pelo conjugado.
Indeterminagoes do tipo 1°° sao também bastante importantes no célculo do limite de sucessoes.
O caso mais simples é o que se apresente no exemplo seguinte.

Exemplo 11.5. Consideremos a sucessdo (e,), com termo geral dado por

1 n
en = <1 + ) .
n
O célculo do seu limite da imediatamente origem a
1 n
lime, = lim <1 + > = 17> = indeterminacéo,
n

que pretendemos levantar ou resolver.
Usando a férmula do Bindmio de Newton (Ficha 2, III 9.)

n

(17) (a+b)" = Z (Z) a®b"=* | para quaisquer a,b € R e n € Ny,
k=0
nao é dificil mostrar que:
(i) (en) é estritamente crescente, i.e. e, < ept1, Vn € N;
(ii) 2<e, <3, VneN,ie. (e,) élimitada.
Conclui-se entao pelo Teorema 9.6 que (e,) é convergente. O seu limite é um dos ntimeros reais
mais importantes da matematica, o chamado ntimero e. Temos entao que ¢ € R é definido por

(18) e €' lim (1 + 1) .
n

O seu valor numérico é aproximadamente 2, 718 . . ., ficando desta forma resolvida a indeterminagao
inicial.
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Outras indeterminagoes do tipo 1*° serao levantadas com base no teorema seguinte.

Teorema 11.6. Sejam a € R um nidmero real e (u,) uma sucessao real tal que lim |u,| = +o0.
Entao
AN
lim <1 + ) =e”.
Uy,
Dem. Exercicio. g

Exemplo 11.7. (Ficha 3, I 12.(b)) Temos que
2 3n
lim (1 + n) = 1% = indeterminacao.
Usando o Teorema 11.6, podemos resolver esta indeterminagao da seguinte forma:
2 3n 6 3n
lim <1 + ) = lim (1 + > =¢%  (porque u, = 3n — +00).
n 3n

Indeterminacdes do tipo 0o” ou 0Y sdio também frequentes no célculo do limite de sucessdes. O
caso mais notavel é

lim(un)% = lim u,, ,
quando u,, > 0, para todo on € N, e limu,, = 0 ou lim u,, = +0c0. Este tipo de indeterminacoes é
resolvido com base no teorema seguinte.

Teorema 11.8. Seja (u,) uma sucessao real de termos positivos. Se

. Un41
hmn—Jr:aE}R7
Unp

entao
lim Yu, =a.

Dem. Préxima aula. g
Exemplo 11.9. (Ficha 3,1 13.(c)) Temos que
lim (2" 4+ 1)% = o0’ = indeterminagao.

Fazendo u,, = 2™ + 1 temos que

n ot 4 2" (24 3+ 2+ (3)"
lim 4 g 2L, 2 21') = lim (f)n =2
U, 2n +1 2”-(1-1-%) +(§)
Concluimos entao pelo Teorema 11.8 que
lim (2" + 1)" = 2,.

Ordens de Grandeza.

Defini¢ao 11.10. Diremos que uma sucessao (vy,) tem uma ordem de grandeza superior a outra
sucessao (), € escreveremos U, < v, ou Uy, > Uy, quando

. Up
lim — =0.
Un

A seguinte proposic¢ao é bastante 1til no levantamento de indeterminagoes do tipo 0 - 0o, 0o/0c0
e 0/0.

Proposicao 11.11. Para quaisquer 1 < a € R e p € N, tem-se que
nf <a" < nlkn™.

Dem. Proxima aula. O
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Exemplo 11.12. (Ficha 3,1 17.(c))

24+ 1) nl(3 4+ (n+1))
lim = lim S
. % +(n+1)
=1l 3
51
0
= # (porque 2" < n! e 3" <« nl)
(19) =+00.

12. AurLA — 24 DE OUTUBRO DE 2005

Ultima Aula. Recta Acabada, Indeterminagoes e Ordens de Grandeza. Levantamento de Inde-
terminagoes em Limites de Sucessoes.
Comegaremos esta aula por fazer a demonstracao de alguns dos resultados enunciados.

Demonstragao do Teorema 11.8. Recordemos o seu enunciado: se (u,) é uma sucessdo de
oy . uTL+1 _ ™ ~ . n _
termos positivos e lim w=ac R, entao lim /u,, = a.
O exercicio seguinte, cujo ponto (ii) é relevante para a demonstragdo do Teorema 11.8, pode
ser resolvido de forma simples usando o Método de Indugao.

Exercicio 12.1. Sejam (u,) uma sucessao de termos positivos, a € RT, e e Rtal que 0 < e < a
e N € N. Entao
(i)
Un+1
Un,

u
:a,VnZN:un:a"a—x,VnzN;
(ii)

un

a—5<M<a+5, Vn>N=(a—¢)'——x <un < (a+e)"

un
, Vn>N.
Un (CL—E) N n

(a+e)
Dem. (Teorema 11.8) Faremos apenas o caso 0 < a < 400, deixando os casos ¢ = 0 e a = 400
como exercicio.

Tendo em conta que lim

un:1 = a, sabemos que para qualquer € > 0, existe IV € N tal que

u

Un+1

n>N=a—c< <a+e.

Un

Em particular, se 0 < £ < a temos pelo Exercicio 12.1 que

n_ UN n_ UN
(a —¢) m<un<(a+e) tor
=(a—¢)p (aiij\;)N< Yup, < (a+e)p (aiij\;)l\i’

para todo o n > N. Tendo em conta que

lim = uN UN 0_1_ _UN O_ lim = _uUN
n—oo \[ (a—e)V  \(a—e)¥) " \(a+e)N) n=x\ (ate)V

e que € > 0 pode ser tomado arbitrariamente pequeno, podemos concluir que de facto lim {/u,, =
a. (]

Exercicio 12.2. Mostre que lim /n = 1 e que lim V/n! = +oo.
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Demonstragao da Proposi¢ao 11.11. Recordemos o seu enunciado: para quaisquer 1 < a € R
e p € N tem-se que n? < a" < n! K n", ou seja
nP " !
lim — = lim — = lim — =0.
n—oo q" n—oo n! n—oo NN
Dem.
(i) Tendo em conta o primeiro resultado do Exercicio 12.2, temos que
np v/n)? 1
lim {/— = lim @27<1.

n— oo a™ n— oo a a
Logo, existem 0 < ¢ < 1e N € N tais que

P
0< ¥ n—<(1—6) para todoon > N
aTL

npP

= 0<— < (1—¢)" paratodoon > N.

an
Como
0<e<l=|l—-¢<l= lim(1-¢)"=0,

n—oo

conclui-se pelo Principio do Encaixe ou da Sucessdo Enquadrada (Teorema 8.5) que de facto

(ii) Tendo em conta o segundo resultado do Exercicio 12.2, temos que

. am . a a
lim {/— = lim =

n 1
0< \"/af<f para todo o n > N
n! 2

n 1 n
= 0<a'<(> para todoon > N.
n!

Logo, existe N € N tal que

2

Como lim(1/2)™ = 0, conclui-se novamente pelo Principio do Encaixe que de facto

(iii) Como
n! 1
0<7§ﬁ para todo on € N,
n

o Principio do Encaixe implica imediatamente que
lim— =0.
nn

O

Séries Numéricas. O tema que agora vamos iniciar é motivado pelo seguinte problema: dada
uma sucessao real (ax)ken, determinar quando é que é possivel atribuir significado preciso a soma
de todos os elementos da sucessdo (ay), i.e. determinar a soma da

o0

série Z ar = somatério com um numero infinito de parcelas.

k=1

Quando tal for possivel e a soma obtida for finita, diremos que a série é convergente.
O exemplo seguinte ilustra o caso trivial em que uma série numérica se reduz a um somatodrio

com um numero finito de parcelas.
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Exemplo 12.3. Suponhamos que a sucessao (ax) é tal que, a partir de certa ordem, todos os seus
termos sao iguais a zero, i.e. existe NV € N tal que k£ > N = a; = 0. Temos entao que

00 N
E ar = E ag ,
k=1 k=1
i.e. a soma da série é igual ao somatério com um nimero finito de parcelas. Assim, qualquer série

deste tipo é convergente.

Veremos agora alguns exemplos importantes de séries, em que a resposta ao problema anterior,
nao sendo trivial como a do exemplo anterior, pode ser obtida de forma natural e explicita.

Séries Geométricas. Suponhamos que (ar) é uma progressao geométrica com primeiro termo
igual a 1 e razao r € R, i.e.
ar =7", Vk e Ng.

Sabemos do Exemplo 7.1 que
1 _ pntl
E ak—g 7k ~ ,VneNgereR\{1}.

Por outro lado, sabemos do Exemplo 8.8 que

se |r]<1 entdo lim r"=0.

n—oo

Logo, quando |r| < 1 temos que

n
. Z 1=t 1
nlggo akinlgr;o 1—7r  1—7"

Faz entao sentido dizer que

a série E ¥ é convergente quando |r| < 1, com soma igual a .
k=0

Ou seja,
= 1
(20) ]CZOT]C = i’r‘, se |7'| < 1.

Exercicio 12.4. Usando indugao matematica, mostre que

Zrk 1= -r, YneNereR\{1}.
k=1

Usando este resultado, justifique porque faz sentido dizer que
= r

21 P =——  selr|<1.

(21) D il

Definigao 12.5. Séries cujas parcelas s@o os termos de uma progressao geométrica designam-se
por séries geométricas.

Exemplo 12.6. (Ficha 3, II 1.(b)) Pretende-se mostrar que

Tendo em conta que
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temos que a série é geométrica com razao r = 1/3. Concluimos assim que se trata de uma série
convergente, pois |[r| = 1/3 < 1, e podemos usar a férmula (21) para calcular a sua soma:
o0

9 1
n— 1
n:13 1 1-3

wino|wol—
[\

Séries telescépicas ou de Mengoli. Suponhamos que (ax) é uma sucesséo real com termo geral
da forma

ar = up —ugt1, Vk € N, onde (ug) é também uma sucessao real.

Usando a propriedade telescépica do somatério (Teorema 6.6), temos que

n

n
Zak = Z(uk — Upt1) = UL — Upy1, VR EN
k=1

k=1
n n
= lim E ar = lim E (up — Ukg1) = w1 — lim g, 41 .
n—oo n—oo
k=1 k=1
Faz entao sentido dizer que
o0
a série E (up — uk+1) é convergente se e s6 se a sucessao (u,) é convergente,
k=1

e nesse caso a sua soma ¢ igual a (u; — limwu,). Ou seja,
o0
(22) Z(uk — Upt1) = up — limuw, .
k=1
Exemplo 12.7. Pretende-se mostrar que
o0
1
S i =1
n=1 TL(TL + )

Tendo em conta que
1 1 1

nn+1) n n+1’
podemos escrever a série na forma

S ()

A série da direita é de Mengoli com wu, = 1/n. Temos entdo que a série é convergente, pois
u, = 1/n — 0, e podemos usar a férmula (22) para calcular a sua soma:

oo o9}
1 1 1 1 1
Zn(n—i—l) Z(n n—l—l) 1 h

n=1 n=1

13. AurLA — 26 DE OUTUBRO DE 2005

Ultima Aula. Séries numéricas: ), aj.

e Séries geoméricas:

Zrkzl—r e Zrk:—I_r, se |r| < 1.

k=0 k=1

e Séries de Mengoli: se (u,) é uma sucessdo convergente, entao

o0

Z(uk — Upt1) = up — limuw, .
k=1
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Mais Séries de Mengoli.

Exercicio 13.1. Dada uma sucessao real (uy) mostre, usando indugao matemética, que

n

P P
Z(uk—ukﬂ,) :Zuk—ZunM, Vn,pe Ncomn>p.

k=1 k=1 k=1
Usando este resultado, justifique porque faz sentido dizer que, dado um p € N fixo,

oo
a série E (ur, — up+p) € convergente se e sé se a sucessdo (u,) é convergente,
k=1
€ 1esse caso
00 p
(23) E (ug — Ukyp) = E up —p - (imuy,) .
k=1 k=1
Definicao 13.2. Séries da forma
oo
> (k= urep)
k=1

onde (uy) é uma sucessdo real e p € N é um niimero natural fixo, designam-se por séries telescdpicas
ou de Mengoli.

Exemplo 13.3. (Ficha 3, IT 1.(c)) Pretende-se mostrar que
S
2 _ —_— T .
=n 1 4
Tendo em conta que
1 1 - 3
n2—1 (n—-1)n+1) n-1 n+1’
podemos escrever a série na forma

(SIS

=1 1 & 1 1 1 /1 1
gmz';(n_lnH)z';(nnm)-

A série da direita é de Mengoli com u,, = 1/n e p = 2. Temos entéo que a série é convergente, pois
U, = 1/n é uma sucessdo convergente, e podemos usar a férmula (23) para calcular a sua soma:

=1 1 /1 1 1 1 1 1 /3 3
- = i =~ .1+ —2.lim=-)==2.(Z2—-2. =,
nz:;nz—l 2 nz_:l<n n—|—2> 2 <+2 lmn> 2 (2 0> 4

Nota 13.4. Podem, e devem, fazer ja todas as alineas do exercicio II 1 da Ficha 3.

Séries Convergentes e Séries Divergentes. O estudo da convergéncia de uma série numérica

arbitraria
oo
>
k=1
é feito com base na correspondente sucessdo de somas parciais (s, ), cujo termo geral é dado por
n
sn:Zak, VneN.
k=1

Definicao 13.5. Uma série numérica diz-se convergente quando a correspondente sucessao de
somas parciais for convergente (em R). Nesse caso, diremos que a soma da série é igual ao limite
da sua sucessao de somas parciais:

o0 n

E ar = lim s, = lim E ar | .
n—oo n—oo

k=1 k=1

Uma série numérica diz-se divergente quando nao é convergente.
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Teorema 13.6.

oo
E ax convergente = lim a, =0.
k—l n—oo

Dem. Sendo a série convergente, sabemos entao que a sucessao de somas parciais

n

Sp = E Q.

k=1
é convergente. Logo, a sua subsucessao (s,41) também é convergente e tem o mesmo limite.

Temos entao que

n+1 n
0= lim (Sp4+1 — 8,) = lim g ap — E ar | = lim anq1,

pelo que lima,, = 0. O
Nota 13.7. A implicagao contraria a especificada no Teorema 13.6 nao é verdadeira, i.e.

lima, =0 % Z aj convergente.
k

Consideremos por exemplo a sucessio (a,) com termo geral a, = 1/y/n. Temos entdo que (a,) é
convergente e
lima, = limL =0.
vn
No entanto, a alinea (f) do exercicio II 1. da Ficha 2 (resolvido por indugdo numa aula prética)
diz-nos que

1
snzz:—z\/ﬁ,VneN,
o VE

pelo que
lim s,, > limv/n = +o00 = lims,, = +00
e portanto
= 1
(24) a série Z —— ¢é divergente.
n=1 \/ﬁ

Nota 13.8. O Teorema 13.6 pode ser usado como critério de divergéncia para séries numéricas,
pois o seu resultado ¢é logicamente equivalente ao seguinte:

anp -0 = Z ay, divergente.
k

Quando aplicado por exemplo a séries geométricas, tendo em conta que
r"™ - 0 quando |r| > 1

e que séries geométricas sdo convergente quando |r| < 1, permite-nos concluir que

oo
(25) a série geométrica E r’* é

n=1

convergente, se |r| < 1;

divergente,  se |r| > 1.



AULAS TEORICAS DE ANALISE MATEMATICA I 35

Séries de Termos Nao-Negativos (STNN). Séries de termos nao-negativos (STNN) sao séries
da forma

Za;€7 com ap >0, VkeN.
k=1

Teorema 13.9. Uma STNN 3, a) € convergente se e sd se a sua sucessio de somas parciais
(sn) for majorada.

Dem. Por definicao, a série é convergente se e sé se

n
a sucessao s, = E ay, for convergente.
k=1
Como $p4+1 — Sp = ap41 > 0 para todo o n € N, temos que a sucessao (s,) é mondtona crescente.
Logo, segue dos Teoremas 9.3 e 9.6 que (s,,) é convergente se e s6 se for majorada. O

Exemplo 13.10. (Série Harmonica) O Teorema anterior e Exercicio seguinte implicam imediata-
mente que:

o
(26) a série harmdnica Z — & divergente.

n=1 n
Exercicio 13.11. Usando indugdo matemadtica, mostre que a subsucessao (san) da sucessao de
somas parciais (s,) da série harménica satisfaz a seguinte desigualdade:

on

def 1 n
SQ?LZQZEZ]."‘g,VnGN
k=1

Critério Geral de Comparagao para STNN.

Teorema 13.12. (Critério Geral de Comparagao para STNN) Sejam (ay) e (by) duas sucessoes
reais tais que
Ogakgbk, VkeN.

Tem-se entao que:
(i)
o0 oo
Z by convergente = Z aj convergente;
k=1 k=1

(i)
o0 o0
Z ay, divergente = z by, divergente.
k=1 k=1

Dem. Sejam (s,,) e (t,) as sucessdes de somas parciais das séries dadas, i.e.

n n
sn=Zak e tn:Zbk.
k=1 k=1
Temos naturalmente que

0<ap,<b,,VkEeN = 0<s,<t,, VneN.

Usando o Teorema 13.9, podemos entao concluir que:

i br convergente = (t,,) majorada = (s,) majorada = ay convergente.
k g J J k g

ii ay divergente = (s, ) nao-majorada = (t,,) nao-majorada = by divergente. O
k g J J k g

Nota 13.13. Nas condigoes do Teorema 13.12, ou seja assumindo que 0 < ai < b para todo o

k € N, as implicagoes contrarias as especificadas nao sao verdadeiras, i.e.

oo o0
E aj convergente =+ g by, convergente
k=1 k=1
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oo o0
Z b, divergente = Z ay, divergente.
k=1 k=1

14. Aura — 28 DE OUTUBRO DE 2005
Ultima Aula. STNN: > Gn com ap > 0. Teorema 13.12 — Critério Geral de Comparagao para
STNN:se0<a, <b,, Vn € N, entao
(i) >, bn convergente = > a, convergente;

(i) >, an divergente = 3 b, divergente.

Exemplo 14.1. Pretendemos estudar a convergéncia da STNN
>

5 -
n=1 n

Temos que, para qualquer n € N com n > 2,

Como
—nn-1) = (n+n

e tendo em conta o Exemplo 12.7 onde se estudou a série da direita, sabemos que a série da
esquerda é convergente com soma igual a 1. Usando entao a desigualdade anterior e o Critério
Geral de Comparacao do Teorema 13.12, podemos concluir que

(o]

. 1
(27) a série E — € convergente.
n
n=1

A sua soma estd estritamente entre 1 e 2, visto que

1 1 > 1
1<Zﬁ:1+2§<1+2m:1“:2-
n=1 n=2 n=2

Nota 14.2. Na realidade,

> 2
S
—n 6

Este facto foi descoberto pelo matemético suigo Leonhard Euler (1707-1783) em 1736.

Série de Dirichlet. Pretendemos estudar a convergéncia da chamada Série de Dirichlet, i.e. uma
STNN da forma

1
Z—a, com « € R.
n

n=1

(0) Temos que
1
a<0 = —-=»0.
n

Assim, usando o resultado do Teorema 13.6, podemos concluir que
=1
a série Z o é divergente quando a < 0.
n=1
(i) Temos que
1

< .
S e

S|

0<a<l =
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Como sabemos que a série harménica ) 1/n é divergente (Exemplo 13.10), podemos usar esta
desigualdade e o Critério Geral de Comparacao do Teorema 13.12 para concluir que

oo

1
a série Z —  ¢é divergente quando 0 < o < 1.
nOt
n=1
(ii) Temos também que
1 1
a>2 => —<—.
n® — n2

Como sabemos que a série ), 1/ n? é convergente (Exemplo 14.1), podemos usar esta desigualdade
e o Critério Geral de Comparacao do Teorema 13.12 para concluir que

=1

a série Z — é convergente quando o > 2.
nOé

n=1
(iii) A natureza da série de Dirichlet quando 1 < o < 2 pode ser determinada com base na seguinte
andlise. Observemos primeiro que:

o0

1 1 1 1 1 1 1
o lna— +7+37a+7+57a+67a+77a+87a+
<1+2-i+4 1g ]
2a 4a 804

1 1\? 1\°
=ttt lses) tlas) t
700 1 n
72 2a—1 :

Temos assim que a série de Dirichlet é majorada por uma série geométrica de razao r = 1/2%71.
Como

a>1=|r|=
2
temos que a série geométrica é neste caso convergente. Logo, usando novamente o Critério Geral

de Comparagao do Teorema 13.12 concluimos que de facto

oo

1

a série Z — é convergente quando o > 1.
nOé
n=1
Resumindo:

(oo} .
. . 1 divergente se a < 1;
(28) a série de Dirichlet Z — sente, -
—n convergente, se o > 1.

Outro Critério de Comparacao para STNN.

Teorema 14.3. Sejam (ay) e (b,) duas sucessoes reais de termos positivos, tais que
a

. n
lim— =L com 0 < L < 4o0.
bn
Entao,
oo oo
as séries E a, e E bn sdo da mesma natureza,
n=1 n=1

i.e. ou ambas convergentes ou ambas divergentes.
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Dem. A hipdtese

lima—n:Lcom0<L<+oo,

bn
garante que existe N € N tal que
L n
n>N= =< op
2 b,
L
:>§-bn<an<2L~bn.

Basta agora aplicar o Critério Geral de Comparacao do Teorema 13.12 a estas desigualdades. O

Exercicio 14.4. No contexto do Teorema 14.3, o que é que se pode dizer quando L = 0 ou
L =+4o?

Exemplo 14.5. (Ficha 3, IT 2.(d)) Queremos determinar a natureza da série

e

nn+1)
Tendo em conta a ordem de grandeza do termo geral desta série, é natural compara-la com a série
harménica Y 1/n. De facto, como

1 . Vn?+n
—t— =lm——— =
—_— n

v n(n+1)
sabemos pelo Teorema 14.3 que as séries sao da mesma natureza. Como a série harmodnica é
divergente (Exemplo 13.10), concluimos que

lim 1 e 0<1<+00,

. 1 .
a série g —————— também é divergente.
vn(n+1)
Resumindo. Vejamos de forma resumida o que aprendemos sobre séries numéricas até ao mo-
mento:

(i) Séries geométricas Y r™ s@o convergentes sse |r| < 1 e nesse caso
o0 o0
1 r
g r’t = 1 e g rt = T .
-r —r
n=0 n=1

(ii) Séries telescépicas ou de Mengoli ), (un — Un4p), com p € N fixo, sao convergentes sse a
sucessao (u,) é convergente e nesse caso

00 p
Z(un — Uptp) = Z Up, — p - limu, .
n=1 n=1

(iii) Série de Dirichlet (o € R)

nOé

Z 1 {divelrgente7 se a < 1

- convergente, se o > 1.

(iv) > ay convergente = a, — 0.
(v) STNN - critérios de comparagcao:
(a) se 0 < a,, < b, entdo

(Z b, conv. = Zan conv.) e (Z ap div. = an div.) .

(b) se an,b, >0 e lima,/b, =L com 0 < L < 400, entdo Y a, € Y, b, sdo da mesma
natureza.
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Exemplos.

Exemplo 14.6. (Ficha 3, IT 2.(a)) Queremos determinar a natureza da série

n—2
ZSn—i—l'

Como

concluimos que a série nao é convergente.

Exemplo 14.7. (Ficha 3, II 2.(g)) Queremos determinar a natureza da série

n!
Z (n+2)!

Como
n! n! 1 1

R T ) [ Rl e R Rl

e tendo em conta que Y % é convergente (série de Dirichlet com o = 2 > 1, concluimos por
comparacao que a série dada também é convergente.
Neste exemplo é até possivel calcular a soma da série. De facto, como
nl 1 1 1
n+2)! (n+2)(n+1) n+l n+2’

temos que a série dada é de Mengoli com u, =1/(n+ 1) e p=1. A sua soma é entdao dada por

= nl > 1 1 1 1 1
_— —_ e —]_.1. e
Z(n+2)! Z(n+1 n—l—2> 1+1 M1 2

n=1 n=1

Exemplo 14.8. (Ficha 3, IT 2.(1)) Queremos determinar a natureza da série

Y (Vari-va)’.

Como
 (n+1)—-n 1
s S T R T VAT e
temos que
— 3 1 1 1 1
M T (Warive) @) 8w

Tendo em conta que % é convergente (série de Dirichlet com o = 3/2 > 1, concluimos por
n
comparagao que a série dada também é convergente.

15. AurLa — 31 DE OUTUBRO DE 2005

Ultimas Aulas. STNN: >, an com a, > 0. Teorema 13.12 — Critério Geral de Comparacao
para STNN: se 0 < a, <b,, Vn € N, entao

(i) Zn b, convergente = Zn ay, convergente;
(i) >, a, divergente = " b, divergente.

Teorema 14.3 — Corolario do Critério Geral de Comparacao para STNN:
se an,b, >0, Vn €N, elima,/b, =L com 0 < L < 400, entao ) a, e >, b, sdao da mesma
natureza.
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Critério da Raiz para STNN.

Teorema 15.1. Seja ), a, uma série numérica, com a, > 0 e tal que
lim {/a, = R € R.

Entao:

(a) se R<1 asérie )y a, € convergente.
(b) se R>1 a série Y, ay € divergente.
(¢) se R=1 o critério € inconclusivo.

Dem.
(a) Sabemos por hipétese que lim {/a,, = R < 1. Existem entdor e Re N € Ntaisque R <r <1
e
n>N=0< a,<r
=>0<a, <r".
Como 7 € R ¢ tal que |r| = r < 1, temos que a série geométrica ) ™ é convergente. Podemos
entdo concluir por comparagao que » ., a, é convergente.
(b) Sabemos por hipdtese que lim /a,, = R > 1. Existem entdor € Re N € Ntaisque 1 <r < R
e
n>N=1<r< a,
=1<r"<a,.
Como r € R é tal que |r| = r > 1, temos que a série geométrica »_ r" é divergente. Podemos
entao concluir por comparacao que ), a, ¢é divergente.

(¢) Consideremos duas séries numéricas, uma com termo geral a,, = 1/n e outra com termo geral
a, = 1/n?. Temos em ambos os casos que lim /a,, = 1, mas

[ L
g — é divergente enquanto que E —5 € convergente.
n —n

n

Exemplo 15.2. (Ficha 4, I 4.(m)) Queremos determinar a natureza da série
2

Z - :
n+1
[endo em conta que

n2 n n+1 s}
n 1 1
lim i = lim o = lim 1-— = (efl)1 = -
n+1 n+1 n+1 e

e R=1/e < 1, concluimos pelo Critério da Raiz (Teorema 15.1) que a série dada é convergente.

Critério da Razao para STNN.

Teorema 15.3. Seja ), a, uma série numérica, com a, > 0 e tal que

.o =
lim 2t =ReR.
an

Entao:
(a) se R<1 asérie ) a, € convergente.
(b) se R>1 a série ), ay € divergente.
(¢) se R=1 o critério € inconclusivo.

Dem. Como, por hipétese, existe o limite de a,+1/a,, sabemos pelo Teorema 11.8 que

lim /a, = limM =R.

Qn

Basta agora aplicar o Teorema 15.1. O
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Exemplo 15.4. (Ficha 4, I 4.(j)) Queremos determinar a natureza da série

n!
ni’r]‘ .
Fazendo a,, = n!/n™, temos entdo que
1)! "
lim 2t _ (PO "
an (n+ 17t nl
. (n+1)-n! n"
= lim .
(n+1)-n! (n+1)»
"o
= lim | — =-=R.
n+1 e
Como R = 1/e < 1, concluimos pelo Critério da Razdo (Teorema 15.3) que a série dada é

convergente.

Dizimas Periédicas e Numeros Racionais. Qualquer ntimero real admite uma representagao
decimal da forma

ao ai ag as
R T A T TR T A T
S
n:010"

com ay € Z e a, € Ny, Vn € N. Quando esta representacao decimal é uma dizima periddica,
a série que se obtém torna-se numa série geométrica cuja soma é um numero racional facil de
determinar. Vejamos alguns exemplos.

1)

0o 4 o 1\" 1 4
0,444444 - .. = 7:4.2 =) —4. 101 _ 2t
107 10 1—-L 9
n=1 n=1 10
2)
0,515151 .- = —— =051- R =51- 100 -2
n=1 n=1 100
3)
o 123 = /1 \" 1 123
0,123123123 .- = S ——2 — 123. ) =123. 1000 _ =%
2 103 2 (1000) 1_ L1 ~ 999
n=1 n=1 1000
4)
0,999999 *iifgi in*9 10 = = =1=1,000000---!!!
) - — 10n - — 10 - 1 o Tlo - - — 1,

Séries Alternadas e o Critério de Leibniz.

Definicao 15.5. Uma série numérica da forma

o0 oo
Z(—l)”‘lan ou Z(—l)"an7 com a, >0, Vn €N,
n=1 n=1

diz-se uma série alternada.

Teorema 15.6. (Critério de Leibniz) Se (ay,) € uma sucessdo decrescente com lima, =0, i.e.
se ap \,0,

entao
o

o0
as série alternadas Z(—l)"‘lan e Z(—l)"an sao convergentes.

n=1 n=1



42 MIGUEL ABREU

Dem. Provaremos apenas a convergéncia de > (—1)""!a,, sendo a outra inteiramente andloga.
Seja (sk) a sucessdo de somas parciais dada por

k

Sk = Z(fl)”*lan7

n=1
e consideremos as suas subsucessoes (s2r) € (S2x—1). Temos entdo que:
(i) (s2x) é crescente, pois
2k+1 2k
So(kt1) — S2k = Sakt2 — Sk = (—1) M agpyo + (=1)*agpq1 = aok41 — agkg2 >0,
onde a ultima desigualdade é consequéncia de (a,,) ser por hipétese uma sucessdo decrescente.
(ii) (s2x) é majorada, pois
S2k = a1 — (az - al) - (114 - as) - (azk—z - a2k—1> —agk < ap,

visto que o facto de (a,) ser decrescente implica que cada uma das subtracgdes entre parentesis
d& um resultado maior ou igual a zero.

(iii) Mostra-se de forma anéloga que a subsucessao (sar—1) € decrescente e minorada por (a3 — az).
Concluimos assim que (s2r) € (sox—1) sdo sucessbes mondtonas e limitadas, pelo que ambas séo
convergentes. Como

lim so — lim s9;—1 = lim(sgr — Sop—1) = 1im(71)2k*1a

2k — lim(fagk) = O,
onde a ultima igualdade é consequéncia da hipdtese lim a,, = 0, temos também que
lim sof, = lim sox_1 .

Usando o resultado do exercicio 1.(a) do grupo I da Ficha 3, podemos entao concluir que a sucessao
(s1) de somas parciais é convergente, pelo que a série alternada Y (—1)""'a, é convergente. [

Exemplo 15.7. Como
1
ap = — \4 Oa
n

concluimos pelo Critério de Leibniz que

n

sao convergentes.

s s alemadas 32 CU7 (2 ()
as séries harmonicas alternadas — e
n n
n=1 n=1
Veremos mais tarde que
o (_1>n—1
E ———— =log2!!

n
n=1

16. AuLA — 02 DE NOVEMBRO DE 2005

Ultima Aula. Séries de termos sem sinal fixo.
e Séries alternadas: »_, (—1)""'a, com a, > 0.
e Critério de Leibniz: a, \,0= Y (—1)""'a, convergente.

e Exemplo: Y (—1)""!/n é convergente.

Convergéncia Simples e Absoluta. O exemplo anterior ilustra uma situagdo em que uma
série ) b, é convergente (a série harménica alternada), enquanto que a correspondente série de
moédulos ) |by,| é divergente (a série harménica). Temos assim que, em geral,

Z b, convergente = Z |b| convergente.

n n

A implicacdo contraria é no entanto verdadeira.

Teorema 16.1. Se )" |b,| € convergente, entao Y, b, também € convergente e

D ba[ <> [bal-
n=1 n=1
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A definicao seguinte introduz notacao que é 1til para a demonstragao deste teorema.
Definicao 16.2. Dado um numero real b € R, define-se:
bt = max{b,0} = parte positiva de b;
b~ = —min{b,0} = parte negativa de b.
Exercicio 16.3. Verifique que
0<bt b= <, b=b"—b" e [b=b"+0b",

pelo que em particular
+_ bl +b S
b = 5 e b 7 -

Dem. (Teorema 16.1) Tendo em conta a primeira desigualdade do exercicio anterior, o critério
geral de comparagao diz-nos que se »_  |b,| é convergente entao Y., bt e > b, também sdo

convergentes. Como
PR BICE R ED BT P

podemos entao concluir que ) b, é convergente. Relativamente & sua soma, temos que
o= (o) - (2
n n n
Db+
n n
= Z (bF +b,) (porque b, b, > 0)
n

:Zlbn‘-

< —+ (pela desig. triangular)

O

Definicao 16.4. Uma série ), b, diz-se absolutamente convergente se a correspondente série de
médulos ), |by| é convergente.

Uma série ) by, diz-se simplesmente convergente se é convergente, mas a correspondente série
de médulos ), |b,| é divergente.

Exemplos.

Exemplo 16.5. Como, para qualquer 0 < o € R,

1
Ap = \Oa
na

temos pelo Critério de Leibniz que

1 n—1
a série Z % é convergente para qualquer 0 < a € R.
n
n

Por outro lado,

n(l

_ Z I {divergente, se a < 1

- convergente, se o > 1.

Temos entao que:

~ ne absolutamente convergente, se o > 1.

Z (—1)nt {Simplesmente convergente, se (0 <a <1;

Exemplo 16.6. Se ) b, é uma série convergente de termos com sinal fixo, i.e. b, >0, Vn € N,
oub, <0, Vn €N, entao ), b, é absolutamente convergente.
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Exemplo 16.7. (Ficha 4, I 6.(b)) Pretende-se determinar se a série

S Vn

n + 100

¢é absolutamente convergente, simplesmente convergente ou divergente.
Estudemos primeiro a série dos médulos

n_Vno | vn
2|1 n—I—lOO‘;n—i—lOO'

n

Como
_Vn n
lim"+1100:11m7:1 e 0<1<+o0,
Tn n + 100

temos por comparacao que a série dos médulos tem a mesma natureza da série Y 1/4/n. Sendo
esta uma série de Dirichlet com « = 1/2 < 1, logo divergente, concluimos que a série dos médulos
é divergente.

A série original é alternada com a, = \/n/(n + 100). E claro que

\/ﬁ _O
n—+100

Para verificar se (a,) é uma sucessdo decrescente, temos que determinar o sinal de a,, — an41.
Como a,, > 0 para todo o n € N, temos que este sinal é igual ao sinal de

lima, = lim

ay, — ai+1 = (an = an41)(@n + ang1) -

Como
s o n n+1 n(n+101)2 — (n + 1)(n + 100)?
O =0t = 010002 (n+ 10102 (n + 100)2(n + 101)2
n? +n — 1002

~ (n+100)2(n + 101)2 "

concluimos que a,, — a,+1 > 0 para n > 100, pelo que a partir desta ordem a sucessao (a,) é de
facto decrescente. Temos assim que a,, \, 0, pelo que o Critério de Leibniz garante a convergéncia
da série alternada original.

Podemos finalmente concluir que

n
a série Z(—l)"ﬁ\coo é simplesmente convergente.

Teorema de Riemann. Enunciaremos agora, sem demonstragao, dois resultados que ilustram
bem a diferenga entre o comportamento das séries absolutamente convergentes e o das séries
simplesmente convergentes.

Teorema 16.8. Qualquer série obtida por reordenacdo dos termos de uma série absolutamente
convergente é também absolutamente convergente, com soma igual & soma da série original.

Teorema 16.9. (Riemann) Sejam " b, uma série simplesmente convergente e 3 € R arbitrdrio.
Entao, existem reordenagoes de Y, b, com soma igual a (3.

Nota 16.10. As demonstragdes destes dois teoremas estdo feitas tanto no primeiro volume do
Apostol como no livro do Professor Campos Ferreira.

Exemplo 16.11. Consideremos a série harmoénica alternada

X 1yn—1
n

n=1
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Temos entao que

BETHT4T6 810 12 14 16 ' 18
—0+1+0 1+0+1+0 1+0+—]>+0
o 2 4 6 8 10
:»§1<>2—1+1 3+1+3 1+1+i 1+
g BET TR TS ET I T4 9Tl 6

= reordenagao da série harmoénica alternada,

onde a ultima igualdade resulta da adigao termo a termo das duas primeiras.

17. AULA — 04 DE NOVEMBRO DE 2005
Séries de Poténcias.

Definicao 17.1. Dada uma sucesséo real (a,) designa-se por série de poténcias de x com coefi-
cientes a,, a série

oo
(29) Za”'xn:ao+a1'x+a2-x2+~--.

n=0

O seu dominio de convergéncia é o conjunto
D= {x eER: E Q- 2™ 6 convergente} .
n

Nota 17.2. E imediato da definicdo que zero pertence ao dominio de convergéncia D de qualquer
série de poténcias ), a, - 2.

Exemplo 17.3. Consideremos a sucessao (a, = n!) e a correspondente série de poténcias

o0
E n!-z™ .
n=0

Quando 0 # z € R o termo geral desta série ndo tende para zero, pelo que a série é divergente.
Este é assim um exemplo em que D = {0}.

Exemplo 17.4. Consideremos a sucessdo (a, = 1/n!) e a correspondente série de poténcias
— 1

IR
nl '

n=0
Analisando a série dos médulos
o0
>k
n!
n=0
pelo Critério da Razao (Teorema 15.3), e como
n+1 |
i 2T g Pl o1 veer,
A A D) el o (n o+ 1)

concluimos que esta série de poténcias é absolutamente convergente para qualquer x € R. Este é
assim um exemplo em que D = R.

Exemplo 17.5. Consideremos a sucessao (a, = 1/2™) e a correspondente série de poténcias

oo 1 .
> e

n=0
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Esta série é de facto uma série geométrica de razdo r = x/2. Sabemos entdo que
a série ¢ absolutamente convergente quando ‘g’ <le|z|<2exe]-2,2]
e também que
a série é divergente quando ’g‘ >1&e |z >2s xe]-00,—2]U[2,+o0] .
Este é assim um exemplo em que D =]-2,2[.

Raio de Convergéncia.

n

Teorema 17.6. Dada uma série de poténciasy_, an-x"™, existe um nimero0 < R € R, designado

por raio de convergéncia, tal que:

(i) a série € absolutamente convergente quando |x| < R, i.e. para x € |—R, R];
(ii) a série é divergente quando |x| > R, i.e. para x € |—00, —R[U R, +00];
(iil) a série pode ser tanto convergente como divergente quando x = R e x = —R.

Nota 17.7. Este Teorema diz-nos em particular que o dominio de convergéncia de uma série de
poténcias ) a, - ™ é sempre um intervalo, também designado por intervalo de convergéncia, da
forma

|-R,R[ ou [-R,R] ou |-R,R] ou [-R,R].
Quando R = 0 o dominio de convergéncia da série de poténcias é D = {0}, como acontece no
Exemplo 17.3. Quando R = 400 o dominio de convergéncia da série de poténcias é D = R, como
acontece no Exemplo 17.4. No Exemplo 17.5 temos que D = |—R, R[ com R = 2.

A demonstragao do Teorema 17.6 serd feita com base no seguinte lema.

Lema 17.8. Seja (a,) uma sucessdo real e suponhamos que existe um nimero real 0 # y € R
tal que a série ) an -y" € convergente. Entdo, a série de poténcias ), a, -x™ € absolutamente
convergente para qualquer x € R com |z| < |y|.

Dem. (Lema 17.8) O Teorema 13.6 diz-nos que

Z an - y" convergente = lim a,-y" =0,
n—oo
n
pelo que existe N € N tal que
n>N=|a, y"| <1.
Logo, para n > N temos que

n
T

Y Y

Assumindo que |z| < |y|, temos que a série geométrica de razao r = |z/y| < 1 é convergente.
Podemos entao concluir por comparacao que a série ) |a, - ™| é convergente, i.e. a série de
poténcias ) a, - 2™ é absolutamente convergente. (]

Dem. (Teorema 17.6) Consideremos o conjunto A C Rt definido por

A= {7’ ERT : r=|z|e Zan -z é convergente} .

n

Tem-se imediatamente que:

e se A =0 entao R = 0 satisfaz as condicoes especificadas no enunciado do teorema;

e se A ndo é majorado entdo o Lema 17.8 garante que R = +oo satisfaz as condigGes

especificadas no enunciado do teorema.

Suponhamos agora que A é ndo-vazio e majorado. Entdo A tem supremo R = supA € R.
Verifiquemos que este R € R satisfaz as condig¢oes especificadas no enunciado do teorema:

e R > 0 porque R > r > 0 para qualquer r € A;

e se [z| > R entao a série ) ap - 2™ é divergente, porque neste caso r = |z| ¢ A;
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e se |z| < R entdo a série ) a, 2" converge absolutamente, porque neste caso existe r € A
com |z| < r < R (cf. caracterizagdo alternativa de supremo dada pelo Corolario 4.3) e
podemos entao usar o Lema 17.8.

e 0 Exemplo 17.9 mostra que a série pode ser tanto convergente como divergente quando
|z| = R.

O

Exemplo 17.9. Consideremos a série de poténcias
xn
>
n
Analisando a série dos médulos

y
n
n

pelo Critério da Razao (Teorema 15.3), e como

R 7 L ) , n
im — = lim |z| ——
n—oo n+1 |z|* n-oo n+1

:|x"

concluimos que esta série de poténcias é absolutamente convergente quando |z| < 1. Por outro
lado, quando |z| > 1 temos que o termo geral z™/n nao tende para zero pelo que a série de
poténcias é divergente. Este é assim um exemplo em que R = 1.

Analisemos agora a natureza da série de poténcias quando |z| = 1. Quando x = 1 temos que

n

T 1 .. .
E - = E — = série harménica,
n n

n =1 n

logo divergente. Quando z = —1 temos que

" (=" " L
g — = g = série harmonica alternada,
n n
n r=—1 n

logo simplesmente convergente.

Temos assim que o dominio ou intervalo de convergéncia desta série de poténcias é D = [—1,1].

18. AurLa — 07 bE NOVEMBRO DE 2005

Ultima Aula. Séries de poténcias: Yoy G - 2™

com 0 < R < 400, tal que:
(i) a série é absolutamente convergente se |z| < R;
(ii) a série é divergente se |z| > R;
(iii) para x = R ou = —R tudo pode acontecer — ha que analisar com cuidado cada caso.

Vimos que existe um raio de convergéncia R,

Determinacao do Raio de Convergéncia.

Teorema 18.1. Seja (a,) uma sucessao real tal que existe em R o limite lim {/|ay|. Entdo, o
raio de convergéncia da série de poténcias ), an -x" € dado por

1
 lim ¥/ an

Dem. Aplicando o Critério da Raiz (Teorema 15.1) a série dos médulos ), |ay| - [z|", temos que

1
apllz" <1 & |z < ————.
Logo, a série Y, a, - 2" é absolutamente convergente se |z| < 1/lim

Por outro lado, a série é divergente se |z| > 1/lim {/|ay|, porque neste caso o seu termo geral
an - ™ nao tende para zero.

n

lim

n

an|.
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Temos assim que, de facto,

1
 lim V]an|

O
Corolério 18.2. O raio de convergéncia R de uma série de poténcias ), a, - x™ € dado por
R =lim ,
an+1
sempre que o limite da direita exista.
Dem. Como
a
lim {/|a,| = lim | =+
temos pelo Teorema 18.1 que
1 1 I anp
= =11m|——-
lim \"/|an| lim an+1 Ani1
O

Exemplos.

Exemplo 18.3. (Ficha 4, IT 1.(c)) Pretende-se determinar o conjunto dos pontos « € R onde a

série de poténcias
(x +3)" 1
En:(nﬂ)zn ;(n—l-l)Q" (z+3)

é absolutamente convergente, simplesmente convergente e divergente.

Trata-se de uma série de poténcias de (x + 3) com coeficientes a,, = (n+711)2" Podemos calcular
o seu raio de convergéncia pela férmula do Corolario 18.2:
1 2)2n+l 2
R=1lim || = lim (P nt2 o,
A1 (n+1)2n 1 1

Temos entao que a série de poténcias é absolutamente convergente para
[x4+3] <2 2<2+3<2e S5<e<-1sre]-5-1],

e é divergente para
|t 43| >2e xe]-00,—5[U]-1,+00] .

Analisemos agora a natureza da série de poténcias quando |z + 3| = 2, i.e. quando = —5 ou
rz=-—1.
Quando x = —5 temos que

(z+3)" 54 3)" (=2 (=)™
(Zn:ml)%)x_ zn:n+12n*zn:(n+1)2"*;n+1‘

Trata-se de uma série alternada com

0,

an:nJrl

pelo que o Critério de Leibniz (Teorema 15.6) garante a sua convergéncia. A correspondente série

de médulos
(D" !
Z B Z n+1
n n

n+1
é claramente da mesma natureza que a série harménica ) 1/n, logo divergente. Concluimos
assim que a série de poténcias é simplesmente convergente para z = —5.
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Quando x = —1 temos que
Yt ey oy B
— (n+1)2" | ~ n—|—12"_ — (n+1)2"  ~n+1’
que, como ja vimos, é uma série divergente. Logo, a série de poténcias é divergente para x = —1.

Exemplo 18.4. (Ficha 4, II 7.) Seja g a fungao definida pela férmula

Pretende-se determinar o dominio desta fungao e calcular o seu valor no ponto = = 0.
O dominio da fungao g coincide naturalmente com o dominio de convergéncia da série

=1
Zan 37—1)

n=1

que é uma série de poténcias de (z — 1) com a,, = 1/2""!. Podemos calcular o seu raio de
convergéncia pela formula do Corolario 18.2:

:hmi-Q—:thZZ

R =lim TS

An41
Temos entao que a série de poténcias é absolutamente convergente para
lt—1l<2& 2<zr-1<2&-1l<z<3s2xe]-1,3,

e é divergente para

[z —1] >2 e x €]—00,—1[U]3,+0o0] .

Analisemos agora a natureza da série de poténcias quando | — 1| = 2, i.e. quando = = —1 ou
r =3.
Quando x = —1 temos que
o~ (2 —1)" o~ (C1-D" o (=D N qyn
D e e
n=1 r=— n=1 n=1 n=1

Como o termo geral (—1)" - 0, esta série é divergente.
Quando x = 3 temos que

— (z—1)" 3-1) — 2" =
(Le) -y

n=1 n=1 n=1

que é novamente uma série divergente.
Temos assim que o dominio da fungédo g é D =]—1,3[. O célculo do seu valor no ponto z =0
pode ser feito da seguinte forma:

onde se usou a férmula (21) para a soma dos termos de uma série geométrica.
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Funcoes Reais de Variavel Real. Vamos agora estudar fungoes definidas em subconjuntos de
R com valores em R, i.e.

f:DCR—R
D>z f(z).

O conjunto D C R onde a fungao f esta definida é designado por dominio de f. O contradominio
de f é o conjunto
f(D)={yeR : y= f(z) para algum = € D} .
Uma funcao f diz-se minorada, majorada ou limitada, se o seu contradominio f(D) for mino-
rado, majorado ou limitado.
O grdfico de uma funcao f é o subconjunto do plano R? definido por

graficode f = {(z,y) €R*: z€Dey= f(z)} .
Uma funcao f com dominio D C R diz-se
par se f(x) = f(—z), Yz e D,
impar se f(z) = —f(—-z), Ve € D,
crescente se (r1 < x2 = f(x1) < f(x2)) , V1,22 € D,
e decrescente se (x1 < xo = f(x1) > f(x2)) , V1,20 € D.
Uma funcao f com dominio D C R diz-se

periddica com periodo T > 0se f(x+T) = f(z), Ve €D.

19. AurLa — 09 bE NOVEMBRO DE 2005

Ultima Aula. Demos inicio ao estudo de fungbes reais de varidvel real, f : D C R — R em que
D é o dominio de f, tendo definido algumas nog¢bes importantes para esse estudo: contradominio,
grafico, paridade, monotonia e periodicidade.

Exemplos. Apresentamos nesta sec¢io véarios exemplos de fungoes elementares ja vossas conheci-
das. Nos casos relevantes, serd apresentada a sua defini¢ao por intermédio de séries de poténcias.
Embora as propriedades fundamentais destas fungoes elementares possam ser deduzidas a partir
das séries de poténcias que as definem, nao o faremos aqui. Poderemos voltar a este assunto se
houver tempo para falar de séries de Taylor neste curso de Andlise Matematica I.

Exemplo 19.1. Funcdes polinomiais sao fungoes com expressao analitica dada por um polinémio,
i.e. fungoes da forma

n
f(x):Co+01$+62$2+”'+0n&€": E ck:ck, com cg,...,C, € R.
k=0

O dominio de qualquer uma destas fungoes é D = R.

Veremos que quando uma fun¢ao polinomial tem grau impar o seu contradominio é todo o R,
enquanto que quando uma fungao polinomial tem grau par o seu contradominio é um intervalo
da forma [m,+oo[ ou |]—oo, M], com m, M € R. A Figura 1 mostra o grafico de duas fungoes
polinomiais.

Os exercicios 1 a 5 do grupo IIT da Ficha 4 apresentam algumas propriedades importantes das
fungoes polinomiais.

Exemplo 19.2. Fungédes racionais sao fungoes com expressao analitica dada pelo quociente de
dois polinémios, i.e. fungoes da forma
flx) = M com p e ¢ polinémios.
q(x)
Estas fungbes nao estao definidas nos pontos em que o denominador se anula, pelo que o seu
dominio é dado por
D={zeR: gq(z)#0}.
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Ficura 1. Gréfico das fungdes polinomiais f, g : R — R definidas por f(z) =z

e g(z) = 2%

FIGURA 2. Gréfico da fungao racional f : R\ {0} — R definida por f(z) = 1/z.

51

Um exemplo simples é a funcdo definida por f(z) = 1/x, cujo gréfico estd representado na
Figura 2. Tanto o seu dominio como contradominio sdo R\ {0}. Esta func¢do é impar, decrescente

em |]—00,0[ e em ]0, +00[ (mas nao em todo o seu dominio R\ {0}).

Exemplo 19.3. Tendo em conta o Teorema 11.6, a fun¢ao exponencial é naturalmente definida

por
n
e’ = lim (1+£) .
n—00 n
Usando a férmula (17) do Binémio de Newton, é possivel mostrar que
n

. T\ " >0 i
Jm (147) =30

n=0

pelo que a funcgao exponencial pode também ser definida por uma série de poténcias:

xT - xn
(30) e:ZF.
n=0
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Qualquer uma destas definigbes é vélida para todo o = € R (verifiquem que o raio de con-
vergéncia da série de poténcias é R = 4+00), pelo que o dominio da fungao exponencial é D = R.
O seu grafico esta representado na Figura 3.

7
5
3
-3 -1 1 3

FiauraA 3. Gréfico da fungao exponencial.
A fungao exponencial é estritamente crescente, com contradominio f(R) = R* = ]0, +oo]. E
assim uma fun¢ao minorada mas nao majorada.

Exemplo 19.4. As fungoes trigonométricas seno e coseno podem também ser definidas por séries
de poténcias:

(31) sen(x) = Z (2(71_—1|—)71L)' 2?1 e cos(z) = Z ((;7137 Pl

n=0 n=0
O raio de convergéncia de qualquer uma destas séries de poténcias é 400, pelo que o dominio das

fungbes seno e coseno é todo o R. Os seus graficos estao representados na Figura 4.

e
NP4

FiGURA 4. Gréfico das fungoes trigonométricas seno e coseno.

Qualquer uma destas fungdes tem por contradominio o intervalo [—1, 1], sendo portanto fungoes
limitadas. A funcao seno é impar e periddica de periodo 27, i.e.

sen(z) = —sen(—z) e sen(x+27) =sen(z), Vo € R.
A funcao coseno é par e também periddica de periodo 27, i.e.
cos(xz) = cos(—z) e cos(z+ 2n) =cos(z), Ve € R.
As funcoes seno e coseno satisfazem a seguinte relacdo fundamental:
(32) sen?(x) + cos®*(z) =1, Vo € R.

Os exercicios 6 e 7 do grupo III da Ficha 4 apresentam outras propriedades importantes das
fungbes seno e coseno.

Exemplo 19.5. As fungdes trigonométricas tangente e cotangente sdo definidas a partir das
fungodes seno e coseno:
sen(x) 1 cos(z)

(33) tan(z) = cos(z) ¢ cot(z) = tan(z)  tan(z)
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O dominio da funcao tangente é o subconjunto de R definido por
Diagn ={z €R : cos(z) #0} ={z eR: x;«ékw—&—gcomkEZ}.

O seu contradominio é R e o seu grafico esta representado na Figura 5. A funcao tangente é impar
e periédica de periodo m, i.e.

tan(r) = —tan(—z) e tan(z+m) =tan(z), Vo € Dian -

Ficura 5. Grafico da fungao trigonométrica tangente.

O dominio da fungao cotangente é o subconjunto de R definido por
Dot ={r R : sen(z) #0} ={z R : z#krcomk € Z}.

O seu contradominio é R e a representacao do seu gréfico fica como exercicio.A fungao cotangente
também é impar e periédica de periodo m, i.e.

cot(x) = —cot(—z) e cot(x +m) =cot(x), V& € Deot -

Exemplo 19.6. As funcoes seno hiperbdlico e coseno hiperbdlico sao definidas a partir da funcao
exponencial:

r _ ,—x x —x
(34) senh(z) = % e cosh(z) = %

Usando a expressao (30) da funcéo exponencial numa série de poténcias, obtém-se facilmente que:

oo o0

o 1 2n+1 _ 1 2n
(35) Senh(x) = 7;0 m X € COSh(Qj) = 7;) m X .
O dominio das fungoes seno hiperbdlico e coseno hiperbdlico é todo o R. Os seus graficos estao

representados na Figura 6.

FicurA 6. Gréfico das fungoes seno hiperbélico e coseno hiperbdlico.
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A funcao seno hiperbdlico é impar e tem por contradominio R. A funcéo coseno hiperbdlico é
par e tem por contradominio o intervalo [1, +oo|. Estas duas fungdes satisfazem a seguinte relagao
fundamental:

(36) cosh?(z) —senh?(z) =1, Vz € R.

O exercicio 8 do grupo I1II da Ficha 4 apresenta outras propriedades importantes das fungoes seno
hiperbdlico e coseno hiperbdlico.

20. AurA — 11 DE NOVEMBRO DE 2005

Ultima Aula. Exemplos de fungoes reais de varidvel real: polinomiais, racionais, exponencial,
trigonométricas e hiperbdlicas.

Funcgoes Injectivas e suas Inversas.

Definicao 20.1. Uma funcao f : D C R — R diz-se injectiva se para qualquer valor do con-
tradominio y € f(D) existir um sé ponto do dominio z € D tal que f(z) = y. De forma
equivalente, f é injectiva se

f(z1) = f(z2) © 1 =2, Vay,20 € D.

Exercicio 20.2. Mostre que qualquer funcao estritamente mondtona € injectiva. Serd que uma
funcéo injectiva tem que ser estritamente mondtona?

Defini¢ao 20.3. Seja f : Dy C R — f(Dy) C R uma funcéo injectiva. A sua fungéo inversa é
definida como a funcao

f D ¥ pDy) cR—DyCR
yr— fTly) =2,
onde z € Dy é o tinico ponto do dominio de f tal que f(z) =y.
Temos assim que
D I g
f—l — f (Df—l)
y +— [y = =

p; L p(Dy)
r —  f(x)

|
S

e portanto
fUf@) =2, Yo e Dy =fH(Ds1) e f(f7(y) =y, Yy € Dsr=f(Dy).
Exemplos.

Exemplo 20.4. A funcao polinomial p : R — R definida por p(r) = 22, Vo € R, ndo é injectiva
em todo o seu dominio R porque

p(z) =2® = (—2)* = p(-z), Yz €R.
No entanto, como a sua restri¢ao ao intervalo [0, +oo[ é estritamente crescente, temos que a fungao
f = pg R — p(®) =R

SC’—>$2

é injectiva. Tem assim inversa f~! definida em Rar, que é naturalmente a funcao raiz quadrada:
-1.p+ +
f7 Ry — Ry
T — T

Os graficos destas duas funcoes estao representados na Figura 7.
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N

[

FIGURA 7. Griéfico da fungdo f : Ry — R{ definida por f(z) = 22, e da sua
inversa f~!: R — Ry definida por f~1(z) = /7.

Exemplo 20.5. A funcio polinomial f : R — R definida por f(z) = 23, Va € R, é estritamente
crescente em todo o seu dominio R e o seu contradominio é¢ f(R) = R. Tem assim inversa f~*
definida em todo o R, que é naturalmente a funcao raiz cibica:

ff1:R—R
x— Jx

Os graficos destas duas fungoes estao representados na Figura 8.

-2

FIGURA 8. Gréfico da fungio f : R — R definida por f(x) = 23, e da sua inversa
f~1:R — R definida por f~!(z) = ¥/z.

Exemplo 20.6. Os dois exemplos anteriores podem ser generalizados da seguinte forma. Dado
n € N, temos que a fungao polinomial

0,4o00|, sen é par,
f(z) =2™ é injectiva em [0, 0] i p
R, se n é impar,

pelo que a funcao inversa
f([0,400[) =[0,400[, sen épar,

—1 — .t d £n3
f7 @)= ¥ tem dominio fR) =R, se n é fmpar.
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Exemplo 20.7. A funcoées trigonométricas seno e coseno, apresentadas no Exemplo 19.4, sdo
periédicas pelo que nao sao certamente injectivas em todo o seu dominio. De facto, para cada valor
y do seu contradominio [—1,1] h4 uma infinidade de pontos do dominio R que lhe correspondem.
Por exemplo,

7
sen(kmr) = 0 = cos(km + 5) ,VkeZ.

Assim, e para que possamos definir as funcoes inversas destas fungoes trigonométricas, temos que

restringir os seus dominios a intervalos onde sejam injectivas.

No caso da funcédo seno, consideramos a sua restri¢ao ao intervalo [—7/2,7/2]. A fungéo seno é
estritamente crescente neste intervalo, logo injectiva, e sen ([—7/2,7/2]) = [-1,1]. A sua inversa
neste intervalo é a chamada funcao arco seno:

sen”! = arcsin : [~1,1] — [-7/2,7/2]

x — arcsin(z)

O seu gréfico estd representado na Figura 9.

Ficura 9. Gréfico da fungao trigonométrica inversa arco seno.

No caso da funcdo coseno, consideramos a sua restri¢ao ao intervalo [0,7]. A fungdo coseno é
estritamente decrescente neste intervalo, logo injectiva, e cos ([0,7]) = [—1,1]. A sua inversa neste
intervalo é a chamada fungao arco coseno:

cos™! = arccos : [—~1,1] — [0, 7]

x — arccos(z)
A representacao do seu gréfico fica como exercicio.

Exemplo 20.8. A funcao trigonométrica tangente, apresentada no Exemplo 19.5, também é
periddica pelo que nédo é injectiva em todo o seu dominio. A sua restri¢ao ao intervalo |—m/2, 7 /2]
é estritamente crescente, logo injectiva, e tan (]|—7/2,7/2[) = R. A sua inversa neste intervalo é a
chamada fungao arco tangente:

tan~! = arctan : R — |- /2, 7/2]

x — arctan(x)
O seu grafico esta representado na Figura 10.

Exemplo 20.9. A fungao exponencial, apresentada no Exemplo 19.3, é estritamente crescente, e
portanto injectiva, em todo o seu dominio R, com contradominio RT. A sua inversa é a chamada
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FiguraA 10. Gréfico da fungao trigonométrica inversa arco tangente.

funcao logaritmo:

log:RT — R

x — log(x)

Os graficos das fungoes exponencial e logaritmo estao representados na Figura 11.

3
-3 -1 3
-1
-3

FiGURA 11. Gréfico da fungao exponencial e da sua inversa, a funcao logaritmo.

Propriedades fundamentais da funcao exponencial dao naturalmente origem a propriedades
fundamentais da fungao logaritmo. Olhando por enquanto apenas para as propriedades de natureza
algébrica, devem recordar as seguintes:

(i) e =1 < log(l) = 0;
(i) e*-e¥ =€V, Va,y € R < log(a-b) = log(a) + log(b), Va,b € RT;

(iii) (e®)¥ =e™¥, Va,y € R & log(a®) = b-log(a), Ya € RT,b e R.

Limite de uma Funcao num Ponto. Recordemos a definicao de limite de uma sucessao:

lim u, =b&Ve>03INeN: n>N=|u, — bl <e.

n—oo

Por analogia, é natural considerar a seguinte defini¢ao de limite de uma func¢ao num ponto:

lim f(z) =beVe>030>0: [z —a|<d=|f(x)—bl <e.

r—a

Em que pontos a € R faz sentido calcular o limite de uma funcao f? Esta questao sera analisada
no inicio da préxima aula.
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21. AuLa — 14 pE NOVEMBRO DE 2005

Ultima Aula. Por analogia com a defini¢ao de limite de uma sucessao, vimos ser natural consid-
erar a seguinte definicao de limite de uma funcao num ponto:

lim f(z) =b&Ve>03>0: [z —a|<d=|f(z)—b <e.

Limite de uma Fung¢ao num Ponto Aderente ao Dominio. Em que pontos a € R faz
sentido calcular o limite de uma fungao f? Certamente em todos os pontos do seu dominio D,
mas também nos chamados pontos aderentes a esse dominio.

Definicao 21.1. Seja D C R nao-vazio. Um ponto a € R diz-se aderente a D se para qualquer
€ > 0 existem pontos de D na vizinhanca de raio € de a, i.e. se

Ve>0dxeD:a—e<z<a+te.
O fecho ou aderéncia de D, denotado por D, é definido por
D={acR: aéaderente a D}.

Nota 21.2. Qualquer ponto a € D é aderente a D pelo que D C D.

Exemplo 21.3. O fecho ou aderéncia de um intervalo aberto é naturalmente o correspondente
intervalo fechado.

Exemplo 21.4. A densidade dos racionais e irracionais nos reais (Teoremas 5.7 e 5.14) é equiva-
lente a dizer que B
Q=R e R\Q=R.

Definigao 21.5. (Limite a Cauchy) Sejam f : D C R — R uma fun¢do, @ € D um ponto aderente
ao seu dominio e b € R. Diremos que f tem limite b no ponto a, e escreveremos lim,_, f(x) = b,
se

Ve>030>0: (x€Delrx—a|<d)=|f(x)—b <e.
Exercicio 21.6. Usando apenas a definicao anterior de limite, mostre que:

(i) se f: R — R é uma fungao constante, i.e. para a qual existe ¢ € R com f(z) =c¢, Vx € R,
entao
lim f(z) = lime=c¢, VYa eR.

(ii) se f:R — R é a funcao identidade, i.e. f(z) =2, Va € R, entdo

lim f(z) = limz=a, Va € R.

r—a
Limite de uma Funcao num Ponto e Sucessoes.
Teorema 21.7. (Limite & Heine) Sejam f: D C R — R uma func¢io, a € D um ponto aderente

ao seu dominio e b € R. Entdo, lim,_., f(x) =0 sse f(x,) — b para qualquer sucessdo real (),
comzxzn, €D, VneN, ex, —a.

Nota 21.8. Em particular, se existirem sucessoes () € (yn), com x,,y, € D, Vn € N, z, — a,
Yn — a e lim f(x,) # lim f(y,), entdo f ndo tem limite no ponto a.

Dem.
(=) Hipéteses: lim,_, f(x) =b, , € D e z,, — a.
A provar: f(z,) — b, i.e.

Ve>03INeN: n>N=|f(z,) — bl <e.

Seja entao € > 0 arbitrario.
(i) Como limy_,, f(x) = b temos que

J0>0:(xe€Delx—al<d)=|f(x)—bl<e.
(ii) Como z, — a sabemos também que

INeN: n>N=|z,—al]<9.
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Entéo, com N € N dado por (ii) e para n > N, temos que

(@n€Delzn—al <8) X |f(z,)—b<e.

(<) Hipétese: (z, € D e x, — a) = f(z,) — b
A provar: lim,_., f(z) =, i.e.

Ve>030>0:(zxe€Delz—al<d)=|f(x)—b <e.
Suponhamos por absurdo que isto nao era verdade. Teriamos entao que
Je>0Vé>03xeD : |z—a|<delf(x)—b >e¢.

Consideremos uma sucessao (6, ) da forma §,, = 1/n. Para cada d,,, existiria um z,, € D tal que

1
|xn—a|<5n:5 e |f(xn)—0>e>0.

Terfamos assim uma sucessao (z,) com x, € D, x, — a e f(z,) - b. Isto é um absurdo, pois
contraria a hipétese. O

Exercicio 21.9. Use algumas das ideias apresentadas na demonstracao anterior para provar a
seguinte caracterizacao de ponto aderente a um conjunto D C R:

a € D < 3 sucessao (xy) com z, € D,Vn €N, ez, — a.
Exemplos.

Exemplo 21.10. Sabemos que se z,, — a entao |z, | — |a| e ¢/, — ¢/a. Usando o Teorema 21.7,
temos entao que

lim|z| = |a|] e lim ¥z = ¢a.
Exemplo 21.11. Consideremos a chamada func¢do de Heaviside H : R — R, definida por
Hiz) = 0, sexz<0;
1, sex>0.

O seu grafico esta representado na Figura 12.

F1auraA 12. Grafico da fungdo de Heaviside.

Temos que
0, sea<0;
1, sea>0.

T—a

lim H(z) = {

Por outro lado, o lim,_,o H(z) nao existe porque considerando sucessoes (z,) e (y,) da forma
Tn=—-1/n—0ey,=1/n— 0, temos

lim H(z,) =lim0=0#1=1lim1 =lim H(y,) .
Exemplo 21.12. Consideremos a chamada func¢do de Dirichlet D : R — R, definida por

)0, sexz e
D(x)_{l, sex € R\ Q.

Temos que o lim, _,, D(x) nao existe para qualquer a € R. De facto, tendo em conta o Exemplo 21.4
e o Exercicio 21.9, é possivel encontrar, para qualquer a € R, sucessoes (2,,) e (yn), com Zp, y, — a
ex, €Q, y, € R\ Q, pelo que

limD(z,) =lim0=0#1=1im1l =lim D(y,).
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Exemplo 21.13. Consideremos a funcao f : D = R\ {0} — R definida por

f(w) = sen (i) ,

O seu gréfico esta representado na Figura 13.

F1GURA 13. Gréfico da func¢do f: R\ {0} — R definida por f(z) = sen(1/z).

Temos que 0 € D = R mas o lim,_qsen(1/x) ndo existe. De facto, considerando por exemplo
sucessoes (z,,) e (y,) da forma
1 1
r, == —— — OEEEE——
" onm+ 2

temos que
1
limsen [ — | = limsen (2n7r + E) = lim sen (E) =liml=1,
Ty 2 2
enquanto que

1
lim sen () = lim sen (2n7r — g) = lim sen (—g) =lim(-1) = -1.

Ln
Propriedades do Limite de Fun¢goes num Ponto.
Teorema 21.14. (Limite e Operagoes Algébricas) Sejam f e g fungdes tais que
lim f(z) =b e limg(z)=c,
r—a

ondea € Dy N Dy eb,c€R. Entdo:
(1) limy—q(f(z) £ g(x)) = limy—q f(z) £lim, . g(x) = bt c.
(ii) limg—q(f(z) - g(x)) =limg—, f(z) - lim,—q g(z) = b - c.
(iii) se c#0,
flx)  limg ., f(xz) b

I - _
] g(x)  limg_,g(x) ¢

Dem. Usando o Teorema 21.7, estas propriedades algébricas do limite de fungdes num ponto sao
consequéncia imediata das correspondentes propriedades do limite de sucessoes especificadas no
Teorema 8.2. O

Teorema 21.15. (Principio do Encaixe ou da Fungdo Enquadrada) Sejam f, g e h fungées tais
que

f(z) < g(x) < h(z),
para qualquer x € Dy N Dy N Dy. Entao, se a € DN DygN Dy, b€ R elimg.qf(z) =b=
lim, ., h(z), também lim,_,, g(z) = b.

Dem. Usando o Teorema 21.7, este principio do encaixe para o limite de fun¢ées num ponto é con-
sequéncia imediata do correspondente principio do encaixe para o limite de sucessoes especificado
no Teorema 8.5. O
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22. AuLA — 16 DE NOVEMBRO DE 2005

Ultima Aula. Teoremas 21.14 e 21.15 — propriedades do limite de uma funcao num ponto:
(i) Propriedades Algébricas — limite da soma, produto e quociente de fungdes;
(ii) Principio do Encaixe: se f(z) < g(x) < h(x), para qualquer z numa vizinhanga de a € R,
e lim,_,, f(z) = b =lim, ., h(x), entdo também lim,_,, g(z) = b.

Exemplos.

Exemplo 22.1. As propriedades algébricas do limite especificadas no Teorema 21.14, combinadas
com os resultados do Exercicio 21.6, implicam imediatamente que

p(z) _ pla)

im =
z=aq(z)  q(a)
para quaisquer polinémios p e ¢, com g(a) # 0.

3

Exemplo 22.2. Consideremos a fungdo f: D =R\ {0} — R definida por

f(x) = o - sen (i) .

O seu gréfico esta representado na Figura 14.

\/\\
-1 \//\f’
FIGURA 14. Gréfico da fungao f: R\ {0} — R definida por f(z) = x - sen(1/x).

Temos que 0 € D = R e pretendemos calcular o lim, .o f(z). Tendo em conta que

[sen(y)| <1, Yy € R,
temos para todo o z € R\ {0} que

(D] ()

Como lim,_, 0 = 0 = lim,_,q ||, podemos concluir pelo Principio do Encaixe do Teorema 21.15
que

0< = |x| - < |z|.

1 1
(37) lim x~sen<)‘—0:>lim x«sen<>—0,
20 x b =

Limite de Funcoes na Recta Acabada. Tendo em conta que a vizinhanca de raio € > 0 de
um ponto a € R é o conjunto

Ve(a) =]a—e,a+¢[,
temos que a Defini¢ao 21.1 de ponto aderente a um conjunto D C R pode ser escrita na forma

(38) aeDE&vVe>032eDNVo(a),

enquanto que a Definicao 21.5 de limite a Cauchy pode ser escrita na forma

(39) Ililglf(x)zb<d:“>VS>oaé>o; (z € DN Vs(a) = f(x) € VL(b).
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Definindo vizinhanca de raio € > 0 de —oo e +00 por
Va(—00) = |00, ~1/e] e Vi(+o0) =J1/e, 400,
temos que as duas defini¢oes anteriores continuam a fazer sentido na recta acabada
R={-00} URU {+00} ,
i.e. para D C R e a,b € R, e passaremos assim a usi-las também neste contexto.

Nota 22.3. Estamos a usar o sfmbolo R para denotar tanto a recta acabada como o fecho ou
aderéncia de R. Esta aparente ambiguidade fica resolvida com a definigao (38) anterior pois, como
se pode verificar facilmente, na recta acabada o fecho ou aderéncia de R é de facto toda a recta
acabada R.

Exercicio 22.4. Usando as defini¢ées (38) e (39) para o fecho ou aderéncia e limite na recta
acabada R, mostre que:

(i)

la,b[ = [a,b] , para quaisquer a,b € R;

Q=R e R\Q=R;

. . 1
lim z=+o00, lim —=0 e — =
r—+o0 r—too z—0 |.13|

+00.

Limite de Fungoes Definidas por Séries de Poténcias.

Teorema 22.5. Seja f: D C R — R uma fungao definida por uma série de poténcias de x, i.e.
para a qual existe uma sucessao (an) tal que

oo
f(z) = Z an " para todo o x € D = {x ER: Zanx" é convergente} .

n=0
FEntao
lim f(z) = lim Zanz" = Zana" = f(a), Vae D.
n=0 n=0
Dem. Préxima aula. O

Exemplo 22.6. Tendo em conta as expressao em séries de poténcias para as fungdes exponencial,
seno e coseno (cf. Exemplos 19.3 e 19.4), vélidas em todo o R, temos pelo Teorema 22.5 que

lim e® = e®

, lim sen(xz) =sen(a) e lim cos(z) = cos(a), Va € R.
r—a r—a r—a

Limite de Fungoes Compostas.

Definigao 22.7. Sejam f: Dy CR—Reg: Dy C R— R duas fungoes reais de variavel real. A
funcao composta (f o g) é definida por

(fog): Doy — R
i (fog)() = f(g(a)),
onde Doy ={z €R: 2€ D, e g(x) € Ds}.
Temos assim que

Dy Djoy % g(Djog) C Dy — f(D) D (fog)(Dsoy)
r —  glx) =y — fly) = f(
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Teorema 22.8. Sejam f: Dy CR—=R eg: Dy CR — R duas funcoes reais de varidvel real, e
(fog): Dfog CR — R a sua fungdo composta. Se

a€Dfy CR, limg(z)=beR e lintf(y):ceﬁ,
T—a y—

entao
lim (f o g)(z) = lim f(g(z)) =c.
r—a r—a
Dem. Exercicio: usem a caracterizacao de limite & Heine dada no Teorema 21.7. O

Exemplo 22.9. Veremos na proxima aula que
lim sen(x)
x—0 €T

Usando este facto, pretende-se completar o gréfico da Figura 14 do Exemplo 22.2 calculando o

limite
im oo ;)
Iim z-sen|— ) .
r— 400 €T

Consideremos as fungoes g, f : R\ {0} — R definidas por

=1.

1 o _ sen(y)
sa) =1 o f)="20,

Temos entao que (fog): Doy =R\ {0} — R é dada por

wOmoazf@unzfumaz“ﬂ%F>:xﬁw(;),

Como

=1

= -R ; DT . . sen(y)
+00 € Dyog =RA\{0} =R, lim g(z) = lim —=0 e limf(y)=lim "

podemos concluir pelo Teorema 22.8 que
. . 1
IETOO(]” og)(z) = ZEIJIrlool‘ - sen <x) =1.
Na notagao do Teorema 22.8, temos que neste exemplo
a=4co0, b=0 e c=1.

A andlise anterior pode ser escrita abreviadamente da seguintes forma:
: . 1 1
considerando a mudanca de variavel y = — & = —, em que ¢ — +o00 = y — 0,
x Y

temos que

1 1
lim x-sen () = lim — - sen(y) = lim sen(y) =1.

xT——+00 €T y—0y y—0 Yy
A Figura 15 apresenta uma versdo mais completa do grafico da Figura 14, tendo jd em conta o
limite calculado neste exemplo.

FIGURA 15. Versao mais completa do gréfico da fungao f : R\ {0} — R definida
por f(z) =z -sen(1/x).
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23. Aura — 18 DE NOVEMBRO DE 2005
Ultima Aula. Limite de funcoes compostas e de fungoes definidas por séries de poténcias.

Demonstracao do Teorema 22.5. Recordemos primeiro o seu enunciado: seja f: D C R — R
uma funcdo definida por uma série de poténcias de x, i.e. para a qual existe uma sucessao (a,)
tal que

(o)
flx) = Z an x" paratodooxr € D = {a: eER: Z anx" é convergente} .
n=0
Entao

;Er}lf 7;13}12@1 Zan = , VaeD.

n=0
Dem. Provaremos o teorema apenas para valores a € |—R, R|[, onde R é o raio de convergéncia
da série de poténcias. Usaremos o seguinte resultado, cuja demonstracao fica como exercicio: se
a série de poténcias ), a, 2" tem raio de convergéncia R, entao a série de poténcias ) na, z™
também tem raio de convergéncia R.
Seja entao a € |—R, R[ arbitrario. Queremos mostrar que lim,_,, f(z) = f(a), o que é equiva-
lente a mostrar que

lim | () — f(a)] = 0.

r—a

Temos que

f@) = fla) =) apa" =) aya” Zan ") = |f(z) |<Zlan|\w —a"
n=0 n=0

n=0
Exercicio 23.1. Mostre por indugao que se b € R é tal que |z| < b e |a| < b, entdo
|z" —a"| < |z —alnb""t, ¥Yn eN.

Escolhamos um b > 0 tal que |a| < b < R, e seja € |- R, R tal que |z| < b. Temos entao que

[f(x) = f(@)| < lan| 2" —a"| < |z —a] Y nlan|p" "
n=0 n=0

Pelo resultado mencionado no inicio desta demonstragao, sabemos que a série da direita é conver-
gente. Designando por S € R™ a sua soma finita, temos entdao que

0<|f(z) = fla)| < Slx—al.

Como lim,_,,0 = 0 = lim,_, S|z — a|, podemos concluir pelo Principio do Encaixe do Teo-
rema 21.15 que

lim |f(z) — f(a)] =0 e portanto lim f(z) = f(a).

r—a

Limites Relativos e Laterais.

Definigao 23.2. Sejam f: D C R — R uma fungao, A C D um subconjunto do seu dominio,
a € A C R um ponto aderente a esse subconjunto e b € R. Diremos que f tem limite b no ponto
a relativo ao conjunto A, e escreveremos

lim f(x) =

r—a
z€A

se a restricdo de [ ao conjunto A, f|a : A — R, tem limite b no ponto A4, i.e. se lim,_, fla(z) =0,
o que por definicao de limite significa

Ve>030>0: (x€AexeVs(a)= flx)e V(b).

Nota 23.3. Se a € R, hé dois casos particularmente importantes desta defini¢ao de limite relativo,
dando origem aos chamados limites laterais:
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(i) quando A = DN]a, +oo[ temos o chamado limite lateral & direita, ou simplesmente limite
a direita, que serd denotado por lim,_, .+ f(x);

(ii) quando A = D N]—o0,a[ temos o chamado limite lateral & esquerda, ou simplesmente
limite & esquerda, que serd denotado por lim,_,,- f(x).

Exemplo 23.4. A funcao de Heaviside H : R — R, definida por
0 0
H (x) _ , sex <V,
1, sex >0,
tem limites laterais no ponto zero dados por

lim H(z)=0 e lim H(z)=1.

z—0— z—0t

Continuidade de Funcgoes Reais de Variavel Real.

Definigao 23.5. Uma funcdo f: D C R — R diz-se continua num ponto a € D se
lim f(z) = f(a),
Tr—a

e diz-se continua se for continua em todos os pontos do seu dominio D.

Teorema 23.6. Seja f: D CR — R ea € D. As sequintes afirmacdes sio equivalentes:
(i) f € continua no ponto a;
(ii) continuidade a Cauchy:
Ve>030>0:(x€Delx—al<d)=|f(z)— fla)] <e;
(iii) continuidade d Heine:
V sucessao (), (xn € D e xy — a) = f(zn) — f(a).

Dem. Consequéncia imediata do que ja vimos sobre o limite de uma fung¢ao num ponto. O

Naturalmente que as propriedades do limite de uma fungao num ponto dao origem a pro-
priedades analogas para as fungoes continuas. O teorema seguinte ilustra este facto.
Teorema 23.7.

(i) Se f e g sao fungoes continuas num ponto a € Dy N Dy, entio f+g, f-ge flg (se
g(a) #0) também sao continuas em a.

(ii) Sejam f e g duas fungées. Se a € Dyoq, g € continua em a e f € continua em g(a), entdo
(fog) € continua em a.

Dem. Consequéncia imediata da Definicao 23.5 e dos Teoremas 21.14 e 22.8. O

A nocgao de limites laterais introduzida na Nota 23.3 d4 naturalmente origem a seguinte definigao
de continuidade lateral.

Definigao 23.8. Sejam f: D C R — R uma funcdo e a € D um ponto do seu dominio. Diremos
que:
(i) f é continua a direita em a se lim,_,,+ f(z) = f(a);

(ii) f é continua a esquerda em a se lim,_,,— f(z) = f(a).

Teorema 23.9. Sejam f : D C R — R uma fun¢do e a € D um ponto do seu dominio. f é
continua em a, i.e.

lim f(z) = f(a),
Tr—a
sse f € continua a direita e d esquerda em a, i.e.

lim f(z) = f(a) = lim f(x).

Dem. Exercicio simples. O



66 MIGUEL ABREU

Exemplo 23.10. A funcao de Heaviside H : R — R, definida por

H(z) = 0, sex <O,
B 1, sex >0,

é continua & direita no ponto zero, mas nao é continua a esquerda nesse ponto. De facto,

lim H(z) =1= H(0) mas IlirglﬁH(x)zO;éH(O).

z—0t

Exemplos.

Exemplo 23.11. O que ja sabemos sobre limites permite-nos concluir imediatamente que:

(a) qualquer funcdo racional f = p/q, com p,q polindmios, é continua em qualquer ponto
a € R onde ¢(a) # 0;

(b) a fungao raiz-p, p € N, apresentada no Exemplo 20.6, é continua em qualquer ponto a € R(T
quando p é par, e em qualquer ponto a € R quando p é impar;

(¢) a fungdo médulo f : R — R, definida por f(z) = |z|, V& € R, é continua em qualquer
ponto a € R;

(d) a funcao de Heaviside, apresentada no Exemplo 21.11, é continua em qualquer ponto a # 0
e descontinua no ponto zero.

(e) a funcao de Dirichlet, apresentada no Exemplo 21.12; é descontinua em qualquer ponto
a € R.

Exemplo 23.12. O Teorema 22.5 diz-nos que qualquer funcao definida por uma série de poténcias
é continua em todo o seu dominio de convergéncia. Assim, as funcoes exponencial, seno e coseno
sao continuas em todo o R.

Exemplo 23.13. A funcéo f: R\ {0} — R definida por

sen(x)

fla) = "2 o 20,

é continua em todo o seu dominio D = R\ {0}, pois é o quociente de duas fun¢ées continuas e o
denominador nao se anula em D.

24. AuLA — 21 pE NOVEMBRO DE 2005

Ultima Aula. Continuidade de fungoes reais de variavel real.

Funcgoes Prolongaveis por Continuidade.

Definicao 24.1. Seja f : Dy CR = Rea € D7f \ Dy C R. Diremos que f € prolongdvel por
continuidade ao ponto a se existir em R o limg_,, f(x). Nesse caso, a fungdo F': Dy U {a} — R
definida por

Flz) = {f(as), se x € Dy,

b, se r =a,

com b = lim,_., f(x), é continua em a e designa-se por prolongamente por continuidade de f ao
ponto a.

Exemplo 24.2. Vamos mostrar que a fun¢ao f do Exemplo 23.13 é prolongavel por continuidade
ao ponto a = 0, provando que
(40) Jim S0

z—0 €T

=1.



AULAS TEORICAS DE ANALISE MATEMATICA I 67

Tendo em conta a defini¢do em série de poténcias da fungdo seno dada por (31), temos que

— - (_l)n 2n+1 _ 3 x° z7
en@) = g ey
sen(z) = (1" 2?2 2t S

:> = —_— n = 1 _ — _—— — “ee
ra Screny K T I T

= série de poténcias de x com raio de convergéncia R = +00.
Seja entao F': R — R a funcao definida pela série de poténcias
o (=1)"
F(x) = — 7 _ 2™ VYzeR.
(@=2 nrin® 7"
n=0
Temos entao que

F(z) = ser:.r(x) , Ve #£0

e pelo Teorema 22.5 sabemos também que

liI%F(x):F(O):1_0+0_0+...:1.
xr—
Fica assim provado que, de facto,

lim Sen(x) = 1.

z—0 x

A funcao anterior F': R — R, pode também ser definida por

sen(z) sex#0

F(x) =

1 se x =0,

)

sendo portanto o prolongamento por continuidade da fungao f do Exemplo 23.13 ao ponto zero.
O seu grafico estd representado na Figura 16

VARV

FIGURA 16. Gréfico da fungdo F : R — R definida por F(z) = sen(z)/z, se
x#0,e F(0)=1.

Exercicio 24.3. Tendo em conta a definicdo em série de poténcias da fungdo exponencial dada
por (30) e usando um método andlogo ao do exemplo anterior, mostre que

. et —1
) A

1

)

pelo que a fungdo f : R\ {0} — R definida por

et —1

f(x) = - , Vo #0,

é prolongével por continuidade ao ponto zero.
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Continuidade da Fungao Inversa.

Teorema 24.4. Seja f : D = [a,b] — R wuma fungdo continua e estritamente crescente. Sejam
c= fla),d= fb) eg=f1:][e,d — [a,b] a funcio inversa de f. Entio, g é continua e
estritamente crescente no intervalo [c, d].

Dem. Consultem o primeiro volume do Apostol ou o livro do Professor Campos Ferreira. O

Nota 24.5. Existe naturalmente um teorema completamente analogo quando f é continua e
estritamente decrescente.

Exemplo 24.6. As fungoes logaritmo (Exemplo 20.9), arco seno e arco coseno (Exemplo 20.7),
bem como a fungio arco tangente (Exemplo 20.8), sdo assim continuas e estritamente monétonas.

Algumas Propriedades Locais das Fungoes Continuas.

Teorema 24.7. Sejam f: Dy CR—=Reg:D; CR — R duas fungdes continuas num ponto
a€ D;NDy. Se f(a) > g(a) entdo

3§>0: (xeDfNDyelz—al <) = flz) >gx).
Dem. Como f e g sao por hipétese continuas em a € Dy N Dy, sabemos que

Ve>0301=01()>0: (x€Dyelz—al <) =|f(x)— fla)| <e

Ve>0302=02(e) >0: (x€Dyelr—al <d)=|g(x)—gla)| <e.
Escolhamos €,6 > 0 tais que

0<5<M e 0 =min{d1(e),d2(e)}.

Temos entao que:
ze€DyNDy e |z—al<d=|f(z)—fla)<e e |g(z)—gla)|<e
= f(x) > fla) —e e g(z) <gla)+e
= f(z) —g(x) > (f(a) —¢) — (g9(a) +¢)
= f(x) —g(x) > f(a) — gla) — 26 > 2 — 2 =0,

onde a tltima desigualdade é consequéncia da escolha feita para € > 0. (]

+
+

Coroldrio 24.8. Se f : D C R — R ¢ uma fungdo continua num ponto a € D com f(a) > 0,
entdo existe 6 > 0 tal que f(x) > 0 para qualquer x € Vs(a) N D.

Dem. Basta usar o Teorema 24.7 com g = funcao identicamente zero. U

Teorema 24.9. Se f: D C R — R € uma fungdo continua num ponto a € D, entdo existe § > 0
tal que f € limitada em Vs(a) N D.

Dem. Exercicio. O
Propriedades Globais das Fungoes Continuas - Teorema de Bolzano.

Teorema 24.10. (Teorema do Valor Intermédio ou de Bolzano) Seja f : D C R — R uma fungdo
continua num intervalo I = [a,b] C D, tal que f(a) # f(b). Entdo, para qualquer valor a € R
entre f(a) e f(b), existe um ponto ¢ € [a,b] tal que f(c) = a.

Dem. Sem perca de generalidade, suponhamos que f(a) < a < f(b). Consideremos o conjunto
X=A{zx€[a,b] : f(z)<a}.
Temos entao que:

(i) a € X e portanto X # ) (é aqui que a hip6tese f(a) < a estd a ser usada);
ii) b 6 um majorante de X e portanto X é majorado.
i) bé j te de X tanto X é jorad
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Logo, pelo Axioma de Supremo, existe ¢ =sup X e ¢ € [a, b].
Queremos agora mostrar que f(c) = a, o que serd feito por exclusdo de partes, i.e. usando a
Tricotomia.
(i) Se f(c¢) < a, terfamos que ¢ < b (é aqui que a hipdtese f(b) > « estd a ser usada). A
continuidade de f, combinada com o Teorema 24.7, implicaria entao a existéncia de um
6 > 0 tal que f(z) < « para qualquer x € [¢,c+ §[. Isto significaria em particular que
(c+6/2) € X, o que contraria o facto de ¢ = sup X.
(ii) Se f(c) > « é possivel chegar a uma contradicdo usando um raciocinio completamente
andlogo ao anterior (exercicio).

Assim, temos de facto que f(c) = a. O

25. AuLA — 23 DE NOVEMBRO DE 2005

Ultima Aula. Teorema do Valor Intermédio ou de Bolzano: se f:D CR — R é uma funcao
continua num intervalo [a,b] C D e @ € R é uma valor qualquer entre f(a) e f(b), entdo existe
um ponto ¢ € [a, b] tal que f(c) = a.

Coroldrio 25.1. Seja f : D C R — R wma fung¢ao continua num intervalo [a,b] C D, tal que
f(a)- f(b) < 0. Entao existe um ponto c € |a,b] tal que f(c) = 0.

Exemplo 25.2. O Coroldrio 25.1 do Teorema de Bolzano pode ser usado para mostrar que
qualquer polinémio do terceiro grau, p : R — R dado por

P(x)=a3'$3+02'$2+a1'x+a0, Va € R,com ag # 0,

tem pelo menos um zero em R, i.e. existe pelo menos um ponto ¢ € R tal que p(c) = 0.
De facto, supondo sem perca de generalidade que az > 0, temos que

a1 ag

. o 3. a2 — (—00)3 - g — —
xEIPoop(x) B IEIPoox (03 - X * .1‘2 * .1?3) o ( OO) a3 = 0
enquanto que
. . a2 ai ao
1 == l 3 . ( — — —) = 3 . = .
xir-&{loop(x) ac—1>r-ir-1<>ox a3 + x + x2 * a3 (+OO) 3 oo

Logo, existem a € R™ e b € RT tais que p(a) < 0 e p(b) > 0, pelo que o Coroldrio 25.1 do Teorema
de Bolzano garante a existéncia de um ponto ¢ € |a, b[ tal que p(c) = 0.

Nota 25.3. O resultado do Exemplo 25.2 generaliza-se facilmente para qualquer polinémio de
grau impar, mas nao para qualquer polinémio de grau par. Por exemplo, qualquer fungao constante
diferente de zero é um polinémio de grau zero sem qualquer zero em R. Outro possivel exemplo
¢ o polinémio de segundo grau p : R — R, definido por p(z) = z? + 1, que também nao tem
zeros em R. Foi a necessidade de encontrar zeros para este polindémio, i.e. solugoes para a equagao
2241 = 0, que originou a introducio e construcio do corpo dos niimeros complexos C (cf. capitulo
9 do primeiro volume do Apostol).

Propriedades Globais das Fungoes Continuas — Teorema de Weierstrass.

Definicao 25.4. Seja f : D C R — R uma fun¢ao. Diremos que f tem mdzimo (resp. miénimo) no
conjunto D se existir um ponto ¢ € D tal que f(z) < f(¢), Va € D (resp. f(x) > f(¢), Va € D).
Neste caso, ¢ diz-se ponto de mdzimo (resp. ponto de minimo) de f em D, e f(c) diz-se o mdzimo
(resp. minimo) de f em D.

Teorema 25.5. (Teorema de Weierstrass) Se [ é uma fungdo continua num intervalo limitado e
fechado [a,b], com a,b € R e a <b, entao f tem mdximo e minimo nesse intervalo.

Corolario 25.6. Se f ¢ uma fungdo continua num intervalo limitado e fechado [a,b], entdo f
¢ limitada nesse intervalo, i.e. o contradominio f ([a,b]) € um conjunto limitado ou, de forma
equivalente, existe M > 0 tal que |f(z)] < M para qualquer x € [a, b].
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Exemplo 25.7. A fungdo f, definida no intervalo limitado mas nao-fechado 10, 1] por f(z) = 1/x,
nao tem maximo nem é limitada neste intervalo. De facto, o seu contradominio é dado por
f (]07 1]) = [17 +OO['

Este exemplo mostra a necessidade de, no Teorema de Weierstrass e respectivo corolario, a
funcao f ter que ser continua num intervalo nao apenas limitado, mas também fechado.

Dem. (Teorema de Weierstrass) Vamos mostrar que a fungio continua f : [a,b] — R tem méximo.
A prova da existéncia de minimo é inteiramente andloga.
Designemos por Y o contradominio de f, i.e.

Y =f(la,b]) ={y € R: y= f(r) para algum = € [a,b]} .

Como Y # (), temos que Y tem supremo em R, i.e. existe supY = M € R. (Nota: se Y for
majorado entdo M € R, se Y nao for majorado entdo M = +o0o. Veremos nesta demonstragao
que Y é majorado...)

O resultado do exercicio 1 do grupo V da Ficha 2, que pode ser facilmente generalizado de R
para R, diz-nos que existe uma sucessao (y,) tal que y, € Y e y,, — M. Como

Yn €Y Sy = f(mn) para algum z,, € [avb]a

obtemos desta forma uma sucessao limitada (z,). Pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass (Teo-
rema 10.10), esta sucessdo tem subsucessoes convergentes. Seja (u, = xj,) uma dessas sub-
sucessoes e designemos por ¢ € R o seu limite, i.e. u,, — c.

Temos naturalmente que

a<up<b=a<lmu,<b=>a<c<h.

Como f é continua em ¢ € [a,b], sabemos pela caracterizagdo de continuidade a Heine (Teo-
rem 23.6) que

Por outro lado,
(f(un)) = (f(zg,)) = (yx, ) = subsucessao de (yy).

Como y,, — M temos também que qualquer das suas subsucessoes converge para M, pelo que em
particular f(u,) — M. Logo,
fle)= lim f(u,) =M= (M < +o0o e f tem maximo).

n—oo

Exemplo de Aplicagao: existéncia de pontos fixos. (Ficha 5, II 2.)

Pretende-se mostrar que se f é uma fungdo continua no intervalo limitado e fechado [0, 1], tal
que 0 < f(z) <1 para todo o x € [0,1], entao f tem um ponto fixo, i.e. existe um ponto ¢ € [0, 1]
com f(¢) = ¢. Sugere-se a aplicagdo do Teorema de Bolzano & fungao g : [0,1] — R definida por
9(@) = f(z) — .

Esta fungéo g é também continua no intervalo [0, 1] e os seus valores nos extremos deste intervalo
sao

g(0)=f(0)—0=f(0)>0 e g(1)=f(1)—1<0.

Se g(0) =0, entdo f(0) =0 e c =0 é ponto fixo de f. Se g(1) =0, entdo f(1) =1 e c=1é ponto
fixo de f. Finalmente, e no caso mais interessante em que g(0) > 0 e g(1) < 0, podemos aplicar o
Corolario 25.1 do Teorema de Bolzano para concluir que

Jee€]0,1[: glc) =0« f(c) —c=0<% f(c) = ¢« ¢ éum ponto fixo de f.
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26. AuLA — 25 DE NOVEMBRO DE 2005

Derivada de Uma Fungao num Ponto. A nogao de derivada de uma fungao pode ser motivada
das mais variadas formas. A que escolhemos aqui tem origem no seguinte problema geométrico:
dada uma funcdo f: D C R — R, que num ponto a € D tem o valor f(a) € R, qual a recta do
plano R? que melhor aproxima o grafico de f num vizinhanca do ponto (a, f(a))?

A resposta a este problema é, naturalmente, a recta tangente ao grifico de f no ponto (a, f(a)).
Surge entdo a questao de como calcular a equagdo dessa recta tangente.

Denotando por (z,y) as coordenadas de um ponto arbitréario do plano R?, a equacio de qualquer
recta nao vertical que passe no ponto (a, f(a)) é dada por

(y = fla)) =m-(z —a),

onde m € R é arbitririo e representa o declive da recta determinada pela equagdo. A resolugao
do problema geométrico inicial passa entao por calcular o declive da recta tangente ao grifico de
uma fungdo f num ponto (a, f(a)).

Esse calculo pode ser feito com base na nogao de limite. De facto, a recta tangente ao gréafico
de uma fungdo f num ponto (a, f(a) pode ser obtida como o “limite” de rectas secantes ao mesmo
grafico, como ilustra a Figura 17.

FIGURA 17. A recta tangente como limite de rectas secantes.

Para cada h € R suficientemente perto de zero, podemos considerar a 1nica recta do plano que
passa nos pontos (a, f(a)) e (a+ h, f(a+h)). E uma recta secante ao grafico de f e o seu declive
é dado por
fla+h) - f(a)
5 .

Quando h — 0, as correspondentes rectas secantes “tendem” para a recta tangente ao grafico de
f no ponto (a, f(a)), pelo que é natural considerar que o declive desta iltima é dado pelo limite
dos declives das rectas secantes:

o L@ = Fl@) @)~ fla)

h—0 h T—a T—a

onde a igualdade é consequéncia da mudanga de varidvel h = x —a < x =a + h.

Definicao 26.1. Seja f : D C R — R uma fun¢do e a € D um ponto do seu dominio. Diremos
que f € diferencidvel no ponto a € D com derivada f'(a) se existir em R o limite

f’(a) — lim f(x) — f(a) )

r—a Tr—a
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Embora tenha sido a nocao geométrica intuitiva de recta tangente a motivar a Definicao 26.1 de
derivada de uma fungédo, podemos agora usar esta segunda nocao para dar uma definicdo precisa
da primeira.

Definigao 26.2. Seja f : D C R — R uma fungdo diferencidvel num ponto a € D. A recta
tangente ao grdfico de f no ponto (a, f(a)) é a recta definida no plano pela equagao

(42) (y—fa) =f'(a) (x—a).

Exemplos.

Exemplo 26.3. Seja f: R — R a fungao definida por
flx)=azx+ 6, VzeR,

onde «, f € R sao constantes. Temos entao que, para qualquer a € R,

f'(a) = lim fz) = fla) _ lim (az 4+ B) — (aa + B3)
T—a r—a r—a T —a
=lim ——~ =q«

oz —a)
r—a xr—aQa

Concluimos assim que
(43) f)=az+3,VzeR= f'(z)=a, Yz ER.
Exemplo 26.4. Seja f: R — R a funcao definida por
f(x) =sen(z), Vz e R.

Usando o resultado da alinea (g) do exercicio 6 do grupo I da Ficha 5, que nos diz que

sen(a) — sen(b) = 2sen (a;b) coS (a ;— b) , Va,be R,

temos entao que, para qualquer z € R,

fon sen(x + h) — sen(x)
Fw) = ilzli% B0 h

cos(z),

onde a ultima igualdade usa o limite notavel (40) e o facto do coseno ser uma fungéo continua.
Concluimos assim que

(44) f(z) =sen(z), Vz e R = f'(x) = cos(z), Vz €R.
Exercicio 26.5. Mostre que
(45) f(x) =cos(z), Vx e R= f'(x) = —sen(x), Vz € R.
Exemplo 26.6. Seja f: R — R a funcao definida por

f(x)=¢€", Yz eR.

Temos entao que, para qualquer z € R,

/ - flath)— fl@) et e
fo) =l = =
= lim Leh — lim e® - 1
h—0 h h—0 h
!
=e” lim =e”,

h—0 h
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onde a ultima igualdade usa o limite notavel (41).
Concluimos assim que

(46) f(x)=¢", Ve eR= f'(z)=¢€", Vo €R.
Exercicio 26.7. Para qualquer n € N, mostre que
fle)=2a", Ve eR= f'(z) =na""!, Vo €R,

1
fl@)=a7, Ve eRt = fl(z) = —a» ', Vo e RT.
n
Exemplo 26.8. Usando os resultados do Exercicio 26.7, é possivel mostrar que, para qualquer
expoente o € R\ {0},
(47) fz)=2% VreRt = f/(z) =a2* !, Vo € RT.
Derivadas Laterais.

Definigao 26.9. Sejam f: D C R — R uma fungao e a € D um ponto do seu dominio. Diremos
que:
(i) f tem derivada lateral & direita em a se existir em R o limite

vy g f@) = fla)
Jala) = IIHSJr r—a
(ii) f tem derivada lateral a esquerda em a se existir em R o limite
- f(@) = f(a)
! — 1 .
fe(a) voa-  T—a

Teorema 26.10. Sejam f : D C R — R wma fung¢do e a € D um ponto do seu dominio. f
€ diferencidvel no ponto a sse f tem derivadas laterais iguais nesse ponto. Nesse caso, tem-se
naturalmente que fl(a) = f'(a) = fj(a).
Dem. Exercicio simples. U
Exemplo 26.11. A funcdo mddulo, f : R — R definida por

z, sex <0,

f(x)=|x|={x o

cujo grafico esta representado na Figura 18, tem derivadas laterais no ponto zero mas nao é
diferencidvel nesse ponto.

De facto,
£2(0) = lim M: lim —:c—O:_l e
z—0~ z—0 z—0~ T
. flx)— f(0) . x—0
! _ — —
fd(O) o aclir{)l* x—0 :zclig)lJr xT L

Logo, f1(0) = =1 # 1 = f}(0) pelo que a funcao médulo nao ¢é diferencidvel no ponto zero.



74 MIGUEL ABREU

Diferenciabilidade e Continuidade.

Teorema 26.12. Se f: D C R — R € diferencidvel num ponto a € D entao f € continua nesse
ponto.

Dem. Considermos a fungéo p: D\ {a} — R definida por
f(z) — fla
= 1) = f@)

T—a
Como f é por hipdtese diferencidvel no ponto a € D, sabemos que

lim p(x) = f(a) € R

, Yz eD\{a}.

Por outro lado,

& f(z) = fla) + (z —a)-p(z), Vo e D\{a}.

Temos entao que

pelo que f é continua em a € D. O

Nota 26.13. O Teorema 26.12 diz-nos que

f diferencidvel em a = f continua em a.
A afirmagao reciproca nao é verdadeira, i.e.

f continua em a # f diferencidvel em a.

Por exemplo, a fungao médulo do Exemplo 26.11 é continua no ponto zero mas nao é diferencidvel
nesse ponto.
Por outro lado, o Teorema 26.12 é equivalente a afirmar que

f descontinua em a = f nao diferenciavel em a.
Por exemplo, a fun¢ao de Heaviside néo é continua no ponto zero (Exemplo 23.10) pelo que nao
é também diferencidvel nesse ponto.
27. AurLA — 28 DE NOVEMBRO DE 2005

Ultima Aula. Definimos derivada de uma funcao f: D C R — R num ponto a € D:
h) — _
o) = i HOENZIC) _y, S0) = S0)

h z—a Tr—a
Provamos o Teorema, 26.12:

f diferencidvel em a = f continua em a.
Regras Algébricas de Derivacgao.

Teorema 27.1. Sejam f: Dy CR —-Reg: Dy, CR — R fungoes diferencidveis num ponto
a € Dy N Dy. Seja ainda ¢ € R uma constante. Entdo, as funcéesc- f, f£g, f-ge flg (se
g(a) #0) também sao diferencidveis no ponto a, sendo as suas derivadas dadas por:

(c- f)(a)=c f'(a)
(f£9)(a) = f'(a) £4'(a)
(f-9)(a) = f'(a)-g(a) + f(a)- ¢ (a) (Regra de Leibniz)

N P@-ae) ~ ) g0
(g> (a)= (@)?

S
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Nota 27.2. As duas primeiras regras algébricas de derivacao enunciadas neste teorema, dizem-nos
que a derivagao é uma operagao linear.

Dem. Provaremos apenas a Regra de Leibniz:

(- ga+h)=(f-g)a) _ . fla+h) gla+h) - [(@) g(a)

(/- 9)'(a) = Jim

h—0 h h—0 h

— lLim fla+h)-gla+h)— f(a)-gla+h)+ f(a) - gla+ h) — f(a) - g(a)
h—0 h

=,{;rr10(g(a+h>- (f(aﬂl?_f(a) +f(a).9(“+hh)—9(a)>

= (}ji%g(a—l—h)) }ILIL% (f(a+];L)_f(a) +f(a),’llii%w

=g(a)- f'(a) + f(a) - ¢'(a),

onde na ultima igualdade se usou naturalmente o facto de f e g serem diferencidveis em a, bem
como o facto de g ser também continua em a (Teorema 26.12). g

Exemplo 27.3. As fungoes seno hiperbdlico e coseno hiperbdlico sdo definidas por

T _ - T —x
senh(z) = £7° . cosh(z) = %

5 , Vz € R (cf. Exemplo 19.6).

Usando a derivada da func¢ao exponencial determinada na tltima aula (Exemplo 26.6) e a férmula
do Teorema 27.1 para a derivada do quociente, temos que

(o) = (1> Wty et

ev (e:r)2 621

Usando também a linearidade da derivagao, especificada pelas duas primeiras regras algébricas
do Teorema 27.1, obtemos o seguinte resultado para as derivadas das fungoes seno hiperbdlico e
coseno hiperbdélico:

(48) (senh)’(z) = (& _26_$), e osh(z);
(49) (cosh)'(z) = (ex 7;6%)/ _ _26_70 — senh(z).

Exemplo 27.4. Seja f: D C R — R a funcao tangente, i.e. definida por

f(z) =tan(z) = M, V& € D = Diay, (cf. Exemplo 19.5).
cos(x)
Usando a férmula do Teorema 27.1 para a derivada do quociente, podemos calcular a derivada
desta fungao tangente num qualquer ponto x € Dy,, da seguinte forma:

() () = (S ) (o) = bl o) el o)
cos(x) - cos(x) —sen(z) - (—sen(x))  cos®(x) + sen?(x) 1

cos?(z) cos2(z) ~ cos?(z)’

onde se usaram as derivadas das fungdes seno e coseno determinadas na ultima aula (Exemplo 26.4
e Exercicio 26.5), bem como a relacao fundamental (32) entre o seno e o coseno.
Concluimos assim que

(50) F(@) = tan(z), ¥z € Dyan = f'(z) = @ ¥z € Dy



76 MIGUEL ABREU

Derivada de Fungoes Compostas.

Teorema 27.5. Sejam g: Dy C R — R uma fungdo diferencidvel num ponto a € Dy e f: Dy C
R — R uma fungao diferencidvel no ponto b = g(a) € Dy. Entao, a funcdo composta (f og) é
diferencidvel no ponto a € Dyoy €

(fog)(a)=f'(b)-g'(a) = f(g(a))-g'(a).

Dem. Vamos assumir que existe § > 0 tal que, para qualquer h € |—§,6[ com (a+h) € Dy, tem-se
g(a+ h) # g(a). Caso contrario, prova-se facilmente que ¢'(a) =0 = (f o g)'(a) (exercicio), o que
confirma a validade do teorema.

Usando a defini¢do de derivada, temos entdao que:

i fo9)a+h) —(fog)(a) flgla+h)) — f(g(a))

(fo9)(a) = h—0 h - Ilzli% h
o (flala+h) = f(g(@) - (g(a+h) — g(a))
= Jim h-(gla+h) — g(a)) (9(a+h) # g(a))
i L) — Fg(@) o glath) — g(a)
h—0  gla+h)—g(a) h—0 h .

Como g é por hipédtese diferenciavel em a, temos que

}LLHIO g(a—i_hf)L _g(a') — g/(a) )

Por outro lado, considerando a mudanca de varidvel y = g(a + h), em que h - 0=y — g(a) = b

(porque, pelo Teorema 26.12, g é continua em a), e usando o Teorema 22.8 referente ao limite de
uma funcao composta, temos também que

flgla+n) = flgla)) _ . fly) = F) _ .
L T s N S L S S A

onde se usou, na tltima igualdade, o facto de f ser por hipdtese diferencidvel no ponto b = g(a).
Podemos entao concluir que:

(Fog)(a) = ilzli% gla+h)—gla)  h—0 h

O

Exemplo 27.6. Seja g : D C R — RT uma funcao positiva e, dado o € R, consideremos a funcio
g% : D C R — RT definida por (¢g%)(z) = g(x)®, Yo € D. Observando que g* = (f o g), com
f:RT — RT definida por f(y) = y*, Vy € R*, podemos usar o Teorema 27.5 e o resultado (47)
do Exercicio 26.8 para concluir que, se g é diferencidvel num ponto a € D, entdao g¢ também é
diferencidvel nesse ponto a e

(9°)(a) = (fo9)'(a) = f'(9(a)) - g'(a)
= (") ly=g(a) - 9'(a)
=ag(a)* - g'(a).
Exemplo 27.7. Quando o expoente o do exemplo anterior é um nimero inteiro, nao é necessario
que a funcao g seja positiva para a validade do resultado. Na realidade, para qualquer m € Z e

qualquer funcao g : D C R — R, diferencidvel num ponto a € D, temos que a fungao g™ : D C
R — R também é diferencidvel nesse ponto a € D e

(51) (g™) (a) =mg(a)" " ¢'(a).
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Derivada de Funcgoes Inversas.

Teorema 27.8. Seja f: I C R — R uma fungdo estritamente mondtona e continua no intervalo
I, e seja f=1: f(I) — I a sua inversa. Se f é diferencidvel num ponto a € I e f'(a) # 0, entdo
=1 € diferencidvel no ponto b = f(a) e
IRV, 1 1
(fl)(b):/ T L))
fla)  f1(f71(0)
Dem. Assumiremos que f é diferenciavel em todo o intervalo I. Provaremos apenas que se f~! é
diferencidvel em f(I), o valor da sua derivada é, de facto, o especificado no enunciado do teorema.
Usando a defini¢ao de fungao inversa e o Teorema 27.5, temos que

(frof)z) == (f"of)(z) = (2)

= (7 (@) f2) =1
1

= (N (f(2) = @)’ Veel.

Fazendo x = a e b = f(a), obtemos assim o resultado pretendido. O

Exemplo 27.9. Consideremos a fungdo exponencial f : R — R, definida por f(z) =e*, Va € R.
A sua inversa é a funcao logaritmo:

f~1:RT — R definida por f~'(x) = log(x), Vo € R (cf. Exemplo 20.9).

Como
@)= (") =" £0, ¥z R,
temos pelo Teorema 27.8 que a funcao logaritmo é diferencidvel em qualquer ponto z € RT e

(@) = lox(z) = (log) (2) = (1Y (@) = oy

Como a derivada da fungao exponencial f é a propria funcao exponencial f, temos entao que

, - 1 - 1
(52) (oe) (=) = Frrmy = 7 @)

28. AuLA — 30 bpE NOVEMBRO DE 2005

, VreRT.

1
==, Yz eR".
T

Ultima Aula. Foram dadas duas regras de derivacao importantes:
(i) Teorema 27.5 — derivada de fungdes compostas
(fog)(x) = f(9(x))-g'(x);
(ii) Teorema 27.8 — derivada de fungbes inversas

S0 p—

ffH @)
Mais Exemplos de Derivadas de Fungoes Inversas.
Exemplo 28.1. Consideremos a restrigao da fungdo seno ao intervalo [—7/2,7/2], i.e.
f:[-m/2,7/2] — R definida por f(z) =sen(z), Va € [-7/2,7/2] .
A sua inversa neste intervalo é a funcao arco seno:
f~t:[=1,1] = [-7/2,7/2] definida por f~*(z) = arcsin(z), Yz € [-1,1] (cf. Exemplo 20.7).
Como
f(z) = (sen)(z) = cos(z) #0, Va € |-7/2,7/2[ ,
temos pelo Teorema 27.8 que a fungdo arco seno é diferencidvel em qualquer ponto z € |—1,1[ e

Y — (fY(g) = 1 _ 1 . -
(arcsin)’(z) = (f7) (x) @)~ cos(arcsin(z)) Veel-1,1].

Como

cos(arcsin(z)) = /1 — 22, Vo € [-1,1] (exercicio),
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temos entao que

(53) (arcsin)' (r) = ——, Vz € ]-1,1] .
Exercicio 28.2. Mostre que

=Y yael-
(54) (arccos)' (z) = Vil Veel]-1,1].

Exemplo 28.3. Consideremos a restrigdo da fungao tangente ao intervalo |—m/2, 7/2], i.e.
f:]-7/2,7/2[ — R definida por f(x) = tan(z), Va € |-7/2,7/2[ .
A sua inversa neste intervalo é a funcao arco tangente:
1R — |—7/2,7/2[ definida por f~!(x) = arctan(z), Vo € R (cf. Exemplo 20.8).

Pela férmula (50) para a derivada da tangente determinada no Exemplo 27.4 da tltima aula, temos
que

f'(z) = (tan)'(x) =

Podemos entdo aplicar o Teorema 27.8 para concluir que a funcao arco tangente é diferencidvel
em qualquer ponto x € R e

co?(2) #0, Ve el-n/2,7/2[.

(f N (z)= @) cos?(arctan(z)), Vo € R.

(arctan)’(x)

Como

1
cos(arctan(z)) = ———, Vx € R (exercicio),

VIta?’

temos entao que

(55) (arctan)’(z) Ve eR.

“Tra
Diferenciabilidade e Extremos Locais.

Definicao 28.4. Seja f : D C R — R uma func¢ao e ¢ € D um ponto do seu dominio. Diremos
que f tem um mdzimo local em ¢ (resp. um minimo local em c¢) se existir um & > 0 tal que

fx) < f(¢), Yo € Vs(e) N D (resp. f(z) > f(c), Yz € Vs(c) N D). Diremos que f tem um

extremo local em ¢ se f tiver um méximo ou minimo locais em ¢ € D.

Teorema 28.5. Seja f uma funcdo definida num intervalo aberto I = ]a,b|, tal que f tem um
extremo local num ponto ¢ € 1. Entdo, se f € diferencidvel no ponto c, tem-se que f'(c) = 0.

Dem. Suponhamos que f tem um médximo local no ponto ¢ € I = Ja,b] (a demonstragio é
inteiramente anédloga para o caso do minimo local). Sabemos entdo que existe § > 0 tal que

F(@) < f(e) & f@) ~ £(0) S0, Y € Vs(e) = Je—b.c+ ]

Usando este facto, temos entao que

o

fz) = f(e) <

() = lim ———~~7 = lim = >0
Jole) = fim == =0 = Jim =520,
enquanto que
/ o f@) = fle) . <0
fa() Lllncl+ T—c Llincl+ >0~ 0

Como f é por hipdtese diferenciavel no ponto ¢, podemos concluir que

0 < fele) = f(e) = fale) <0 = f'(c) = 0.
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Nota 28.6. O Teorema 28.5 diz-nos que

f diferencidvel e com extremo local em ¢ = f'(c) =0.
A afirmagao reciproca nao é verdadeira, i.e.

f diferencidvel e f'(c) = 0 % f tem extremo local em c.

Por exemplo, a fungdo polinomial f : R — R definida por f(z) = 23, cujo grafico est4 representado
na Figura 19, é diferencidvel e tem derivada nula no ponto zero, mas nao tem um extremo local
nesse ponto.

-1 1

'
=

FIGURA 19. Gréfico da fungdo polinomial f : R — R definida por f(z) = 2°.

Nota 28.7. Uma fungao pode ter um extremo local num ponto sem que seja diferencidvel nesse
ponto. Por exemplo, a fungao moédulo do Exemplo 26.11 tem um minimo no ponto zero mas nao
é diferencidvel nesse ponto.

Teorema de Rolle.

Teorema 28.8. (Teorema de Rolle) Seja f uma fungao definida e continua num intervalo limitado
e fechado [a,b], e diferencidvel em |a,b|. Entdo

fla)=f()=3cela,b]: f'(c)=0.

FiGura 20. Versao geométrica do Teorema de Rolle.

Dem. Como f esta nas condicoes do Teorema 25.5 - Weierstrass, sabemos que f tem maximo e
minimo em [a, b]:

M = max e m=minf.
[a,b] f [a,b] f

Se M = m, entao f é uma fungao constante em [a,b] pelo que
f'(c)=0, Vcela,b|.
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Se M > m, entdo a hipétese f(a) = f(b) implica que pelo menos um dos valores M ou m seja
assumido por f num ponto ¢ € Ja,b[. Temos entdao que f tem um extremo nesse ponto ¢. Como f
é por hipédtese diferencidvel, podemos usar o Teorema 28.5 para concluir que entdo f'(c¢) =0. O

Corolario 28.9. Entre dois zeros de uma fungdao diferencidvel, existe sempre pelo menos um zero
da sua derivada

Dem. Basta aplicar o Teorema 28.8 a uma funcao f, continua em [a,b] e diferencidvel em |a, b,
tal que f(a) =0= f(b). O

Corolario 28.10. Entre dois zeros consecutivos da derivada de uma funcdo diferencidvel, nao
pode existir mais do que um zero da propria funcao.

Dem. Redugao ao absurdo + Corolédrio 28.9. Exercicio. O

29. AurLa — 02 DE DEZEMBRO DE 2005
Ultima Aula. Teorema de Rolle: se f é continua em [a, b] e diferencigvel em ]a, b], entdo
fla)=f(b)=3Fc€]a,b]: f'(c)=0.
Teorema de Lagrange.

Teorema 29.1. (Teorema de Lagrange) Seja f uma funcao definida e continua num intervalo
limitado e fechado [a,b], e diferencidvel em ]a,b[. Entdo, existe pelo menos um ponto ¢ € la,b| tal

que
o) = f(bl)):i”(a) .

Nota 29.2. O Teorema de Rolle é o caso particular do Teorema de Lagrange que se obtém quando

fla) = f(b).

FicURA 21. Versao geométrica do Teorema de Lagrange.

Dem. Seja
NNICENOp.
b—a

Temos assim que
F(b) = fa) = A(b — a) = f(b) = Ab = f(a) — Aa.

Consideremos a funcao ¢ : [a,b] — R definida por

g(z)=f(z)— Az, YV € [a,b] .
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Como
f(b) = Ab= f(a) — Aa = g(b) = g(a)

e g é continua em [a, b] e diferencidvel em ]a, b[, podemos aplicar o Teorema de Rolle para concluir
que existe ¢ € Ja, b] tal que

J)=0=f(c)=A=0= f(c)=\=

Corolario 29.3. Se f ¢ uma func¢do nas condi¢oes do Teorema de Lagrange, entdo:
(i) f'(z)=0,Vz €la,b[= f € constante em [a,b];
(ii) f'(x) >0, Va € la,b[ = f € estritamente crescente em [a,b];
(iii) f'(z) <0,Va €la,b]= f € estritamente decrescente em [a,b].

Dem. Sejam x1,x2 € [a,b] com 21 < x2. Entdo, pelo Teorema de Lagrange, existe ¢ € |xy, z2[ tal
que

@) — fla) R
Fle) = B0 o fa) — flan) = f/(€) (@2 —21) = 4 > 0, se f(c) > 0;
Xr1 — T2
<0, se f'(e) <0.
Logo,

constante,  se f'(c) = 0;

a funcao f é < crescente, se f'(c) > 0;

decrescente, se f'(c) < 0.

O

Corolario 29.4. Seja f uma funcao nas condigoes do Teorema de Lagrange. Entdao, se existir o
lim, .+ f'(x), também existird a derivada lateral fi(a) e

fia) = lim+ f(z).

r—a

Analogamente, se existir o lim,_,— f'(x), também existird a derivada lateral f.(b) e

fe(b) = lim f'(x).

r—b—

Dem. Para cada z € |a, b[, sabemos pelo Teorema de Lagrange que existe um & = £(x) € ]a, 2| tal
que

Como

a<g=¢€@) <o = lim €)=t

podemos usar o Teorema 22.8, relativo ao limite de fungoes compostas, para concluir que

fi(a) = lim f@) = fla) _ lim f/(¢).

r—at r—a E—at
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Exemplos de Aplicagao do Corolario 29.4 do Teorema de Lagrange.

Exemplo 29.5. (Ficha 5, V 3.(b)) Pretende-se determinar os pontos z € R onde a fungéo f :
R — R, definida por

f(z) =|ale™™/?, Vo eR,

é diferenciavel, bem como calcular a sua derivada nesses pontos.
~ 7 . p— 2 7
Para z > 0 a funcdo f é definida por f(z) = ze * /2, Vo € R*, pelo que é claramente
diferenciavel com derivada dada por

!/
f(z)= (m e‘m2/2> =174y ((—z) 6_952/2) =(1—2% e /2 Vg eRY.

Para x < 0 a fungao f é definida por f(z) = —=x 6*5’”2/2, Vo € R7, pelo que também € claramente
diferencidvel com derivada dada por

f(z) = (—m e_x2/2)/ =(-1)- e ™2 4 (—z) - ((—x) e_‘”2/2) = (=1+2% e "2 Yy eR™.

Para x = 0, podemos usar o Corolério 29.4 do Teorema de Lagrange para calcular as derivadas
laterais de f:

f4(0) = lim f'(z) = lim (1 - 27) T2 1 o
z—0

z—0t

£10) = lim f'(z) = lim (~1+a)e /2= —1.

€ z—0~ r—0~
Como f}(0) =1# —1 = f.(0), concluimos que f nao é diferenciavel no ponto zero.
Exemplo 29.6. Consideremos a funcao f : R — R definida por
x2cos(1/x), sex #0;
- om0

0, se x = 0.
Esta funcao é claramente diferenciavel para x # 0, com derivada dada por
f'(x) = (2% cos(1/x)) = 2x-cos(1/z)+a*((—1/2%)(—sen(1/x))) = 2z cos(1/x)+sen(1/x), Vo #0.
Tendo em conta que

lim x cos(1/x) = (infinitésimo) x (fungao limitada) =0,

z—0

(onde se usou o Principio do Encaixe do Teorema 21.15 como ja tinha sido feito no Exemplo 22.2),
temos que

lim f'(x) = iii%(Qx cos(1/x) +sen(l/z)) = alciir%)sen(l/x) = nao existe (cf. Exemplo 21.13),

x—0

pelo que o Coroléario 29.4 do Teorema de Lagrange nada nos diz sobre a existéncia ou nao de
derivada de f no ponto zero.

De facto, a fungao f é diferencidvel no ponto zero com derivada f'(0) = 0, como se pode verificar
usando a definicao de derivada de uma funcao num ponto:

. f(x) = f(0) . x?cos(1/x) )
! JNT) I NTT I S A —
f1(0) = alclmo 0 i;mo . = :leOI cos(1/xz) =0.
Temos assim que f é uma fungao diferencidvel em todo o R, com derivada f’ : R — R dada por

() = {2x cos(1l/x) +sen(1/z), sex # 0;

0, se z = 0.
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Teorema de Cauchy.

Teorema 29.7. (Teorema de Cauchy) Sejam f e g fungdes definidas e continuas num intervalo
limitado e fechado [a,b], e diferencidveis em la,b[. Entdo, se ¢'(x) # 0, Yx € ]a,b|, existe pelo
menos um ponto c € |a, b| tal que

f'(e) _ f(b) = f(a)

g'(c)  g(b) —g(a)

Nota 29.8. O Teorema de Lagrange é o caso particular do Teorema de Cauchy que se obtém
quando ¢ : [a,b] — R ¢é dada por g(z) =z, Yz € [a,b)].

Dem. Sabemos pelo Teorema de Rolle que

g'(z) #0, Va € a,b[ = g(a) # g(b).

Seja entao

e consideremos a funcao ¢ : [a,b] — R definida por

(p(fL‘) = f(:L‘) - )\g(.’L‘), Vi e [a7b] .

Temos entao que @(a) = ¢(b) (verifiquem que de facto assim é), e ¢ é continua em [a,b] e
diferencidvel em Ja,b[. Podemos portanto aplicar o Teorema de Rolle para concluir que existe
¢ € la,b] tal que

() =0= f/(0) = M(0) =0 =

30. AuLA — 05 DE DEZEMBRO DE 2005

Ultima Aula. Teorema de Cauchy: se f e g sdo continuas em [a, b] e diferencigveis em ]a, b, com
g (x) #0, Yz € ]a, [, entao existe pelo menos um ponto ¢ € ]a, b[ tal que

f'(e) _ f(b) = f(a)
g'(c)  g(b) —gla)

Regra de Cauchy ou de L’Hoépital.

Teorema 30.1. (Regra de Cauchy — primeira versao) Sejam f e g fungdes definidas e difer-
encidveis num intervalo berto |a,b[. Suponhamos também que:

() ¢'(2) 20, Va € Ja,b:

lim f(z)=0= lim+ gx) ou lim f(x)=+oo= lim+ g(x).

r—at r—a r—a™T T—a

!
f (az) eviste em R = lim f(:c) existe em R

xinlJr g'(z) z—at g(x)

f@) )

c—at g(x)  z—at ¢'(x)

Nota 30.2. As versoes andlogas deste teorema para os limites

f(@) im @ ie. a=—00 e im Lx) e b= 400
z—b— g(gj) ’ wL—oo g(x) ( €. )7 wL-i-oo g(Jf) ( . b —+ )’

também sao validas e serao usadas na sequéncia.
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Dem. Faremos apenas o caso em que lim,_,,+ f(z) =0 = lim,_,,+ g(x). Podemos entao prolongar
f e g por continuidade ao ponto a € R, fazendo f(a) = 0 = g(a), e usar o Teorema de Cauchy
para mostrar que, para cada x € |a, b[, existe um £ = £(x) € |a, z[ tal que

f@) @) - I 1)
9(x)  g(z)—gla) g'(&)
Como x — a™ = & — a™, podemos entao concluir que

f@) _ )

1m = 1m
e—at g(x)  e—at g'(£)

O

Corolario 30.3. (Regra de Cauchy — segunda versao) Sejam I um intervalo aberto, a € I um
ponto desse intevalo (ou a = —o0 se I =]—00,c¢[, ou a = 400 se I =]c,+0[, comce€R), f eg
fungées definidas e diferencidveis em I\ {a}, com ¢'(x) #0, Va € I'\ {a}. Suponhamos que

lim f(z) =0 = lim g(z) ou lim f(z) = o0 = lim g(x).
Entao,
f(x) i f'(z)

Mg o g (a)

sempre que o limite da direita existir em R.

Temos assim que a Regra de Cauchy é um método para

. - . 0 00 L o o
resolver indeterminagoes do tipo 0 %% o e limites de funcgoes diferenciaveis.
00

Exemplos de Aplicagao da Regra de Cauchy.
Exemplo 30.4.

lim sen(z) = v B Jim cos(z) =cos(0) =1.
z—0 x 0 z—0 1
Exemplo 30.5.
. 1—cos(z) Omrc, sen(r) 1 .. sen(z) 1 . 1
B i R TR A - i R
Tem-se entao que
. l—cos(z) 1
lim ————~ = —
Exemplo 30.6.
. . log(x) o0 RC ..
. — 0t (—o0) = _ T RC — ) =
zlgg+x log(w) =07 - (~0) mll}’{)l* 1 +00 zli%l+ L xlif&( z)=0
Tem-se entao que
(57) xliIng x - log(z) =0.

Exemplo 30.7. O célculo seguinte ilustra mais uma aplicagao simples da Regra de Cauchy:
T  F00RC . 1 1

lim — lim —=——
z—+o0 ¥ 400 z—+o00 ¥ +00

De facto, combinando este tipo de calculo com o Método de Inducao Matematica, obtém-se facil-
mente que:

n

(58) lim — =0, VneN.

r—+oo e¥
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Exemplo 30.8. (Ficha 5, IV 7.(h)) Pretende-se calcular o seguinte limite:

1
z

lim
rz—0t T

Uma primeira tentativa poderia ser a seguinte:

_1 — o0 1 -1 _1
. ez e Orc . zz-€ = e w
hm = = - =

m —7FF———
rz—0t T 0 0 rz—0t 1 z—0t+ 22 0

Uma segunda abordagem, com melhores resultados, poderia ser a seguinte:

1

x

1
. € . +00 RC . — 2 . _1
lim = lim =— = lim —%—F = lim ">
r—0t X z—0t ¢ “+00 r—0t 5 e z—0t

\a =

=e *®=0.

8=

De facto, e tendo em conta o resultado (58) do Exemplo 30.7, a melhor abordagem seria neste
caso a seguinte:

1 1
lim = lim % = lim = =0,
z—0t X z—0t ez y—+oo eY

onde se fez a mudanga de varidvel y = 1/z, em que x — 07 & y — +oc.

Exemplo 30.9. Pretende-se calcular o seguinte limite:

lim %) = (0

5 = indeterminacao.
z—0

Tendo em conta que

xsen(z) _ elog(wsen(’r)) _ esen(as)~log(w) , NR= R+ = lim+ msen(w) — elimzﬂo_;_ sen(w)‘log(w)’
x—0

podemos determinar o valor do limite inicial calculando o seguinte limite auxiliar (Ficha 5, IV

7.(p)):

1 _ 1
lim sen(z) -log(xz) =0-(—o0) = lim og(2) — TORC z
z—0t z—0t 1 +o00 _ cos(z)
sen(z) sen?(x)
~ i @) oy sen(@) sen(x) 0
z—0+ x - cos(x) z—0t T cos(z) 1

Temos assim que

lim :L,sen(m) _ glimzﬂo+ sen(z)-log(z) _ 60 -1.

z—0+t
Nota 30.10. O método do exemplo anterior, que permitiu resolver uma indeterminacao do tipo
0%, também pode ser usado para resolver indeterminacdes do tipo 0o® e 1°°.

Exemplo 30.11. (5°Mini-Teste Tipo, 2.) Pretende-se calcular o seguinte limite:

1/x>

lirrb(cos(x)) = 1°° = indeterminagao.
Tr—

Tendo em conta que, para qualquer z € |—m/2,7/2],

22 og(cos(zx) .
(COS(x))l/zz = elog((cos(@)'/™") elw% = lim (Cos(flC))l/m2 = ¢lMmeo

z—0

log(cos(z))
)
)

podemos determinar o valor do limite inicial calculando o seguinte limite auxiliar :

— sen(z)
. log(COS((E)) 0 rc .. cos(x) . Se]fl((E) 1 1 1
lim ——— = — = lim ——— = lim — =1 E———
a0 g2 0 =20 2z 220z 2cos(x) 2.1 2
Temos assim que
lim (cos(z))/*" = ¢lima—o roalegye) _ —1/2 _ 1

@

z—0
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31. AuLa — 07 DE DEZEMBRO DE 2005

Derivadas de Ordem Superior a Primeira.

Definicao 31.1. Seja f : I — R uma fungao diferencidvel no intervalo I = Ja,b[. Se a fungao
derivada f’: I — R for diferencidvel, a sua derivada (f’)" é designada por sequnda derivada de f
e representa-se por

2

" ou fl—x‘ﬁ ou [P,

Mais geralmente, a n-ésima derivada de f define-se, por recorréncia, como a derivada da (n—1)-
ésima derivada de f, quando esta existir. Le.,

F = (f(”_l))/ ou TS _4 (d"—1f> .

dzn ~ dx \ dz"1

Definicao 31.2. Seja f : I — R uma funcao definida no intervalo I = Ja,b[. Se existir a n-ésima
derivada de f em todo o intervalo I, e f() : I — R for uma funcéo continua, diremos que f ¢ uma
funcao de classe C™(I), ou que f € C™(I). Diremos ainda que f é uma funcgao de classe C°(I) se
f for continua em I, e que f é uma fungao de classe C*>°(I) se f € C™(I), Vn € N.

Exemplo 31.3. Consideremos a fungdo f : R — R definida por

f@) = 22 H(z) = {02, se r < 0;

(H representa a funcdo de Heaviside — Exemplo 21.11.)
xz°, sex>0.

Esta funcao é diferencidvel em todo o R, com derivada f’: R — R dada por

0, sex<0;
2x, sex > 0.

f() = 22 H(x) = {

Esta derivada f’ é por sua vez continua em todo o R, mas diferencidvel apenas em R\ {0}, com
f” R\ {0} — R dada por
F(z) = {O, se x < 0;

2, sex>0.

Como f/(0) =0 # 2 = f7(0), néo existe de facto segunda derivada de f no ponto zero.
Assim, temos que f € C*(R) mas f ¢ C?(R).

Exemplo 31.4. Consideremos a funcao f : R — R definida por
z2cos(l/x), sex #0;
flay = 47 )
0, se z = 0.

Como vimos no Exemplo 29.6, f é uma fungao diferencidvel em todo o R, com derivada f’ :
R — R dada por

() = {2xcos(1/x) +sen(l/z), sex #O0;

0, se x = 0.

Vimos também no Exemplo 29.6 que o lim, .o f'(x) néo existe, pelo que esta funcao f’ nao é
continua no ponto zero.
Temos entao que f € CO(R), existe f': R — R, mas f’ ¢ C°(R) pelo que f ¢ C1(R).

Exemplo 31.5. A funcao exponencial f : R — R, dada por f(z) =e*, Vz € R, é uma funcao
de classe C*°(R). Para qualquer n € N, a n-ésima derivada de f existe e é continua em todo o R:

f™ R >R, dada por f(")(ac) =e", Vx eR.
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Segunda Derivada e Extremos Locais.

Defini¢ao 31.6. Seja f uma definida e diferencidvel no intervalo aberto Ja, b[. Um ponto ¢ € ]a, b[
designa-se por ponto critico de f se f'(c) =0.

Tendo em conta o Teorema 28.5, sabemos que pontos criticos sao candidatos naturais a extremos
locais.

Teorema 31.7. Seja f uma fungdo de classe C*(Ja,b]) e c € |a,b] um ponto critico de f. Entdo,

(i) f"(c) > 0= f tem wm minimo local em c;
(ii) f"(c) < 0= f tem um mdzimo local em c.

Nota 31.8. Quando f”(c) = 0, e tendo apenas essa informagdo, nada se pode concluir sobre a
natureza do ponto critico c.

Dem.
(i) Temos por hipétese que f” é uma fungéo continua, com f”(¢) > 0. Pelo Corolario 24.8, sabemos
entao que

existe 6 > 0 tal que f”(x) > 0 para todo o x € |c — 6, c + 4]

Podemos agora usar o Corolédrio 29.3 do Teorema de Lagrange para concluir que
a fungdo f’ é estritamente crescente no intervalo Jc — §, ¢ + 4.
Como por hipédtese ¢ é um ponto critico de f, sabemos que f’(¢) = 0 pelo que
f'(z) <Oparaz €lc—6,8 e f'(z)>0parax€]c,c+d|.
Usando novamente o Corolario 29.3 do Teorema de Lagrange, podemos finalmente concluir que
f é decrescente em Jc — §,6] e f é crescente em |c, ¢+ ],

pelo que f tem, de facto, um minimo local no ponto ¢ € ]a, b|.
(ii) Exactamento andlogo a (i). O

Exemplo 31.9. (Ficha 5, IV 11.) Considere-se uma funcao f € C?(R), tal que f'(0) = 0e f"(z) >
0, V2 € R. Considere-se também uma funcao ¢ : R — R definida por ¢(x) = f(sen(z)), Va € R.
(a) Pretende-se determinar e classificar os extremos locais da funcéo ¢.

Pela continuidade e diferenciabilidade da funcdo composta, sabemos que ¢ € C?(R) com

¢'(x) = f'(sen(x)) - cos(z) e
" (x) = f"(sen(x)) - cos?(z) — f'(sen(x)) - sen(x).

Como f"(z) >0, Va € R, temos que a fungao f’ é estritamente crescente em R, pelo que o seu
unico zero é o dado pela hip6tese f/(0) =0 e

f'(z) < 0 para x < 0, enquanto que f'(z) > 0 para z > 0.

Estes factos serao implicitamente usados no paragrafo seguinte.
Como ¢ é diferenciavel em R, os seus extremos locais ocorrem necessariamente em pontos
criticos. Estes podem ser determinados da seguinte forma:

¢'(x) =0« f(sen(z)) =0 V cos(z) =0
<sen(z) =0 V x:mr—i—g, nez
T
Sr=nmt V J::mr—i—§, ner
@mzﬂ7 nez.

2
Nestes pontos criticos, a segunda derivada ¢” é dada por

o /2) = 1"(0), se n é par; _)>0, senépar
—f((=D)*)- (=1, sen =2k+1 é fmpar; <0, sen é{mpar.
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Concluimos assim que a fungao ¢ tem

minimos locais nos pontos criticos da forma x = nm com n € Z

méximos locais nos pontos criticos da forma x = nmw 4+ 7/2 com n € Z.

(b) Pretende-se algora determinar o nimero de solugoes da equagao

¢"(x) =0.

Sabemos de (a) que a fungdo ¢’ tem um numero infinito de zeros. Pelo Coroldrio 28.9 do
Teorema de Rolle, sabemos que entre cada dois desses zeros de ¢’ ha pelo menos um da sua
derivada () = ¢”. Concluimos assim que a equacdo ¢ (z) = 0 tem um ndmero infinito de
solugoes.

32. AurLa — 09 DE DEZEMBRO DE 2005
Ultima Aula. Teorema 31.7: f € C%(]a,b]), ¢ € ]a, b[ tal que f'(¢) = 0 (i.e. ¢ é um ponto critico
de f). Entao:

(i) f"(c¢) > 0= f tem um minimo local em ¢;
(ii) f"(¢) < 0= f tem um méximo local em c.

Concavidades e Inflexoes.

Definicao 32.1. Seja f : ]a,b[ — R uma funcao diferencidvel num ponto ¢ € ]a, b[. Diremos que
f é convexa em ¢ (resp. concava em c), ou que f tem a concavidade voltada para cima em c (resp.
concavidade voltada para baizo em c), se o grafico de f estiver localmente (i.e. numa vizinhanga
de ¢) por cima (resp. baizo) da recta tangente ao gréfico de f no ponto c¢. Ou seja, f é conveza
em ¢ (resp. céncava em c) se existir 6 > 0 tal que

f(x)— f(e) > f'(c) - (x —¢), para todo o x € Jc — §,¢c+ ]
(resp. f(z) — f(c) < f'(c) - (x — ¢), para todo o x € |c — 6, c+ J]).
Diremos que f tem um ponto de inflexdo em c se existir 6 > 0 tal que, f é convexa num dos
intervalos J¢ — d, ¢[ ou |¢, ¢ + [ e concava no outro.
Teorema 32.2. Sejam f € C?(Ja,b]) e c € ]a,b]. Entdo:

(i) f"(c) > 0= f € convexa em c;
(ii) f"(c) < 0= f € concava em c;
(iil) (f"(c) =0 e f" muda de sinal em c) = f tem um ponto de inflexio em c.

Dem. Consideremos a funcao auxiliar g : Ja,b[ — R, definida por

g(x) = (f(x) = f(e) = f'(¢) - (x — ), Va € a, [ .

Tendo em conta a Definigao 32.1, temos que estudar o sinal desta funcao auxiliar g numa vizinhanca
de ¢ € ]a, b].
Observemos primeiro que:

9(c)=0; g'(x)=f'(z) = f'(c) = ¢'(c) =05 g"(x) = f"(z) = g"(c) = g"(c).
Tendo em conta o Teorema 31.7, podemos entao concluir que:

(i) (f"(c) > 0) = (¢"(c) > 0) = (g tem um minimo local em ¢) = (g(z) > g(c) = 0 numa
vizinhanga de ¢) = (f é convexa em c);
(i1) (f"(c) < 0) = (¢"(c) < 0) = (g tem um maximo local em ¢) = (g(z) < g(c) = 0 numa
vizinhanga de ¢) = (f é concava em c);
(ii) (f” muda de sinal em ¢) = (f muda de convexidade em c).
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Assimptotas ao Grafico de Uma Funcao.

Definigdo 32.3. (Assimptotas Verticais) Sejam f : D C R — R uma funcio e a € D C R um
ponto aderente ao seu dominio. Diremos que a recta vertical de equagao x = a é uma assimptota
vertical ao grafico de f se
limi f(z) = £oo (qualquer uma das 4 combinagoes de sinais serve).
rT—a
Definicao 32.4. (Assimptotas Obliquas) Seja f uma funcao definida num intervalo da forma
]—00,a[ (resp. |a,+o0]), com a € R. Diremos que a recta de equagao

y:maﬁ+p, m7p6R7
é uma assimptota d esquerda ao grafico de f (resp. assimptota a direita ao grafico de f) se

lim (f(z) —(m-z+p)) =0

r— —0Q

(resp. lim (f(z) — (m-x+p))=0).
T — 00
No caso particular em que m = 0, diremos que o grafico de f tem uma assimptota horizontal a
esquerda (resp. assimptota horizontal & direita).

Teorema 32.5. Seja [ uma funcgdo definida num intervalo da forma |—oo,al (resp. ]a,+o0[),
com a € R. O grdfico de [ tem uma assimptota & esquerda (resp. direita) se e sé se existirem e
forem finitos os limites:

@ m=tm 1D ) e m (f@) -me)
fresp. (@ m= tm IO ) o (@) -mew)).

Nesse caso, a assimptota d esquerda (resp. direita) € inica e tem equagdo
Yy=m-Tr+p.

Dem. Faremos apenas o caso da assimptota & esquerda, sendo o da assimptota & direita comple-
tamente andlogo.

(=) Suponhamos que a recta de equacdo y = mxz +p, m,p € R, é uma assimptota & esquerda ao
grafico de f. Entao

lim (f(z) = (m-z+p)) =0,

Tr— —00

pelo que a funcao auxiliar ¢, definida por

o(x) = (f(z) — (m-x+p)), satisfaz lim ¢(z) =0.

Temos entao que
fim L@ g, mEtptel) o <m+P+W>) _meR
T——00 T T——00 x xr— —00 €T T

lim (f(z) —m-z)= lim (p+¢p(r))=peR,

r——00

pelo que os dois limites em causa existem e sao finitos.
(<) Suponhamos agora que existem e sao finitos os limites referidos em (a) e (b), com valores
m,p € R. Temos entao que

lim (f(z) = (m-z+p)) =0,

Tr— —00

pelo que a recta de equacao y = mx + p é uma assimptota a esquerda ao grafico de f. O



90 MIGUEL ABREU
33. AuLA — 12 pDE DEZEMBRO DE 2005

Exemplo 33.1. (Ficha 5, V 1.(a))

Exemplo 33.2. (Ficha 5, V 1.(g)) Pretende-se determinar intervalos de monotonia, extremos,
concavidades, inflexdes e assimptotas da fungao f : R\ {0} — R, definida por

fle) =z /" Va0,

bem como esbocgar o seu grafico.
A funcdo f é diferencidvel em R\ {0}, com derivada f': R\ {0} — R dada por

fl(z) = e/ <1—1> , Vo #£0.
x

Temos entao que

>0, sex€]—00,0[U]l,+o0[; crescente , em |—o0,0[ U |1, +ool;
fllz)y=<=0, sex=1; = fé
<0, sexz€]0,1]; decrescente, em 0, 1].

Podemos também jé concluir que f tem um minimo local em x = 1.
A derivada f’ é também diferencidvel em R\ {0}, com derivada f” : R\ {0} — R dada por

e1/m

f//(‘r):?a Vo #0.

Temos entao que

() = {< 0, sex€]—00,0[; N {céncava, em |—00,0];

>0, sex€]0,+ool; convexa, em |0, +ool.

Podemos também j& concluir que f ndo tem pontos de inflexdo (notem que f nao estd sequer
definida no ponto zero).
O tnico ponto onde f pode ter uma assimptota vertical é o ponto zero. Temos que

lim f(z)= lim z-e/*=0-e"° =0,
r—0~ rz—0~

enquanto que

1/x
lim f(z)= lim z-e'/? = lim ¢ _txore lim e

- 1/x
z—0t r—0t r—0+ 1/$ 400 r—0+

= +00.

O resultado deste segundo limite diz-nos que a recta vertical de equagao x = 0 é de facto uma
assimptota vertical ao grafico de f.

Como
| f(@) lim e/* =" =1=meR
r—+oo I r—+o0
e
Ve _q v—1

(onde se fez a mudanca de varidvel y = 1/z, em que r — +00 < y — 0%, e se usou o limite
notdvel (41)), temos que a recta de equagdo y = x + 1 é uma assimptota ao grafico de f, tanto a
direita como a esquerda.

A Figura 22 apresenta o esbogo do grafico de f.

34. AuLA — 14 pE DEZEMBRO DE 2005

Exemplo 34.1. (Ficha 5, V 2.)
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7
V
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y -3

FiGurA 22. Esbogo do gréfico da fungao f do Exemplo 33.2.

Resolucao do Exame Tipo.

I 1. Seja A o subconjunto de R definido por
A={zeR: |z(z-2)|<1 e z>0} .
Mostre que A = [0, 1+ \/ﬂ e determine caso existam, ou justifique que nao existem, o supremo,
o infimo, 0 méximo e o minimo de ANQ e A\ Q.
Resolucao.
reA lz(x —2)| <1 A >0
—1<z(xz—-2)<1 A x>0
—1<z(xz-2) AN z(z—-2)<1 A x>0
2> =22+1>0 A 2°-22—-1<0 A x>0
(z-12>0 A (z—-(1+V2))(z—(1-v2)<0 A x>0

(weR) A (ve[1-v21+V3]) A welo+oof

N I R

= [0,1+\/§].

Comole€Qev2¢Q=1++2¢Q, temos que
inf(ANQ) =min(ANQ) =0, sup(ANQ)=1++v2 e ANQ nio tem méximo,
enquanto que

sup (A\ Q) =max(A\Q) =1++v2, inf(A\Q) =0 e A\Q ndo tem minimo.

35. AuLA — 16 DE DEZEMBRO DE 2005

Resolugao do Exame Tipo (cont.)

I 2. Considere a sucessao (z,,) definida por

1 222

r1 == € T 1= .
2 T a2

Mostre que 0 < z, < 1 e que (z,) é monétona. Conclua que a sucessao é convergente e calcule o
valor do seu limite.
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Resolugao. Observemos primeiro que

272 1
= 9= )
R =) ( 1—|—x%>

Vamos agora mostrar pelo método de inducao que a proposicao

Pn)=“<x, <1

é verdadeira para qualquer n € N.
[P(1)]. Temos que verificar que 0 < 1 < 1. Isto é de facto verdade, pois z1 = 1/2.
[P(n) = P(n+1)]. Assumindo como verdadeira a hipétese P(n), i.e.

0 <z, <1, para um determinado n € N,

h4 que mostrar a validade da tese P(n + 1), i.e.

0 < zp41 <1, para o mesmo determinado n € N.

Isto pode ser feito da seguinte forma:

O<z,<l=0<22<1

=1<1l+a2<2

1 1
1422 73

1 1
1+x%<_§

=1>
= -1< -

1
2>0<1l—-—F=5<
1+ a2

1

1

2
211 — —— 1
=0< < 1+x%><

:>0<1'n+1<1.

Tendo em conta que

1 2(1/2)> 1/2

ry == € X2

2 1
T11(1/22 54 52

vamos mostrar pelo método de indugdo que a sucessao (z,,) é estritamente decrescente, i.e. que a
proposicao

P(n) = “zp > xpi1”
é verdadeira para qualquer n € N.

[P(1)]. Temos que verificar que 1 > x2, 0 que j4 foi feito.
[P(n) = P(n+1)]. Assumindo como verdadeira a hipétese P(n), i.e.

ZTp > Tpy1, para um determinado n € N

hé que mostrar a validade da tese P(n + 1), i.e.

Tp41 > Tpt2, para o mesmo determinado n € N.
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Isto pode ser feito da seguinte forma:
2 2
Tp > Tyl = Ty > Tpgg

=1+a2>1+2,

1 1
- 1422 < 1422,
1 1
1422 >71+xfb+1
1 1

=1

— >1—
1+a22 1422,

1 1
s2(1- >2(1-———
1422 L+

= Tp41 > Tp42,

onde se usou, na primeira e terceira implicagoes, o facto de z,, > 0, Vn € N, provado anterior-
mente.

Temos entdo que a sucessao (z,) é mondtona e limitada, pelo que o Teorema 9.6 garante a
sua convergéncia. Designemos por L € R o seu limite. Temos assim que limz,, = L e também
limz,41 = L (cf. Teorema 10.5). Usando a defini¢do por recorréncia de (x,), podemos entao
calcular L da seguinte forma:

Qx% 222
—2 = limax = lim n
1+ {E% n+1 1+ :L‘%
2L?
=L=—""_S[L+1°=2L3
1+ L2 *
=L 2[°+L=0=L(L*-2L+1)=0

=LL-12?=0=L=0V L=1.

Tn41 =

Como 0 < x, <1 e (x,) é decrescente, o seu limite nao pode ser 1. Concluimos assim que
limx, =0.

O

II 1. Determine a natureza (absolutamente convergente, simplesmente convergente ou divergente)
das seguintes séries numéricas:

Scora(l) R

n n

Resolugao. A série Y (—1)"sen(1/n) é uma série alternada com
1
ay, = sen () (notem que 0 < 1/n < 1= a, =sen(l/n) >0, Vn e N).
n

Como o seno é uma funcao estritamente crescente no intervalo |—m /2, 7/2[, com lim,_, sen(z) = 0,
temos que

711\0:>an:sen<1)\0.

n
Logo, o Critério de Leibniz garante a convergéncia desta série alternada.
Estudemos agora a série dos médulos

1 1
S l=Dmsen (= )| = sen (=) .
2 (—1)" sen <n>‘ 2 sen <n)
Tendo em conta o Teorema 21.7, e usando o limite notdvel (40) do Exemplo 24.2, temos que

E — 0= lim Ln(l/n)
n n—oo 1/n

=1.
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Como 0 < 1 < 400, podemos concluir por comparagao que a série dos moédulos tem a mesma
natureza da série > 1/n. Sendo esta uma série de Dirichlet com o« = 1 < 1, logo divergente
(cf. (28)), concluimos que a série dos médulos é divergente.

Podemos finalmente concluir que

1
a série Z(—l)" sen <) é simplesmente convergente.
n

n

Queremos agora determinar a natureza da série

2n)!
> e

n

Fazendo a,, = (2n)!/n*", temos entao que

Unt1 _ @2r+1) n2n
an (n+ 1)2(+1)  (2n)!

(2n + 2)! n?n
2n)!  (n+1)2n+2

lim

= lim

2n
— lim (2n+2)(2n +1) n
(n+1)2 n+1
1 n+1 2n/(n+1)
=4-lim [(1— ) ]
n+1
—17\2 4
:4(6 1) :e—QzR

Como R = 4/e? < 1, concluimos pelo Critério da Razao (Teorema 15.3) que a série dada é
convergente. Sendo uma STNN, é também absolutamente convergente. O

IT 2. Seja g a funcao definida pela férmula

ofa) = 3 (B =),

n=1
no conjunto de todos os pontos x € R em que a série é convergente. Determine o dominio da
funcao g e calcule o seu valor no ponto = = 1. [Sugestdo: a série numérica obtida neste ponto é
uma série de Mengoli.]

Resolugdo. O dominio da fungdo g coincide naturalmente com o dominio de convergéncia da série
—  2n+1
—— 3z —2)",
;HQ(HU?( =2
que é uma série de poténcias de (3z —2) com a,, = (2n+1)/(n?(n +1)?). Podemos calcular o seu
raio de convergéncia pela formula do Corolario 18.2:
2n+1  (n+1)%*n+2)?  (©2n+1)(n+2)?

= lim . = lim =1.

R =1
H n2(n+1)>2 2n+3 n2(2n + 3)

Ap+1

Temos entao que a série de poténcias é absolutamente convergente para
Bz —2|<le -1<3r-2<1le1<3z<3el/3<e<lexec]|l/3,1],

e é divergente para
Bz —2| >1e 2 €]—00,1/3[U]1, 400 .

Analisemos agora a natureza da série de poténcias quando |3x — 2| = 1, i.e. quando z = 1/3
ouzx=1.
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Quando x = 1/3 temos que
— 2n+1 = 2n+1
et _9)n _ St ()
(ZM(TLH)?(?’% )> 1/3 Zn%ﬂ)?( )y
n= =

que é uma série alternada. A correspondente série de médulos

o0

D

n=1

- i 2n+1
N n%(n+ 1)2

n=1

2n+1
_APT T oy
nQ(nJrl)Q( )

¢ da mesma natureza que a série Y 1/n3, pois

2n+1 3
. n2(n+1)?2 . (271 + l)n
lim ———— =lim-—————- =2 0<2< .
m ,%3 2 (n n 1)2 e +00

Como a série > 1/n3 é convergente (Dirichlet com a = 3 > 1, cf. (28)), podemos concluir que a
série de poténcias é absolutamente convergente quando = = 1/3.
Quando x = 1 temos que

= 2n+1 2. 2n+1
273,2n = —
( TR >> 2 P
n=1 =1 n=1

que ja sabemos ser uma série convergente.
Temos assim que o dominio da fungao g é D = [1/3,1]. O célculo do seu valor no ponto x = 1
pode ser feito da seguinte forma:

<. 2n+1 >~ /1 1 1 1
1 = _— = _—— = — — 1 ~1. _— = 1
9(1) nz::l n?(n+1)2 ; (n2 (n+ 1)2> 12 e ’

onde se usou a férmula (22) para a soma dos termos de uma série de Mengoli, com u,, = 1/n? e
p=1. O

36. AuLA — 19 DE DEZEMBRO DE 2005

Resolugao do Exame Tipo (cont.)

IIT 1. Considere a funcao f : R — R definida por

. x .
arcsin (m) , sex > 0;

z%e® se z < 0.
(a) Mostre que f é continua mas nao diferencidvel no ponto zero.

Resolugao. De acordo com a Definigao 23.5, mostrar que f é continua no ponto zero é mostrar
que

iii% f(z) = f(0) = arcsin (130) = arcsin(0) = 0.

Como

r—0t z—0 r—0— r—0—

lim f(z) = lim arcsin (1—T—JC> =arcsin(0) =0 e lim f(z)= lim 2% =0’ =0-1=0,

podemos usar o Teorema 23.9 para concluir que f é de facto continua no ponto zero.
Para estudar a diferenciabilidade de f no ponto zero, vamos calcular as suas derivadas laterais
nesse ponto. A derivada lateral esquerda pode ser calculada usando a Defini¢cao 26.9:

£0) = tim LB SO e

¢ rz—0~ z—0 z—0- X x—0~
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Usaremos agora o Corolario 29.4 do Teorema de Lagrange para calcular a derivada lateral direita.
Tendo em conta que, para x > 0,

/ =Y Atz)—zx
£'(z) = (arcsin | — = - = (+e)? 1
1+ 2 VIt (142)/I+2z]
- (&) ™
temos entao que
1 1
"(0) = lim f'(z) = lim = =1.
fd( ) at—»()*f( ) z—0+ (1+l‘)\/1+2$ l\ﬁ

Como

fe(0) =0# 1= f3(0),
concluimos, pelo Teorema 26.10, que f nao é de facto diferencidvel no ponto zero. O

(b) Determine os intervalos de monotonia, extremos, concavidades, inflexdes e assimptotas da
fungao f.

Resolugdo. Tendo em conta a derivada calculada na alinea (a), temos que

roon 1
Jlw) = 1+ 2)v1+2z

Por outro lado, para x < 0 a derivada de f é dada por

fl(x) = (xQez)/ = 2ze” 4 2%e” = x(2 + x)e”.

>0, Yz > 0= f é crescente no intervalo ]0, +oo].

Analisando o sinal desta expressdo, obtemos

>0, sex€]|—o00,—2; crescente em |—o00, —2[;
fl(z)=<=0, sex=-2 = fé
<0, see€]-2,0[; decrescente em |—2,0][.
Concluimos também que f tem um méximo local em & = —2 e um minimo local em z = 0 (apesar

de f nao ser diferencidvel neste ultimo ponto).
Para x > 0, a segunda derivada de f é dada por

0= (rvess) — (0o a2

—(142)72(1 +22)" Y2 = (14 2)7 (1 + 22)7%/2

1 1
T <(1 PPN s e R +2x)3/2>
(1+42z)+(1+x) 2+ 3z

(214202 (I+a)2(1+20)2

Temos assim que
/" (x) <0, Vo> 0= f éconcava no intervalo ]0, +oo].
Por outro lado, para z < 0 a segunda derivada de f é dada por
f'(x) = (x(2+z)e”) = (24 2)e® 4 ze® + (2 + z)e”
= (2? +4x42)e® = (z — (-2 — V2)) (& — (=2 + V2))e" .
Temos assim que
>0, sex€]|—o00,—2—v2[U]-2++2,0[;
ff(@)=4=0, sex=-2-—v2o0ux=-2++2;
<0, se€]-2—-v2,-2+V2[;
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pelo que
convexa em }—oo, -2 — \/i[u]—2 + \/5,0[;
fé
concava em }—2 — \/i, -2+ \/5[
Podemos também concluir que f tem pontos de inflexdao em xz = —2 — V2exr=-2++2

Nota: o ponto z = 0 ndo é de inflexdo porque a fungdo f nao é diferencidvel neste ponto.
A funcao f nao tem qualquer assimptota vertical, pois é continua em todo o R. Como

lim flx) lim arcsin (z/(1 + x)) _ arcsin(1) _ /2 C0—meR
Tr—+00 x r— 400 X +OO +OO
e
lir_ir_l (f(x) —mz) = lir_ir_l arcsin (z/(1 + z)) = arcsin(1) = g =peR,
temos que

™
a recta horizontal y = 5 é assimptota a direita ao grafico de f.

Por outro lado, como

2, x
lim /(@) = lim —° = lim ze® = (—o0) - 0 = indet.
r——00 I r——00 I LT——00
= lim — = —— = indet.
z——o00 e~ % “+o00
1 1
RO lim =—=0=meR
r——00 —e~ T —00
e
lim (f(x) —ma)= lim z?%e” = (+o0) -0 = indet.
r——00 r— —00
2
= lim S indet.
z——00 77T 400
RC .. 2x . x
= IEEHOO = (—2) wgrzloo e 0=peR,
temos que

a recta horizontal y = 0 é assimptota a esquerda ao grafico de f.

(c) Esboce o gréfico de f e indique qual o seu contradominio.

Resolugdo. A Figura 23 apresenta o esbogo do gréfico de f. O seu contradominio é

f(R) =[0,7/2[ .

-2

FiauraA 23. Esbogo do grafico da funcdo f do Exame Tipo.

III 2. Calcule lim,_,;+ (logx)* 1.

97
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Resolugao. Temos que
lim+ (log z)*~! = 0 = indeterminagao.
rx—1
Tendo em conta que, para qualquer z € |1, 00|,

(10g£€)m71 _ 6log((log;p)lfl) _ 6(xfl)log(log(l’)) = lim (10g1‘)m71 — elimzﬂﬁr(x*l)log(log(l’))

r—1

)

podemos determinar o valor do limite inicial calculando o seguinte limite auxiliar :

li1111+(17 — 1) log(log(z)) = 0 - log(log(17)) = 0 -log(0") = 0 - (—00) = indet.

oy lollog(@) oo

= = = indet.
et 1/(x—1) oo | nee
1/
RC i log(f:) . (I - 1)2
= lim —————— =— lim ———
-1t —1/(x —1)2 z—1+ zlog(x)
—1)2
=— lim (337) = —— = indet.
z—1+ IOg(I) 0
RO gy, 2D 2:0_ 4
z—1+  1/x 1

Temos assim que
lim (logx)z—l — elimz_dJr(rc—l)log(log(z)) — 60 -1
r—1t

37. AuLA — 21 DE DEZEMBRO DE 2005

Resolugao do Exame Tipo (cont.)

IV 1. Para cada n € N, seja p, o polinémio de grau 2n — 1 definido por

n—1 1\k
pn(-r) = Z 7( ( 1) ) $2k+1 .
k=0

2k + 1)!
Mostre que
. sen(x) —pu(x)  (=1)"
by — @n+ 1)’ vneN.

Resolugao. Mostraremos por indugao que a proposigao

P(n) = lim sen(w) = pa(z) __(=1" com py(z) = Ti ((1)16-:172]”1

. 2n+1 1’ !
0 T (2n+1)! = 2k+1)

é verdadeira para qualquer n € N.
[P(1)]. Tendo em conta que

1-1

_ (=1)* %41 _ (=1° 5041 _
pl(x)_;(z T G ST
mostrar que
_osen(z) —pi(x)  (=D)! . . .sen(z) —x  —1
ili% RS R é equivalente a mostrar que Ihi% T
Esta ultima igualdade pode ser provada da seguinte forma:
. sen(x)—z sen(0)—0 0
9}51*)1% 3 = 03 =0= indet.
RO 8@ =1 L, 1zcos(@) 1L -1
z—0 3x2 3 z—0 2 3 2 3!

onde se usou o limite notavel (56).
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[P(n) = P(n+ 1)]. Assumindo como verdadeira a hipétese P(n), i.e.

. sen(z) —pp(z) _ (=1)" ,
il_)HlO At ek para um determinado n € N,

hé que mostrar a validade da tese P(n + 1), i.e.

— D, -1 n+1
;iii% sen(x)x2nfs+1(z) = ((2n _)’_ e para o mesmo determinado n € N.

Tendo em conta que

n 1k n _1\k n _1\k
pn+1(l‘)=Z (2(ki)l)!x2k+1$p;+l(x): ( ) '(2k+1)x2kzz ( 1). J}Zk,
k=0

temos que p},,(0) =1e

Py (z) = Zn: (-1* (2k)2?k—1 = 3 ix%*l

— (2k)! = (2k —1)!
I T G VL e —Z (=" okt
2 @k + 1) - 1)} 2 2k + 1)
= —pu(x)
Assim,
;i_r% sen(m)gc%fgﬂ(x) _ sen(O)Oznng(O) _ g — indet.
8 Jim cos(r) ~ P (7) = -1 = v = indet.
z—0  (2n 4 3)x2n+2 (2n+3)-0 0
he o msen@) = pla(e) -1 sen@) — pale)
z—0 (2n+3)(2n + 2)z2"*tt  (2n+3)(2n+2) =—0 x2ntl
-1 (O _
T (2n+3)2n+2) @n+1)!l (2n+3)’
onde a hipotese de inducao foi usada na peniltima igualdade. O

IV 2. Seja f: R — R uma fungao diferencidvel, tal que lim, 4 f'(x) = 0.
(a) Mostre que lim, oo [f(z +2) — f(x)] = 0.

Resolugcao. Dado = € R, podemos aplicar o Teorema de Lagrange 29.1 a funcao f restrita ao
intervalo [z, x 4 2], obtendo
fle+2)—fl@)  fl@+2)—fl=)
= = 2 .

T Y 7€), com € € w42

Temos entao que x — +o00 = £ — 400, pelo que
2) —
im LEFDZI@ o pe 0o lim (fe42)— f@) =2-0=0.

r——+00 2 §—+o0 r— 400

(b) Serd que se pode garantir que lim,_, 4o [f(22) — f(2z)] = 07 Justifique.
Resolugao. Consideremos uma funcao f : R — R, diferencidvel, tal que
f(z) =log(x), Vo €[1,4o0] .

Temos entao que
1
li ") = 1 1 "= i -=0
A S(e) = L (log@) = lp 5 =0,
mas

lim (f(2z) — f(z)) = lim (log(2z) — log(z)) = IETOO log(2) =log(2) #0.

T—+00 r— 400
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Assim, a resposta & pergunta do enunciado desta alinea é ndao.

SECGAO DE ALGEBRA E ANALISE, DEPARTAMENTO DE MATEMATICA, INSTITUTO SUPERIOR TECNICO
E-mail address: mabreu@math.ist.utl.pt
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