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1 Prefacio

A lista de problemas que o leitor encontrard nas paginas abaixo, resulta da agregagao de um conjunto
de problemas, que o autor preparou e forneceu aos seus alunos do turno de problemas, do curso de
<Célculo Diferencial e Integral I>, no primeiro semestre de 06/07 e leccionado as licenciaturas e res-
pectivos mestrados pds-Bolonha, em Bio-Médica, Fisica e Matemaética. A data de entao, os problemas
eram disponibilizados semanalmente com a nomeagao de <Fichas de Problemas> e pretendiam preen-
cher algumas das lacunas dos problemas integrantes das referéncias bibliograficas comuns no Instituto
Superior Técnico, tao bem quanto contrariar a maioritaria tendéncia do aluno em procurar receituario
com intuitos em resolver os diversos problemas que lhe sao colocados. Como causa natural do objectivo
declarado, alguns dos problemas poderao apresentar dificuldades, ajuizadas por o aluno iniciado em
andlise matematica, com caracteristicas de eventual exagero. Cumpre acrescentar, que nas paginas
abaixo o autor nao considera qualquer sinalética de hierarquizagao do grau de dificuldades dos respec-
tivos problemas. Justifica-se por intermédio de confessa inabilidade em obter classificagdes relevantes,
e por julgar de interesse avaliar as capacidade do aluno em reconhecer as distintas dificuldades dos
problemas que intenta solucionar.

2 Os numeros reais

2.1 Légica. Operagoes informais com conjuntos.

1. Considere a, b nimeros reais fixos. Determine o conjunto das solucoes reais das seguintes inequagoes:

a) @) > reR; b)m>l; ¢) 1+ cosx + cos(2z) > 0;

cos?(z)+1 sin x

d) cos’z—3cosz+2<0; e) (2 —|z]-2)tanZ <0; f) 2] < [2% —1|;

g)\(rz—l)Q—l\gl; h) [z —al+ [z —b] > 1; D) e = al + ||| = b = 1;
Dl0z—al—|z—b >1; k) n® —9n3 +8<0,neN; 1)%%.

2. Escreva cada um dos seguintes conjuntos na forma de reunido de intervalos:

a) A={z e R\{0}:sind1 >0} ; b) B={zecR\{0}:sin(L—2z)+sin(L+2)>2sin(1)} ;
c) ANB; d) AUB;
e)Co={zeR:e*+e*>a}; {)D,={zecR:e*—e*>a},acR.

3. Decida qual o valor l6gico das seguintes proposicoes:

a)heh; b)dcCh;

) Voo v €0 d) Veep z €0

€) VocgTnenImen, L €Z; ) FnenVocoImen, St € Z;

g) Hmevame@aneN%,:w) €Z; h) Voer\(oy 7€ Q= (z+ 1) € Q;
i) Voer\ioy (2 +2) €eQ=2€Q; j)Voeryoy z€Q& (z+121) €Q;
k) Voer+ InenVyert 2 <n+y; 1) InenVeoert+Vyert T <n+y;

m) Vyer+Veer+Inen T < n+y .
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2.1

Légica. Operagées informais com conjuntos.

4. Define-se o factorial dum nimero natural usando a recorréncia

ol=1, (n+)!=m+1)n! ,neN

Se 0 < k < n o coeficiente binomial (}) é dado por n!/k!(n — k)!. Usando manipulagoes algébricas
prove que:

Do) =@+ G0 k=1

i) ()= (1) k=000

Defina a soma

Pu(j)
Mostre sucessivamente que
i) Po(j)=(-1)/(";1),j=0,---,n—1;
iv) P,(n)=0.
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4 2.2 Indugao Matemaética

2.2 Indugao Matematica

1. Mostre por indugao matematica as seguintes igualdades:
a) > = e Ny
b)Z?:IJQZM’nGI\h;
c) (177')2?;017'3':1fr”,n€N17r€]R;
Q) Q=2 G+ =1—(n+ 1"+t neNyreR;
e)4" —1e€{3k:keN},neN;
f)3" —1€{8k:keN},neN;

sin 22+l p

g) 5 + 2y cos(jr) = Tgte

2

,n € Nj.

2. Defina ¢, (z) = cos (nz), x € R, n € N.

i) Prove que existe T}, um polinémio de grau n, com coeficiente de grau n dado por 2"~ !, usualmente
designado por polinémio de Tchebichef, tal que ¢, (z) = T),(cos z).

Sugestao: Considere as férmulas trigonométricas para o coseno da soma e retire a equacao tn4+1(x) +
tn—1(x) = 2t,(z) cos z.

2n—1
n

=2 (x - (23)) o (oo (22) )22

3. Considere a soma finita

ii) Mostre que os ntimeros cos (£ Z),cos (22),--- ,cos ( Z) sdo zeros de Ty, e conclua que

Qn—iCZ),neN.

k=0

i) Usando as propriedades dos coeficientes binomiais

n n—1 n—1
(k)_( P )+(k1),n,k€N1,k<n,

mostre que @, = 2Q,_1, n € Ny ;
ii) Prove por indugdo que @, = 2", n € N.
4. Considere a sucessao definida por recorréncia 1 = 1, Tny1 = \/2y/Ty.
i) Usando indugdo matemdtica prove sucessivamente que:

a) 0<uz, <2;
b) x, é mondtona estritamente crescente .
ii) Mostre que (z, — Tn—1 <0) = (Tns1 — Tn < 0),Vhen,. Explique porque é que o principio de

indugdo matemadtica nao permite obter resultados contraditérios com a alinea ib), i.e, concluir
que x, também é estritamente decrescente.
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5 2.3 Axioma do supremo

2.3 Axioma do supremo

1.Sejam A e B subconjunto nao vazios de R. Definindo os conjuntos AMA ={Aa:a € A} e A+ B =
{a+b:a€ A, be B}, mostre sucessivamente que

i) supA=—inf—Aeinf A=—sup—A4;
ii) supAA = Asup A, e inf AA = Xinf A, se X > 0;
iii) sup A+ B =sup A + sup B.

2. Considere subconjuntos nao vazios A, B C R tais que Ve 4, e @ < b. Mostre que J4crVoca,pep ¢ <
5 < b. Em que condigoes existe um unico s € R verificando Voca,pepa <s < b7

3. Considere um conjunto de indices I e uma familia de conjuntos nao vazios A; C R, j € I.
i) Se os conjuntos A;, j € I sdo majorados por um numero real fixo entdo
sup U Aj =sup{supA;: jel}.
Jjel
Justifique que se I ¢é finito entao o supremo na férmula anterior é maximo.
ii) Se os conjuntos A, A2 C R sao majorados e A1 N Ay # () entao
sup A1 N Ay < min {sup Ay,sup Az} .

Suponha que sup A; = sup A, = 0. Mostre através de exemplos que nas condigdes do enunciado
é possivel que sup A; N Az seja um qualquer nimero no intervalo | — 00,0 ].

Da alinea i) no exercicio 1, retire formulas para o infimo da unido e intersec¢ao de conjuntos.

4. Dados subconjuntos nao vazios A, B C R defina AB = {ab:a € A,b€ B}.

i) Através de exemplos, mostre que é possivel os conjuntos A e B serem majorados e AB nao ser
majorado.

ii) Suponha Ae B majoradose A C R}. Prove que AB é majorado e sup AB = max {inf Asup B,sup Asup B}.
Mostre igualmente que é possivel A e B nao terem méximo e AB ter maximo.

5. Uma fungdo f : X — R com dominio nao vazio diz-se limitada superiormente se existe C' € R
verificando f(z) < C, z € X, e diz-se limitada inferiormente se —f é limitada superiormente. Se
A C X é um subconjunto nao vazio e f é respectivamente limitada superiormente e inferiormente,

define-se sup,c 4 f =sup f(A) e infyca f = inf f(A), com f(A) = {f(z) :x € A}.

i) Utilizando o resultado na alinea ii) do exercicio 4, mostre que dadas fungdes f,g : X — R
limitadas superiormente e tais que f(z) > 0, x € X, entdo

sup fg < max{supfsupg, inf fsupg} .
Tz€EA Tz€A z€EA €A zcA

Fornega exemplos mostrando que é possivel a desigualdade anterior ser estrita;

ii) Se f:X — R éuma fungao limitada superiormente e nao negativa entao sup,¢ 4 % = (Supye L£])2.

6. Um ntimero real ndo nulo 7' diz-se um periodo da funcéo f : R — R, se f(z+T) = f(z), x € R.
A funcédo f diz-se periédica se tém um periodo.
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2.3 Axioma do supremo

ii)

iii)

iv)

Mostre que T é periodo de f sse —T é periodo de f. Mostre igualmente que se T, T, sao periodos
de f e Ty + 1> # 0 entao Ty + To é periodo de f.

Usando indugao matematica prove que se T' é periodo de f entdo nT, n € Ny é um periodo de f.

Defina Ty = inf {T' > 0 : T é periodo de f} e suponha que Ty > 0. Conclua que Ty é minimo e o
conjunto dos periodos é dado por TyZ.

Considere a fungao de Dirichelet

_ 17 .TEQ,
D(x) _{ 0, zeR\Q.

Mostre que D(z) tem qualquer niimero racional nédo nulo como periodo. Em particular Ty = 0.
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7 2.4 Sucessées de termos reais e limite

2.4 Sucessoes de termos reais e limite

1. Considere polinémios p,, () = apz™ + -+ ag € G () = bypx™ + - - - 4 by respectivamente de graus
n e m, n,m € N. Suponha ¢,, ndo identicamente nulo e determine

lim _pn(k:)
k—o0 qm(k)

2. Mostre que todas as sucessoes mondtonas tém maximo ou minimo. Fornega exemplo duma sucessao
limitada sem méximo nem minimo e finalmente demonstre que se uma sucessao converge a 400 ou
—o00 entao tém respectivamente minimo ou maximo.

3. Seja z,, n € N a sucessao definida por recorréncia 1 = 1, Tp41 = +/24/Z,. Tendo em conta o
exercicio n° 4 da Ficha 2, justifique que x,, é convergente e calcule o seu limite.

4. Seja x, a sucessao de Fibonnaci, i.e. a sucessao definida por recorréncia da seguinte forma

X1 = X9 = 1
Tn4+2 = Tp4l + Tn.

Tnt1

Considere a sucessao v, = -
n

i) Mostre que v, satisfaz v1 =1 e vp41 =14 1/vp,.
ii) Usando indugdo matemédtica mostre que

(Ugn — Vop—1 > 0) N (Ugn+1 — Vo < 0) s VneNl . (1)

iii) Mostre que vq, € estritamente decrescente, va,4+1 € estritamente crescente e v, ndo é monétona.
Sugestao: Mostre que vont2/van < 1 sse vapt1 — van < 0.

iv) Razoado nas alineas anteriores justifique que v, € vg,+1 S0 convergentes e calcule limwvy, e
lim vgp41. A sucessdo vy, n € N é convergente?

5.
Seja x,, n € N; um infinitésimo nao identicamente nulo e considere as sucessoes
Yn = min{'““ll?"' 7|1‘n‘}
n € Nj.
Zn = max{|w1\,~-- ,‘$n|} ’ !

Mostre que:

i) yp 6 infinitésimo;

il) 2z, é constante a partir de certa ordem e o seu limite é positivo.
6. Considere uma sucessio x, > 0, n € Nj.

i) Suponha que existem a,b nimeros reais ndo negativos verificando a < b e a < zj11/z; <
b, 7 € N;. Usando indugao matematica mostre que x,, € [xla"_l, xlb"_l} , n € Ny,

ii) Da alinea i) conclua que se lim x,,1/2, existe entdo lim {/x,, existe e lim /z,, = im 41/,

7. Considere uma sucessao z,, > 0, n € N; convergente em R. Defina a média geométrica dos primeiros
n termos de z,,, i.e. defina u,, = {/z1.- - .z,. Usando o resultado no exercicio 6 mostre que a sucessao
u, é convergente e limu,, = limz,. Se z,, = 2+ (—1)", n € N; justifique que limu,, = V3 mas z, é
divergente.
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8 2.4 Sucessées de termos reais e limite

8. Considere uma sucessao de termos positivos x,, n € N tal que « := lim {/z,, existe. Demonstre
que limz,, = 400, se @ > 1, e limz,, = 0, se a < 1. Verifique sucessivamente que:

i) sex,=x>0,n¢€Nentao lim /z, =1elimz, =z € R;
i) sex, = 2_‘/57 n € N; entao lim ¢/z, =1 e limz, = 0;
iii) se x, = 2V" e N entdo lim Yo, =1elimx, = +o0;
iv) se z, =24 (—1)", n € N entdo lim {/z,, = 1 e limz, nao existe.

9. Considere polinémios p, g tais que o coeficiente do maior grau de g(z) é positivo e p ndo é constante.
Definindo p,(z) = p(z) — p(a), mostre que lim *"Y/q(n) existe em R sse lim **“{/q(n), a € R existe.

i) Mostre que se p é polinémio de grau 1 entdo lim *"Y/q(n) = 1.

ii) Considerando a igualdade r°™/g(n) = 1/ "“Y/q(n), sendo r um polinémio de grau inferior

ao grau de p, prove por indugdo matemdtica que para quaisquer polindmios nas condi¢ées do
enunciado tem-se lim *"{/q(n) = 1.

10. Sabe-se que se T, Yn, n € N sdo sucessoes tais que z,, n € N é convergente em R e lim |y, | = oo,
entao

lim (1 + —") = eliman, (2)

Yn
i) Suponha limy, = 4oo e indique justificando como reescrever (2) nos casos limz, = +0o ou

lim x,, = —cc.

ii) Baseado em (2) forneca exemplos de sucessoes un,v,, n € N com as propriedades limu, =
1,limv,, = +00 e tais que:
a) limulr = 4o0;
b) limul" =z, z € RY;

¢) limu?" nao existe.

11. Calcule os limites das sucessdes com os seguintes termos gerais ou justifique que nao existem:

2
14 : 14n? . L\ S T L
a) m 5 b) 1+(_1n)nn2 ) C) (1 + n_—}-Z) ’ d) (1 N 2"2+2) ’
e) %, peN; f) @ a>0peN; g) ot ; h) i a € R\{0}
. abm N n! n!
)2 a,beRY; J) Va1 0,abeRY s 1) (T4 w)™ s m) (1)
2 3
1-1)" +3)" V™ —n :
n)%; 0)%; p) S a) e (1+3)"

12. Prove que as sucessoes mondtonas sao convergentes em R sse possuem uma subsucessao conver-
gente em R.

13.

i) Mostre que o conjunto dos sublimites em R de z,, n € N é subconjunto de {—o0,+o00} sse
Tn, n € N nao tem subsucessoes limitadas.

ii) Fornega um exemplo duma sucess@o sem subsucessdes limitadas.
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9 2.4 Sucessées de termos reais e limite

Justifique que o conjuntos das sucessOes sem subsucessoes limitadas coincide com o conjunto das
sucessoes sem subsucessoes convergentes em R.

14. Mostre que o conjunto dos sublimites duma sucessao de termos num conjunto finito, coincide com
o conjunto nao vazio dos termos infinitamente repetidos.

15. Fixe uma sucessao x,, n € N e forneca exemplo duma outra sucessao y,, n € N tal que o conjunto
dos termos {z, : n € N} é um subconjunto dos termos infinitamente repetidos da sucessao y,,, n € N.
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10 2.4 Sucessées de termos reais e limite

2.4.1 Algumas resolugoes
4 1)

Claramente v; = 1. Para terminar observe que

4 i)

De (3) concluiu-se

1 1
Un4+1 —Up = — —
Un Un—1

, n € Ny. (4)

Para n € Nj fixo suponha-se (ve, — v2n,—1 > 0) A (vap41 — V2, < 0). Claramente v, > 0,V,¢en,. Da
hipé6tese de indugao e de (4) obtém-se

1 1
- —>0.
Voan+1 Van

V2(n41) — V2(n+1)—-1 =

A inequagdo anterior e (4) tém como consequéncia

1 1
Va(n+1)+1 — V2(n+1) = - <0.
V2n+2 V2n+1
Finalmente v —v1 =2—1>0ev3 —v2 =3/2—2 < 0.
4 iii)
Da definig¢ao de v,, n € Ny
Va(n+1)  Tan43Ton  (Tang2 + Tani1) Ton
V2n Toan+2T2n+41 (T2n+1 + T2n) Tant1
Logo
V2(n+1
% <l<&e Topio2lop < l‘%nJrl & Van41 < V2p.
2n

Usando o resultado na alinea anterior mostra-se van42/v2n < 1,Vpen, , i.€. van, n € Ny é decrescente.
De forma andloga conclui-se que va,+1, n € Ny é crescente.

4 iv)

E ¢bvio que v, > 1, n € Ny. Logo vy, é decrescente e minorada (v, > 0) e em consequéncia convergente.
De (3) conclui-se facilmente v, < 2,n € N;. Logo va,,+1 é majorada e crescente e portanto convergente.
De (3) infere-se

2U2n + 1 2U2n+1 + 1

V2(n+1) = m € V2(n+1)+1 = vani1 +1 .

()

Definam-se a; = limva,4;, j = 0,1. Do teorema das sucessoes enquadradas conclui-se o; > 1 e como
Van42 € U2p43 CONVergem respectivamente a ag e o, de (5) obtém-se a; = (20 + 1) /(e; + 1). Portanto
aj = (1 + \/5) /2, 7 =0,1. Como as sucessoes dos termos pares e dos termos {mpares convergem para
o mesmo limite conclui-se que v, converge a (1 + \/5) /2.

6 ii)
Suponha a = lim &, 11 /x,. Dado € > 0 definam-se

ar(e)=a+eea_(e) =max(0,a —¢).
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11 2.4 Sucessées de termos reais e limite

Existe k € N tal que paran > k tem-se a—(€) < zpt+1/2n < ay(€). Da alinea i) obtém-se zy, Oﬁ_l(e) <

n—1

Tn < ol " (€), n > k. Portanto, para n > k
Vg, a(_n_l)/n(e) < Yx, < Yk 045:'_1)/"(6).

Conclui-se que a sucessdo {/T, ¢é limitada e do teorema das sucessoes enquadradas, que todos os
sublimites de {/Z, pertencem ao intervalo [a—(€), a4 (€)]. Como lim,_,g+ a—(€) = lim g+ a4 (€) =
da arbitrariedade de € > 0 retira-se que a é o Uinico sublimite.

11 q)

~ , _ _1\n ~ _1\n
Observe que a sucessao a,,, n € Ny é crescente. De facto {/a, =e~! (1+n~!)" easucessdo (1 +n~1)
é crescente e convergente ao nimero e [1, pag. 107]. Logo /a, < 1,V,en, € /a, é mondtona crescente.
Entao 0 < ap, < 1,Vpen, € a, é mondtona crescente. De facto

n

Van > "Rfans1 = an > (an+1) ™ > aptr.

Observe que

4n? 1 4n? 2n2

1 145 1

Agn = €—2n (1 + _> = ani( 2n )2 7 = a% (1 + 7) . (6)
2n (1+1)™ dn(n +1)

n

Em conta de sucessoes mondtonas e limitadas serem convergentes, estd bem definido a = lim a,,. Como

2n?
lim (1 + m) = /e, retira-se de (6) a equacio a = a®\/e, i.e. a = e /2.
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12 2.5 Continuidade. Diferenciabilidade.

2.5 Continuidade. Diferenciabilidade.

1.Uma funcao f : R — R diz-se limitada no ponto = € R se

Inr>oVyev. @) |f (W) < M.

Suponha dada uma sucessao 7, n € N tal que qualquer niimero racional é termo da sucessao r,,, n € N
e considere f: R — R definida por

f@y=4 o™
= 0: m#r'ruvnEN-

Mostre que a fungao f é ilimitada (nfo é limitada) em qualquer ponto z € R. Conclua que f é
descontinua em todos os pontos.

2.Seja D(z),z € R a funcdo de Dirichelet

B 1, z€Q,
D(x){ 0, zeR\Q,

feC@)eg:R— R Define-se )(z) = f(z)D(g(x)), x € R. Mostre sucessivamente que:
i) Se f(xo) = 0 entdo v é continua em xo;

ii) Se f(zg) # 0, g é continua em R e ndo constante em nenhuma vizinhanga V(xg),e > 0, entéo ¢
nao ¢é continua em xg.

3. Assumindo lim, ¢ sin 2/, da férmula trigonométrica para o coseno do dobro conclua que

. 1l—cosx 1
lim —— = —.
x—0 Iz 2

4. Determine o dominio e o dominio de continuidade das seguintes fungoes de varidvel real:

1—z? | 1422 . zt—32242 . cos? z—3cos® z+2 .
a) 1422 0 b) 1—x2 C) x2—3x+2 d) cos2 x—3cosx+2
e) 5= fasin(z); g isin(sinz); h)esmeeo?s ;
N ST eT_] tan sin (cos z—1)
1) T v J) sinz o 1) er—e~T m)

(e —1)?

Para cada uma das alineas anteriores determine o conjunto dos pontos aos quais as fun¢ées mencionadas
sao prolongaveis por continuidade.

5. Considere a funcdo f : R\ {0} - R
costr ,x < —1,

f(z) = %f(%) ,—l<x<lAz#0,
sin 2 , x> 1.

i) Em que pontos do seu dominio a funcdo f é continua?
ii) E possivel prolongar f por continuidade ao ponto 07
iii) Caso existam, calcule os limites lim, 1 f(2).

iv) Justificando determine o contradominio da restrigao de f aos conjuntos | — oo, —1], [ 1,400 [,
[—1,0[, ]0,1] e o contradominio de f.
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13 2.5 Continuidade. Diferenciabilidade.

6.Dada uma funcao limitada em todos os pontos de R, mostre que o limite

oscf (x) := 613& sup {|f(x) — f(y)| 1y € Ve(x)}, x € R,

existe. Demonstre adicionalmente que:
i) f é continua em z sse osc f (x) = 0;
ii) Supondo que f(z") e f(x™) existem, determine osc f (x).

Diz-se que f : R — R é seccionalmente continua se para qualquer z € R existem os limites laterais
f(z™) e f(x7). Supondo que f é seccionalmente continua em R define-se

O.={z:0scf(x) >¢€},e>0.
iii) Se z € O, entao existe § > 0 tal que para todo y € Vs(z)\ {z} tem-se y ¢ O..
iv) O conjunto dos pontos de descontinuidade da fungéo f é dado por UneNlO%.
v) Se f:R — R é monétona entdo f é seccionalmente continua.
f(h)—f(=h)
. .

7.Suponha f: R — R diferenciavel e calcule limy,_,

8. Verifique se cada uma das seguintes fungoes de varidvel real é prolongdvel por continuidade ao
ponto 0 e se o prolongamento por continuidade é uma func¢ao diferenciavel na origem:

W) S ) @) o) singh d) 5
e)wsinl; f)a?sind; g) e ; h) e 32 ;
i) e=cot’a j) xlog (|sinz|+1); 1) log(|sinz|+1); m)x"D(x), n € N.

Caso verifique que o prolongamento por continuidade é uma funcao diferencidvel na origem, decida
adicionalmente se a sua fungao derivada é continua em 0.
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14 2.6 Teorema de Lagrange e algumas consequéncias.

2.6 Teorema de Lagrange e algumas consequéncias.

1. Considere uma funcao f : R — R localmente constante, i.e.

VmGR E|<~:>O Vt,yeve(z) f(t) = f(y)

Mostre que f é constante em R.

Observagao: Sugere-se ao leitor que estabelega provas com e sem auxilio do cédlculo diferencidvel.
2. Considere a funcdo f(z) = z“sin (1), z € R\ {0}.

i) Se a > 1 entdo f é prolongédvel por continuidade ao ponto 0 e o seu prolongamento por continui-
dade é uma fungao diferenciavel em R.

ii) Se 1 < a < 2 entdo a funcdo f’ néo é limitada superiormente nem inferiormente em qualquer
vizinhanca da origem. Mostre que f’ verifica o teorema do valor intermédio.

De seguida f : R — R designa uma funcao diferencidvel em R, tal que f’ ndo é limitada superiormente
nem inferiormente em qualquer vizinhanga da origem. Suponha que f’ verifica o teorema do valor
intermédio e mostre que:

iii) Dado € € R existem sucesses Tn,Yn tais que limzx, =limy, =0e

lim f(@n) — f(yn) _

n Tn — Yn

.

3. Suponha f : R — R diferencidvel no ponto a € R. Mostre que se T,,y,, n € N sdo sucessoes
convergentes a a verificando y, < a < x,,, entao

lim f(@n) = f(yn)
n Tn — Yn

= f'(a).

Sugestao: Inicie mostrando que se wn, zn, n € N sdo sucessoes convergentes para a € R e ¢, é uma sucessao

limitada, entdo lim [tn,wrn 4+ (1 — tn)2n] = a. De seguida considere a igualdade

fn) = fn) _, fe) = f@) |, ) = f@) , _ wea

n
In — yn In yn -

4.Dado 0 < < 1ex,y > 0, mostre as seguintes desigualdades:

|z +y" < ot +yH] < 20 M 4yl

ot =yt < |z —yl" '
Sepu>1ex,y>0,entao

2 oty < ot 4yt < oty

|zt —yH > |v — y|" '
Sugestao: Encontre os extremos locais das fungdes [0,1] 3t — (1 +¢*) /(1 +¢)*e[0,1[ 2t — (1 —t") /(1 —6)*.
5.Uma fungdo f : [a,b] — R, a < b € R diz-se a-Holder, se

30 Ve yelan) |f(@) = fF) < Mz —y|*, a>0.

Mostre sucessivamente que:

i) Se f é a-Holder entdo é continua;
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15 2.6 Teorema de Lagrange e algumas consequéncias.

ii) Se f é a-Holder, o > 1 entdo f é diferencidvel em todos os pontos e f'(z) = 0. Conclua que f é
constante.

iii) Se f € C1([a,b]) entdo f é 1-Holder.
6. Considere a classe de funcoes
= (R) = { feC=(R): fMg limitada}.
Mostre sucessivamente que:
i) Se f e C&(R) e f(M(c0) := lim g o0 ) (x) existe entao f(™(c0) =0, n € Nj.

ii) Considere f € C* (R) tal que f’ tem dois sublimites distintos em +o0 e lim,_. 1o f(z) existe.
Mostre que f” nao é limitada.

iii) Se f € Cp° (R) e limy—o f'(2) = 0, entao lim || fM(z) =0, n € Ny.
7. Calcule os seguintes limites de fungoes reais de variavel real:

B_ g . -5
a) lim, oo T2 BeR; b) limyo o, a, 0> 0;

cxfP—1

¢) limg—oo (1+ %)Iﬁ, B>0; d) limoe (1 + %)””ﬁ, B,a>0.
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2.6 Teorema de Lagrange e algumas consequéncias.

2.6.1 Algumas resolugoes

6)

i)

ii)

iii)

Suponha f(™(c0) # 0. Sem perder generalidade assuma-se f(™(c0) > 0. Entao, dado r > 0, o
teorema de Lagrange permite concluir a existéncia de &, € |r, 2r [, verificando

FOD @) — D () = 0 (g) T oo
Como por hipétese ("~ é uma funcio limitada, a conclusdo anterior é absurda.

Sem perder generalidade, suponha-se a existéncia dum sublimite positivo de f’ em +oco. A conti-
nuidade da funcao f’ e o teorema do valor intermédio, permitem supor que f’ tem dois sublimites
positivos ¢1, ¢a tais que 0 < ¢1 < co. Considere-se € > 0 verificando

O<ci—€e<crite<co—e
Porque c; é sublimite de f’, existe ar > k verificando ca — € < f’(ar) < ca + €. Defina-se
by =inf{z:2>ar, c1 —e< f'(z) <c1+€}.
De novo, o teorema de Lagrange permite concluir que existe & € ]ag, by [ verificando
fow) = flar) = f'(&) (br — ax)

Note-se a desigualdade f'(£x) > c¢1 + €. De facto, se f/(&k) < c¢1 + €, entdo o teorema do valor
intermédio garantiria a existéncia de ¢ nas condigoes ar < cx < &k < by, e verificando ¢; — € <
f'(ck) < c1 + €, 0 que contradiz a definigdo de bg. Obtém-se

0< (1 +€) (b — ar) < (&) (br — ar) = F(br) — flar) =570,
e em consequéncia limy_,« (by — ax) = 0. Finalmente existe 0y € | ag, by [ verificando

(02 - 6) - (Cl + E) r—+4o00
—
bk — Qf

2

0] = |FE =L oo,

k— Ok

o que termina a demonstracao.

Usaremos indugio matemadtica para provar lim,_, o f™ (x) = 0. O caso n = 1 é verdadeiro por
hipétese. Por hipétese de indugio, suponha-se lim,_, o f(x) = 0. Se D tem limite em
+00 entdo da alinea i) e de f € Cf°(R) retira-se lim,_, 4o, £+ (x) = 0. Consequentemente é
suficiente considerar o caso em que lim,_, 4o T () ndo existe. Dado f(**1 ser uma funcao
limitada, retira-se do teorema de Bolzano-Weierstrass que f (n+1) tem pelo menos dois sublimites
no ponto +oc. Por hipétese de indugao lim,_, 4 f™ () existe. Logo, da alinea ii), conclui-se
que a funcio f("*2) nio ¢é limitada, contradizendo as condicdes das hipdteses. Portanto, tem-se
necessariamente que lim,_, o £ () existe e é nulo. A demonstracao termina considerando
nos argumentos acima a fungao g(z) = f(—x).
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2.7 Férmula de Taylor.

2.7 Formula de Taylor.

1.Seja f:R—R, f€ C"(R),n €Ny eacRtal que f'(a) =---= f"(a) = 0.

a) Se n é impar ou respectivamente par, e a fun¢ao f verifica
(@) (z—a)>0(<0), sex#a,

entdo a é um ponto de minimo de f (méximo) , respectivamente ponto de sela.

b) Se n é par ou respectivamente impar, e a funcdo f verifica
fM™(x)>0(<0), sex+#a.
entdo a é um ponto de minimo (méximo) de f respectivamente ponto de sela.

2. Considere n € N7, x € R e mostre sucessivamente:
i) usando indugdo matemadtica que
d7 !

aw T =

ii) Usando a formula de Taylor, deduza que
" /n
(e =3 (1)«
i=o M
iii) Finalmente, demonstre o bem conhecido binémio de Newton
" /n
ooy =3 (")
=0
3.Demonstre a seguinte desigualdade

23
xfggsinxgx, x> 0.

4. Considere uma funcao f : R — R, tal que existe n € N, e constantes M > 0, a > 1 verificando

F(@) = F ()| < Mz —y|* Vayer.
Mostre sucessivamente que:
a) a funcao f(™) é diferencidvel em R e f("+1(z) =0, = € R;

a) f(z) é um polinémio de grau inferior ou igual a n.
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2.8 Primitivagao.

2.8 Primitivagao.

1. Calcule uma primitiva de cada uma das fungoes:

a)x/ﬁJr\/g,

b) 3sinx 4 227,

2 3sinx
d - —_—
Jwe ™ °) (1 + cosx)?’
. 1
2sinz
g) e cos T, ) oo
. 1 2
J) 21 a2 1) tan®z,
) )
n ———, 0) ——,
(1 + z2)arctanx 1424
1 e’
D 132 DR raE
1 T

t 7’ u 77
)\/1741‘2 )\/172x4

1
X) m

2. Calcule uma primitiva de cada uma das fungoes:
) 22+ 1 2
a 77 —’
x2(x —1) 4 —1
x ) x
S N
2?2+ 2z+3
x® 1
h) ﬁ.
z(x® +1)

d)

& FrDE 1)

(x+1)(z +2)?’

$2

1+ a3

f) v/ 1+ 22,

0

i) tanwz,

m) cos® zsin® z,

y 1
P i)

arcsinx
S) 1 2 b
—x

1

v) (z+1)(z—2)

Em seguida, determine todas as primitivas de cada uma das fungdes anteriores (nos respectivos

dominios).

3. Usando o método de primitivagao por partes, calcule uma primitiva de cada uma das fungoes:

a) e”(e” + z), b) e*sinx,
d) arctan z, e) arcsinz,
. ()
S ) log (= +1),
8) V1+a3 Mg\ 3
1 1
j) log® z, k) 3 €08,
m) 3xv/1 — z? arcsinz, n) w,
sin® z

Ipessoa@math.ist.utl.pt
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c) xde™,

f) z(1 4 2?) arctan z,

i) 2% log?

1) cos2zlog(tan x),

1
(22 +1)2°

0)
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2.8 Primitivagao.

4. Utilizando substituigoes apropriadas, determine uma primitiva de cada uma das seguintes funcoes:

e4x

e2r 41’
VT —1
Yr+1’
1 —tanx
1+tana’

a)

d)

g)

) log x
! z(logz — 1)2’

k)

1

by -

Y1+ Vat)

) r—1
e) x| ——
Vaot+1’

CcoS T
) et
V14 sin“x

1

1+sinz +cosx

—_

Va1

5. Determine, usando a substitui¢ao indicada, uma primitiva de cada uma das fungoes seguintes:

a) secz, t =sinzx, b)
N
c) 7433, x = cost, d)
T
Vi 1
e)L,x:tfsfl, f)
1+ Va+1
) —— in?
————, r =sin"t,
& Va(l—zx)
1
i) , v+ 1=tant, j)

(z+1)2vVa2 +2x+2

222 — 1

V1—e®

sinx

, T =sect,

,t=+vV1—e%,

T
n— ==t,

. a.
1—sinz’ 2

h)V1—2z—2a2, z=t—1, t =+ 2sins,

14 3cos?2z’

t = cosx.

6. Determine, utilizando métodos de primitivagao adequados, uma primitiva de cada uma das seguintes

fungoes:
a) |zl,

d) sin(logz + 1),

) 1+log’
& xz(1+logx)’

j) coszlog (1 + sin? ),

n) cos®x,

q) z(arctanz)?,

1
b) x arcsin —,
x

e) cos® zV/sinz,

3sinx + 3
cosx + sin 2z’

h)

zlogx

D=

0) cos’ z,
1—=z
1
1) wlog

c) \/1+x,

f) /zarctan v/,

—x

) €
[ P
e2r — 2er 4+ 2’

1+x

1+’

1
8 4 26’

1

(x+1)(z+2)(z+3)°

m)

p)

s)

7. Mostre que, para n € Ny, é vélida a seguinte férmula de recorréncia:
P(log™ |z|) = xlog" |z| — nP(log™ ! |z|), = # 0.

Aproveite o resultado anterior para calcular todas as funcdes F(z) tais que F'(z) = log? ||, e
que verificam a condicdo F(1) + F(—1) = 0.
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20 2.8 Primitivagao.

8. Utilizando o método de primitivacio por partes, determine primitivas das funcoes sec® z e sec? z.

Mostre que, para inteiros n > 2, é valida a expressao

P(sec™ z) =

-2
1 tanzsec” 2 x + %P(sec’“2 x).

9. Determine uma funcao ¢ : R — R que verifique as condi¢oes seguintes:

x

" € . ’ . ™
W) = e A Y@ =1 lim (@) =5
10. Determine a fungéo v :] — 1, +oo[— R que satisfaz as condigdes
V@) = o Vas 1, 9(0) =¥/(0) =1
1+z y Va>—1, .

11. Prove que a fungdo de Heaviside ndo € primitivivel em R. Sugestdo: Argumente por reducio ao

absurdo.
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21 2.8 Primitivagao.

2.8.1 Solucoes

1.
2 1
a) V23, b)3cosx+§m3, c) glog{1+x3|,
1 _ - 3 1 3/2
d) ——e™" S — f) = (14 22
) 2¢ e)l—i—cosz’ )3( )T
1 ..
g) 5625”””, h) —log(l +e™7), i) log|cosz|,
i) arctan —— ) tanz — z m) = sintx — lsin6 x
J \/— \/— ) 4 6 )
1
n) log | arctan z|, 0) 3 arctan (a:Z), p) 2arctan(y/z),
1 1 2
q) \/—garctan (\/g:zt), r) —arctan | —e” |, s) =4/ (arcsinz)3,
3 2 2 3
1 1 w2
t) — arcsin(2x), u) —= arcsin (\/51‘2)7 v) log ¢/ | ——|,
) 3 arcsin(2) )57 ) log ]| =5
1
X) — .
z+1
2.

a) 2log |z — 1| — log || + 1, b) z + log |Z1| — Larctanw,

w+1

c) ﬂ—4 + %2 + tloglz? — 1|, d) 3log(z?+ 2z +3) — @ arctan [@(m + 1)}7

e) log ;ﬁ —ﬁ, f) +10g|x+1\+1+1,
g) 57 (8log|a® 4 8| —log|a® +1]), h) log|z| — 5(365“)
Exemplo de solucao da segunda parte de 2.:
2log(z — 1) —logz + 1/ + K, se x > 1;
a) 2log(l —z) —logz + 1/x + Ko, se 0 <z <1

2log(1l — z) —log(—z) +1/x + K3, sexz <0,

em que K, K5, K3 sao constantes reais arbitrarias.
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22 2.8 Primitivagao.

a) e®(e® + o — 1) —e2%/2, b) e*(sinx — cosx)/2,
) e " (a2 +1)/2, d) zarctanz — 1 log(1 + 2?),
e) xarcsinz + 1 — 22, f) $(1+2?)?arctanz — /4 — 23/12,
g) 223V1+a3 — 3(1+2%)%/3, h) zlog(1/xz + 1) + log |z + 1],
i) "’3—3 log® z — %1‘2 log x + 22—7333, j) zlog® x — 2z log x + 2,
k) —1sinl—cosl, 1) 1 sin(2z)log(tanz) — z,
m) — (1 —22)%?arcsinz + 2 — 23/3, n) — s +log|tan |,
0) e + 1 arctan .
4.
a) 2% — Llog (e** +1), b) 2 arctan Va2, c) 2v/z — 1 — 2arctan/x — 1,
d) Say/z — 8Va® — 3Va? +2y/x — 3z — 6y — 3log |1 + /x| + Garctan ¥z,
e) @(x72)+%10g|x+\/a:27+1|, f) —2arctan/1 — z,
g) log|cosx| + log|tanz + 1|, h) log (sin:r + /1 +sin? x) ,
i) %m—i—%arcsmx, j) log|log—1|—logﬁ,
k) log |1+ tan%| .
5.

1 14sinx
a) 2 IOg ’ l—sinx

, b) /1 - %, c) —%(%—1)3/2, d) —2arcsiny/1 — e,
e) S(x+1)7/0 = S(x+1)"0 +2(x+1)Y/2 — 6(x + 1)/ 4 6 arctan(z + 1)1/,
f) —x +tanz +sec, g) 2arcsin/z, h) 3(1+ 2)V1 -2z — a? +arcsin1+72$,

i) — ﬁwg)ﬂ + 2z + 2, j) — @arctan (\/gcosa:) .
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23 2.8 Primitivagao.
6.
a) szl b) m—; arcsin 3 + %(xQ —1)%/2,
) 3(14+vx)*? — L1+ Vx)*2, d) Zsin(logz + 1) — £ cos(logz + 1),
e) %(sinx)3/2 — ?(Sinl‘)”z, f) %x?’/z arctan /z — +z + % log(1 + ),
g) logz —2log |1 + log x| — —1+120gw’ h) log ‘ —1;2Sfilnxx ,
i) 5 — %e‘x — 411 log(e?* — 2¢% + 2), j) sinzlog(1 + sin®2) — 2sinx + 2 arctan(sin x),
) —v1—22logx +V1—22— %log‘}fi Vt—:; , m) 2Vad —x+4V4 — 4log(yx + 1),
n) sinz — §sin’®z,, 0) 3z + Lsin2z 4 £ sinda,
P) — 55 + 323 — + —arctanz, q) 12’”2 (arctanz)? — zarctanz + 3 log(1 + %),
— z—1)(z+3)°%
r) %(xzfl)log’h—i , s) 15 log % )
zlog® |z| — 2zlog|z| + 20+ C, sex >0
. ’ d R.
7 zlog? |z] — 2zlog|z| + 22— C, sex <0 onde €' €

9. log(l14+e™)+ 3.
10. (14 z)log(l+x) + 1.
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2.9 Integral de Riemann. Teorema fundamental

5. Considere uma funcao limitada f : [a,b] — R. Mostre que se existe ¢ € [a,b] e dy > 0 tal que para
todo 0 < & < ¢ verifica-se f € Rla,c—d] e f € R[c+d,b], entdo f € Ra,b].

6. Considere fungdes f,g € R [a,b] . Mostre sucessivamente que:

i) f2eR]a,b].

ii) Em conta da igualdade 2fg = (f + g)2 — % — g2, conclua fg € R[a,b].
Sugestao: Para i) note que SUP[,. o] 2= (sup[l,j’IHl] IfD? a < zj < xj41 <D

7. Considere uma fungéo f € C' (R) e no seu dominio defina

s

T+1t)— f(¢t
%(x):/ fla+t) = f) 4

s '
i) Mostre que se f(z) e fi(z) existem, entdao 1)5(x) estd bem definido;
ii) Se f(z) = |z|*, 0 < a < 1 entdo 15(0) ndo esta definido.
8. Calcule

2 -1 1
a) —dx, b) —dx, c) log zdz,
€T _9 X 1

2

1
1 ™ /3 t
d) Vxdx, e) / sin® u du, f) / 8aﬁdaz,
-1 0 0

1+sin’z

w/3 sin 2 1 1 1
g)/o Lﬁdw, h)/o log(1 + v/x) dx i)/o malrctanacdac7

1+sin®z

1 1 ™ 2
j) / e“sinz dr, 1) / e” sinw dz m) / COS I COS (x — g) dzx .
—1 —1 0

9. Calcule as areas dos seguintes conjuntos:

)
YERZ:22>0, y>ux, y>ad, y<dax},
) ER?:z| + [yl <1},

d) {(z,y) € R* : max{|z|,y|} <1},

ta? +y? STAfal + 1yl > 1},

A}?
QR w
m
s
o

)G]RZ:OSyglogx/\xSa},a>l.

Para as trés ultimas regies acima, determine o comprimento da linha que serve de fronteira a regiao
em causa.

10. Determine a area da regiao plana delimitada pelo grafico da fungao arccosz, pela recta tangente
ao grafico da fungéo arccosz no ponto (0,7/2) e pela recta de equagéo cartesiana y = 0.

[2° Exame AMII 05/07/06]
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25 2.9 Integral de Riemann. Teorema fundamental

11. Determine as derivadas das fungoes seguintes:

T 27 2
a) / sin(t?)dt, b) / cos(t?)dt, «c) / e at ,
1 T T

d) /:2 eV dt, e /Ix4sin(\/i)dt.

2

12.Sejam f:R+— R e g: R — R duas funcoes continuas tais que, para qualquer z € R,

"y =2 / Cryar,

/:;g(t)dt:O.

i) Mostre que f é uma fungdo par e g é uma fun¢do fmpar.

ii) Fornega exemplos de fungoes f, g : R — R, integraveis em todos os intervalos limitados de R, que
verificam as igualdades anteriores e que nao sejam par nem impar, respectivamente.

13. Calcule os seguintes limites:

arctanx
i) lim z sin(t?) dt
T—+00 )2

7 teVe dt

i) lim 50—
w0t [ VE 1) dt

14. Considere uma fungao f € C(R) e mostre que

T—+00

1/x v
lim <1+ f(@®) dt> =l
0

15. Considere uma funcao g : R — R diferencidvel. Calcule

fwarctan x g(t) dt

lim 5

x—0 X
[2° Exame AMII 05/07/06]

16.Seja f : R — R uma fungao periédica com um periodo 7" > 0. Suponha f integravel em intervalos
limitados e fechados de R, e considere as fungoes

x+T T
F(x):/ F(t) dt e G(x):/o F(t)dt, x € R.

Mostre sucessivamente que:
i) Se f € C(R) entdo F é uma funcdo constante em R.

ii) F é identicamente nula sse G é periédica de periodo T

| |
[ [ aes

Sugestao: Use uma substitui¢do de varidavel adequada.

17. Mostre que
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18. Determine o dominio, intervalos de monotonia e extremos locais das fungoes:
2

T Y e’ 1
a) f(x) = e ¥ dt, b)g(z :/ —dt
) 1= [ Jo@ = [ o
19. Considere a funcao

OES S

0 ,sex=0
a) Justifique integrabilidade da fungdo f, em qualquer intervalo limitado de R,

b) Definindo ¥(z) = foz f(s) ds, justifique que se trata de uma funcao diferencidvel em R, e calcule
U'(z), z € R.

+4

dt .

20. Considere a fungéo de varidvel real definida por ¢(z) = f; |t1‘i;2

a) Calcule os zeros e o sinal de v ;

b) Mostre que ¥(x) < %maxte[o’l] log (i—fj) ,Vier.
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