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ANALISE MATEMATICA II

Exercicios Suplementares 5

(Eng® e Arquitectura Naval, Eng® Civil, Eng® do Territério)

Formula de Taylor.

1. Demonstre a seguinte desigualdade

23
wfggsinzgz, xz > 0.

(Sugestao : aplique a férmula de Taylor de primeira e segunda ordem.)

2. Considere uma funcao f : R — R, tal que existem n € N e constantes
M >0, a > 1 verificando

FP (@) — fO ()| < Mz —y|* Vo yer.

Mostre sucessivamente que:
a) f(™ ¢ diferencidvel em R e f("1(2) =0, z € R;
b) f(x) é um polinémio de grau inferior ou igual a n.

3. De seguida pretende-se fornecer uma prova do bem conhecido binémio de
Newton

n
(a—i—b)n:Z(ﬁ) i n,j€N,j<n,abecRI (1)
=0 M
Dividimos a prova nas seguintes etapas:

a) usando inducdo matemética mostre que

& !
A L

T !(1+w)”7j;

(n—7)

b) por intermédio da férmula de Taylor, retire da alinea anterior que

(1+2)" :zn: (Z)xj, T €R;

=0

TNo binémio convencionamos 0° = 1.



c¢) da alinea anterior deduza a férmula (1).

4. Seja f : R — R e a € R. Suponha que f(™(z) existe para todo o z € R, e
que f'(a) =--- = f"(a) = 0.
a) Se n é impar e a fungdo f verifica

f(")(a:)(x—a)>o (<0), sez#a,

entdo a é um ponto de minimo (méximo) de f.

b) Se n é par e a funcio f verifica
f™M (@) >0 (<0), sex#a.
entdo a é um ponto de minimo (méximo) de f.

m2+y2)/4)\t

5. Mostre que a fungao u(z,y,t) = t=1e( satisfaz a equacgao

ou _) [82u 0%u

a ax2+ay2:|,t>0.

6. Seja f € C? (RQ) uma funcdo com valores em R, e que satisfaz a equagao:
o*f o°f
— 4+ —= =0. 2
Ox? + Oy 2)

Considere g : R? — R, g(u,v) = f(u? — v, 2uv). Mostre que g satisfaz (2).

7. Mostre que nio existe nenhuma funcéao real f € C? (RQ) , tal que :

of . of _
a(o,y)——blny, e 8y(arj,O)—e )

8. Determine a férmula de MacLaurin de 2% ordem das seguintes fungoes:
a) f(z,y) = e”siny,

Z,Y) = COS T COSY,

,y) = cos (vy),

) l(z,y) =sin(z+y).

o,

9. Determine o polinémio de Taylor de segunda ordem, relativo ao ponto (2, 1),
da fungao v (x,y) = y®. Deduza um valor aproximado de (0,95)*01.

10. Escreva a funcao polinomial h(z,y,2) = 2% + y* + 2% + 22y — yz — 4w —
3y —z+4 em poténciasdex — 1,y —1le z — 1.

11. Considere uma func¢ao f : R? — R verificando a equacio (2). Suponha que
o determinante da matriz hessiana H, ,f, é nao nulo, i.e., det H, .y f # 0, se
(x,7) € R? é um ponto de estacionaridade de f. Prove que f ndo tem extremos.



12. Sejam ¢ : R — R e ¢ : R? — R funcoes de classe C2. Considere a funcio
composta f =1 o p, e mostre sucessivamente que:

a) se ' (p(z,y)) = 0, entéo (z,y) é um ponto de estacionaridade para a fungéo
f e os critérios de 2% ordem néo sao conclusivos para determinar se (z,y) é ponto
de extremo da funcao f;

b) se ¢(x,y) é ponto de extremo da funcdo ¢ entdo (z,y) é ponto de extremo
da funcao f;

¢) verifique que é possivel ¥'(¢(0,0)) = 0, o ponto ¢(0,0) nao ser ponto de
extremo de 1, e no entanto (0,0) é extremo de f.

(Sugestdo : considere 9 (u) = u®, e ¢ verificando ¢(x,y) > 0, com (0,0) = 0.)



Solugoes
8.
a)y+yr b)l+1i(22+y?) o1 d)z+y.

9. O polinémio de Taylor de 2% ordem de 1 é 1+2(y—1)+(z—2)(y—1)+(y—1)%
O valor aproximado de (0,95)%%!, dado pelo polinémio de Taylor de 2% ordem
é1,001.

10. (z—1)2+(y—1)2+(z—-1)2+2x—-D(y—-1)—(z—=1)(y—1)



