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Diferenciabilidade.

1. Considere a funcao f : R — R, definida através da expressio

=1 " (xx+yy) se (¢,y) # (0,0),
0 se ('r7y):(0,0)

a) Calcule as derivadas parciais de f.
b) Mostre que as derivadas parciais de f néo sdo continuas em (0, 0).

¢) Determine, caso existam,

92 f 0 [of 9% f 0 [of
500y 00 = 50 [8;/} (0,0) e 8y8x(0’0)_8y[8:ﬂ] (0,0).

2. Considere a fungio f: R?\ {(0,0)} — R definida através da expressio

2
‘ 5 sin(z? + ).

_ Y
f(x’y) - (£U2 +yg)

a) Supondo que f é prolongével por continuidade a (0,0) e que F : R* - R
é o seu prolongamento, determine F'(0,0).

b) Mostre que f é prolongdvel por continuidade a (0,0).
c) Determine D(,, ,,)F(0,0) com vy, v # 0, e verifique que

D, 1,y F(0,0) # VE(0,0) - (v1, v0).

d) Justifique que F' ndo é diferencidvel em (0, 0).
3. Seja g : R*> — R definida por
A
——— arcsin(x se (z, 0,0),
sy | ) e (r.0) # 0.0
0 se (z,y) = (0,0).

Estude a diferenciabilidade de g na origem.



4. Seja ¢ : R?® — R?, diferencidvel em (1,2) tal que D y(1,2) = er e
D_11)¥(1,2) = 2es — e;. Calcule a matriz Jacobiana de ¢ no ponto
(1,2).

5. Em R? sejam r(z,y, 2) = (2,9, 2) e r(x,y,2) = ||r(z,y, 2)|.
a) Mostre que Vr(z,y, z) é um vector unitdrio com a direccao de r(x,y, 2).
b) Mostre que V(r") = nr"~2r, se n é um natural positivo.
¢) Encontre um campo escalar f tal que Vf = r.
6. Sejam f:R? — R? e ¢g: R® — R? tais que
f(z,y) = e*T?e, +sin(y + 27)es,
g(u,v,w) = (u+ 20 + 3w)e; + (2v — u?)es.
a) Calcule as matrizes jacobianas M, ) f e My w)9-

b) Determine a fun¢ao composta h(u, v, w) = f[g(u,v,w)], e calcule a matriz
jacobiana My 4 w)h;

¢) Usando o teorema da derivacdo da funcao composta, calcule a matriz ja-
cobiana My, 4 w)h-

7. Sejam f : R® — R? e g : R? — R® duas funcoes tais que g(z,y) =

(e$y7ew2y,xy) , f ¢é diferencidvel em R?, toma o valor (1,0) em (1,1,0) e

0 1 1
M(l,l,())f: |: 1 1 0 :| .

Justifique que g o f e f o g sdo diferencidveis e identifique as aplicagoes
(9o f)'(1,1,0) e (fog)'(1,0).
8. Calcule F'(t) e F"(t) nos casos em que a fungdo F : R — R é dada por

a) F(t) = flg(t)], com f(z,y) = 2% +y°, g(t) =te) + t%es,

b) F=fog, com f(z,y) = [ 7 " e’ du, g(t) = (cost,sint),

9. Seja f : R — R uma fungao diferencidvel. Mostre que u(z,y) = f(xy),
satisfaz a equacao
o o
T oz y(’?y -
10. Seja F' : R®* — R, diferencidvel em R?, tal que %—f # 0 em R?. Seja
p: R? — R, diferencidvel em R?, tal que

F(x,y,¢(x,y)) = 0. (1)

Determine as derivadas parciais de ¢ em funcao das derivadas parciais de
F.

(Sugestao: derive ambos os membros de (1) em ordem a x e a y).



11. Considere f : R? — R uma funcdo diferencidvel e homogénea de grau a, i.e.

tal que
F Az, Ay) = A" f (2,9) , Vaer\ {0}, (z.y)eR2-
i) Mostre que as fungoes derivadas parciais % e % sao homogéneas de
grau o — 1;

ii) Para cada vector (z,y) € R? defina a fungdo real de varidvel real
Iz R =R, gy (A) = f Az, Ay).
Mostre que
Iiwyy V) = X f (2,y) = (2,y) - V (A, Ny) 5
iii) Das alineas anterior deduza a identidade de Euler, i.e.,

x% (z,y) + y% (z,y) =af (z,9);



Solugoes

la)
2zy 223y o 22y
2 + y? (3:2 +y2)? 22 + 42
2.’132y2 ;I;Qy
0s
2172+y (x2+y)2 x2+y2
le) dyax L(0,0)=0¢ dwy /_(0,0) nao existe.
2a) F(0,0) =0.
1121/
2C) D(VI’VQ)F(O, O) = VflJrjg

4) Moy = [ jl (1) } .

5¢) flw,y,2) = 5(x?,y2,22).
ea:+2y 26w+2y
6a) M(Ly)f = [ 2cos(y + 2x) cos(y + 2z) ] ’
1 dv  9Yw?
M(u,v,w)g = |: —ou 2 0 :| .

se (z,y) # (0,0),
se (z,y) = (0,0).
se (z,y) # (0,0),

e (z,y) = (0,0).

6b) h(u, v, w) = eu=2w’ Tav20 43w e 4 in (20 — 4 + 20 + 40 + 6w)es

My sph l Grn) o) Glonw)
G2 (u,v,w)  F2(u,v,w) G2 (u,v,w)
sendo
I (u, v, w) = (1 — 4u) e~ 2u® +4v+20% +3w°
68}2} (u,v,w) = (4 + 4v) e~ 2u?44v42v%43w?
%(u,v, w) = Ju2eu—2u 24 fo+202 4303
G2 (u, v, w) = (2 — 2u) cos(2u — u? + 2v + 42 + 6w?)
aahvz (u,v,w) = (2 + 8v) cos(2u — u? + 2v + 4v? + 6w?)
9h2 (u, v, w) = 18w? cos(2u — u? + 2v + 4v? + 6w?)

|



7)

(g © f)/(L 1,0)(31‘,3/, Z) =

o

(f 09y (1,0)(z,y) = [

o

1 1 0 T

110 y | =@+y,r+yx+y),
1 1 0 z

2 x

8a) F'(t) =2t +4t3, F'(t) = 2 + 12t

8b) F'(t) = et gin(2t), F/(t) = 2sin?(2t)(sin t)2e6mD* 4 266D cog(2¢)

10)

9L (z,y,0(z,y))

O (‘Ta y) - %(m,y,@(w,y))
oOF

P _ _ oy @ye@y)

7y (©Y) = — o o)



