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ANALISE MATEMATICA II

Exercicios Suplementares 3

(Eng® e Arquitectura Naval, Eng® Civil, Eng® do Territério)

Estruturas algébrica e topolégica de R". Continuidade
e Limites.

1. Considere os seguintes conjuntos:
A={(z,y) e R?: 2% +y* <1}
(z,y) € R? : 22 + ¢y* > 1 A da? + o> <4}
(z,y) e R* 12y < 1}
(z,y) e R®: x> |y}
(z,y) e R*: 1 < |z| + |y < 2}
(z,y) € R? : cos(z +y) < 0}
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a) Esboce os conjuntos anteriores e ainda AND e A x [0, 1].

b) Para cada um dos conjuntos acima determine o seu interior, exterior,
fronteira, aderéncia e diga, justificando, se é aberto, fechado, limitado,
compacto, conexo.

c¢) Dé, quando possivel, exemplos de sucessoes nas condigoes seguintes, justi-
ficando cuidadosamente as respostas:
(i) (x5,) de termos em front D tal que x,, — x, com x € A.
(ii) (xp) de termos em A\ D tal que x,, — x, com x € D.
(iii) (x,) de termos em G tal que x,, — 0.
(iv) (xp) de termos em E N D, convergente para um ponto de D°.
(v) (x5,) de termos em E N D, divergente, e sem sublimites em D.
(vi) (x5,) de termos em E, divergente, sem subsucessoes convergentes.
(vii) (x5,) de termos em C, divergente, sem subsucessdes convergentes.

2. Seja ||.|| a norma euclideana em R™. Mostre sucessivamente que:

i) ||| é uma fungao ilimitada,

ii) para qualquer que seja y € R™, verifica-se



3. Sejam A e B dois subconjuntos de R™. Se C' é um dos conjuntos AU B =
{xeR":xe Avxe B},ouAdnNB={xeR":xe€ AAx € B},
mostre que sao verdadeiras, ou exiba um contra-exemplo se forem falsas,
as seguintes proposigoes:

(i) Se A e B sao limitados, entdo C' é limitado.
(ii) Se A e B s@o compactos, entdo C' é compacto.
(iii) Se A e B séo conexos, entdo C' é conexo.

4. Escreva uma equacgao cartesiana do plano que contém os pontos e, es e
e3 — 3e; de R®. Esboce a sua interseccio com o primeiro octante de R.

5. Seja f : R™ — R. Para cada ¢ € R, considere o conjunto

Ne={zeR" : f(z) =c}.

a) Mostre que, se f é continua, N, é fechado, qualquer que seja ¢ € R.

b) Fornega um exemplo de uma fungéo f e de ¢ € R, tal que N, ndo seja
fechado.

6. Calcule ou mostre que nao existem (em R), os seguintes limites:
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a) lim g )—(0,0) pres el b) lim(z ) (1,0) % ’
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c) lim(; ) (0,0) @2 d) lim(z )~ (0,0) (:1:%72?22)2 ’

: z—1
e) hm(Tyy)‘)(LO) z—1+y—logx

7. Seja f(z,y) = 0sey < 0ousey > 2% eseja f(r,y) = 1,8 0 < y < 22
Mostre que f(x,y) — 0, quando (x,y) — (0,0) ao longo de qualquer recta
que passe pela origem. Encontre uma curva que passe pela origem ao
longo da qual f toma o valor 1, excepto na origem. Serd f continua na
origem? Justifique.

8. Determinar o dominio e o conjunto de pontos de descontinuidade de cada
uma das seguintes fungoes:

a) f(z,y)=+/(1 —22 —y2)H(1 — 22 — y2) ,onde H(-) é a funcio de Heaviside.

b) Y(z,y) = a¥

¢) g(x,y) = arccos \/x/y
d) QO(Z‘,y,Z) = (log V r? + y2 + 227 (1 —a® - y2 - 22)_1)

e) h(u,v,w) = tan ;‘—i



9. Considere a fungao

1
rsin— sey#0,
0(z,y) = y
0 sey=0.

Mostre que 6(z,y) — 0 quando (z,y) — 0 mas que o limite iterado
limg . lim,_, 0(z, y) ndo existe.

10. Considere a funcao f : R? — R definida por

flz,y) = 2yl se (z,y) # (0,0),

0 se (z,y) = (0,0).

a) Mostre que lim,_, lim, o f(z,y) = limy_o lim, o f(z,y) = 0.
b) Mostre que nao existe lim, ) (0,0) f(2,¥).

c¢) Verifique que existem as derivadas parciais de f em (0,0) e diga qual o seu
valor.



1b)

Solugoes

int A = {(z,y) eR*: 2%+ < 1}, extA={(zy) eR*: 2% +9% > 1}
front A = {(:ﬂ,y) E]RQ:szryz:l}, A=A

O conjunto A # () é compacto e conexo.

int B={(z,y) e R*: (2 +y* > 1) A (42 +¢* < 4)},
ext B = {(z,y) e R*: (x2—|—y2 <1)Vv (4x2+y2 >4)},
front B = {(z,y) e R*: (a? + > = 1) v (do? + 3> = 4) },
B={(z,y) eR*: (> +y* > 1) A (4a® +y* <4)}.

O conjunto B nao ¢ aberto, nao é fechado, é limitado e nao é conexo.

int C' = {(z,y) eR?*: 2y < 1},
extC' = {(ac,y) eR?:ay > 1},
front C = {(z,y) € R* : 2y = 1},
C = {(z,y) ERZ:xygl}.

O conjunto C # R? é fechado, ndo é limitado e é conexo.

int D = {(z,y) e R®>: —z <y <z},
extD:{(x,y)EIRZ:y>m\/y<—w},

front D = {(z,y) e R*: (y=aVy=—a)A(x>0)},
ﬁ:{(%y)eRQ:—xSny}.

O conjunto D # R? é aberto, ndo ¢ limitado e é conexo.

eR*:(I<z+y<2)V(2<z+y<-1)A(zy>0)}

int £ = {(z,y :(
PNeER*: (I<z—y<2)V(-2<z—-y<-1)A(zy<0)}
(.
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extE={(z,y) eR*: (a+y>2)V(z+y<-2)V(y—-z>2)V(y—z<-2)}
U{(z,y) eR*: (-l<y—az<DA(-l<y+a<1)},
front E = {(z,y) e R*: ((x+y=£2) V(z +y = £1)) A (zy > 0)}
U{(z,y) eR*: ((y—z=22)V(y—az==21)A(zy <0)},
E={(z,y) eR*: (1<a+y<2)V(-2<z+y<-1)A(2y >0)}
U{(z,y) eR*: (1<z—-y<2)V(-2<a—-y<-1)A(zy<0)}.
O conjunto E nao é fechado, nao é aberto, é limitado e é conexo.
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1b)(continuagao)
intF:UkEZ{(x,y) e R?: g(1+4k) <rty< g(3+4k)},

extF:UkEZ{(az,y)GRQ:g(fl+4k‘)<x+y<g(1+4k)},
front F = sy (x,y)€]R2:x+y:g(1+4k)\/x+y:g(3+4k)},

F:Ukez{(xay)6R21§(1+4k>§1‘+y§g(3+4k)}_

O conjunto F' # R? ¢ fechado, nao ¢ limitado e ndo é conexo.

1 1 c
i = 2. - 2 2 B
int G UkeNl{(x,y)e]R pETETRREE <z’+y <4k2ﬁg}u <(0)],
extG =J (x y)E]RQ:i1 <$2+y2<71
A A72 (14 k)* 72 (2k+1)° [’
1 1
_ 2.2 2 _ 2, .2 _
frontG—UkeNl{(x,y)eR rxt 4y _7r2(2k—1)2\/x +y _4k2772}u{(0’0)}’
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G = Upen, {(z,y) cR?: } U [B=(0)]°U {(0,0)}.

O conjunto G nao é fechado, nao é aberto, nao é limitado e ndo é conexo.

1lc)
—1
i) #, =0, n €N, ii) ndo é possivel, iii)x, = ((m/?n (2n + 1)) 70) , n €Ny,
V)z,=(1+11-3) neNy, iv)z, =(1(-D)"(1-2)),neNy,
vi) néo é possivel, vii) z, = (n,—n),n € N.
3)
i) verdadeira ii) verdadeira iii) verdadeira, se C = AN B.
Falsa, se C = AU B. Por exemplo A = {(0,---,0)} CR™, B={(1,---,1)} CR™.
4)
4(z—1)+4y+2=0.
5b)
c=1, f(x) =1, sex € B1(0) CR", e f(x) =0, caso contrério.
6)

a)0, b)0, «c¢) naoexiste, d) nao existe, e) nao existe.



a) Dy = R?; f é continua no seu dominio ,

b) Dy = {(z,y) : « > 0}; ¢ é continua no seu dominio ,

¢) Dy ={(z,y): (0<z<y)V(0>x>y)}; g é continua no seu dominio ,
d) D, = R?\ ({0} U front B;(0)) ; ¢ é continua no seu dominio ,

>

n={(z,y,2) 1y #0A z#0}; h é continua no seu dominio.

¢)

10c¢)

92(0,0) = $£(0,0) = 0.



