Capitulo 6

Equacao das ondas
— Solucao de d’Alembert
e separacao de variaveis

6.1 Introducao e classificacao das equacoes
diferenciais parciais lineares de 2* ordem
em duas variaveis com coeficientes constantes

Neste capitulo considera-se a resolucao de problemas para a equagao das
ondas em dimensao 1
2 2
(6.1) Ou_ 20
ot? 0x?
primeiro pelo método de d’Alembert e depois pelo método de separacao
de varidveis. E um exemplo de equacoes consideradas na modelacao de
processos de propagacao de ondas e singularidades em dreas como dinamica
de fluidos, acustica, electromagnetismo, reaccées quimicas, movimento de
veiculos em redes vidrias.

O método de d’Alembert foi considerado logo no inicio do estudo destas
equagoes em meados do século XVIIIL. Permite obter as solugoes da equagao
das ondas por adicao de duas ondas calculadas a partir das condigoes iniciais,
idénticas mas que se propagam em sentidos opostos com velocidade cons-
tante e, no caso de dominios limitados, se reflectem em pontos da fronteira
de acordo com condigoes de de reflexao impostas.

O método de separacao de varidveis para resolucao de equagoes diferen-
ciais parciais também foi introduzido na mesma altura e consiste na procura
de solucoes que sao produtos de fungoes que dependem separadamente de
cada uma das varidveis, procurando transformar a resolucdo de uma equa-
cao diferencial parcial na resolucao de um sistema de equagoes diferenciais
ordinarias, cada uma tendo como variavel independente uma das varidveis

=0,



158 Equacao das ondas: Sol. de d’Alembert e sep. de variaveis

independentes da equacao diferencial parcial considerada. Neste capitulo
considera-se a aplicagao do método de separacao de variaveis a equacao das
ondas com e sem amortecimento.

Nos capitulos seguintes considera-se a resolucao de outras equacgoes dife-
renciais parciais de 2% ordem em duas varidveis, nomeadamente a equagao
do calor

ou
ot 0x?

e a equagao de Laplace
Pu 0%u
—+===0.
ox? = Oy?

A primeira é um exemplo de equagoes associadas a fenémenos de difusao
como por exemplo os que ocorrem em propagacao de calor, difusao quimica,
de populagoes ou doencas, movimento browniano de particulas. A segunda
¢ um caso particular de equacoes associadas a processos de equilibrio, por
exemplo no ambito da electroestatica, da mecanica dos fluidos ou de proces-
sos de reaccgao-difusao, que geralmente ocorrem em processos evolutivos que
envolvem propagacao de ondas, fenémenos de difusao ou situages mistas.

Embora as trés equacgoes referidas constituam casos muito particulares
de equacoes diferenciais parciais, cada uma delas é um exemplo tipico das
trés classes principais de equacoes diferenciais parciais lineares de 2% ordem
em duas variaveis e com coeficientes constantes
0%u 0%u 0%u
W—FBM—FC@—F---—O,
onde A, B,C €R sao constantes nao todas zero e --- representa termos de
ordem inferior, nomeadamente da forma D Ju/0t + E Ou/0zx + F u+ G com
D, E, F constantes e G uma fungao de (¢, ).

Com X = 9/0t, Y = 0/0z, X? = 0?/0t?>, XY =YX = 0%/(0t0x),
Y? =0%/02? e ignorando os termos de ordem inferior a 2* ordem, a equa-
¢ao ([6.2)) pode ser escrita (AX2+BXY+CY2) u=0. A expressao anterior
faz lembrar uma forma quadratica. Se X,Y fossem escalares, poder-se-ia
associar a essa forma quadratica a matriz simétrica

(6.2) A

i

B/2 C

e seria AX?+BXY + CY? = [X Y]M[X Y]!. Como M é uma matriz
simétrica pode ser diagonalizada por uma transformacao linear de varidveis
que corresponde a uma rotacao rl’gidaEI, obtendo-se uma matriz diagonal A

£ uma transformacio ortogonal representada por uma matriz S tal que SS*=S5'S=1.
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com os valores préprios A\; e Ay de M na diagonal principal, e nas novas
varidveis a forma quadritica passa a ser \{U? 4 X\V2. Temos trés casos
possiveis:

1. B?—4AC >0, valores préprios diferentes de zero com sinais diferentes;
2. B2—4AC =0, um dos valores préprios zero,
3. B?—4AC <0, valores préprios diferentes de zero com mesmo sinal.

Quando X,Y sado escalares, também U,V sado escalares e as curvas
MU?4+XV?2 = K com K # 0 sio, respectivamente, hipérboles, parabolas
e elipses. Quando X,Y sao os operadores de derivagao acima definidos,
as transformagoes lineares de varidveis consideradas passam de (¢,z) para
novas variaveis (a,b) cuja ordem pode ser escolhida de forma ao valor pré-
prio A; ser positivo no caso 1, e diferente de zero no caso 2. Os valores
préprios podem ser normalizados com a transformacao de coordenadas adi-
cional a =+/A1a, B=+/=X2b no caso 1, a==+,/|\1]a (escolhendo o sinal
igual ao de A1), =0 no caso 2, e oz::I:\/|)\—1a, ﬁ::I:\/Wb (escolhendo
o sinal igual ao dos valores préprios) no caso 3. Obtém-se assim uma trans-
formacao das variaveis (¢, z) para (o, ) que transforma X =0/0t, Y =0/0x
em U =0/0a, V=0/08, U?>=0?/0a2, UV = §%/(0adp), V? = 08?052,
com o valor proprio A\; normalizado a 1 e o valor proprio A2 normalizado
a —1, 0 e +1, conforme o caso. Assim, a equacao diferencial considerada é
transformada em

32 82
37.:;_8—524_“':07 se B2—4AC>0
32
370:;4_“':0’ se B?—4AC=0
2 2
%4_2_51;4____:07 se B2—4AC <0 .

A primeira e a terceira sdo, respectivamente, a equacao das ondas normali-
zada com c=1 e a equagao de Laplace. A segunda corresponde a equagcao
do calor normalizada com k=1 dado que se ignoram os termos de ordem
inferior a segunda. Por razoes que sao agora evidentes, diz-se que a equagao
(62) ¢ hiperbélica, parabdlica, ou eliptica conforme B?—~4AC é positivo,
zero ou negativo. Esta classificacdo também se faz para equacoes diferenciais
parciais lineares de 2% ordem com coeficientes varidveis, com ou sem termos
de ordem inferior a segunda.

Assim, a equacao das ondas é uma equacao hiperbdlica, a equacao do
calor é uma equacao parabdlica e a equacao de Laplace é uma equacao elip-
tica. Cada uma destas equagoes tem propriedades gerais caracteristicas do
correspondente tipo, geralmente associadas a situacoes de respectivamente,
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processos evolutivos que envolvem propagacao de ondas e singularidades e

leis de conservacao, processos evolutivos com difusao, e processos de equili-
) bl

brio.

6.2 Solucgao de d’Alembert para uma corda infinita

Um modelo simplificado para o movimento de uma corda elastica flexivel
uniforme num plano é dado pela equagao das ondas em dimensao 1 (6.1)),
onde u(t,z) é o afastamento da corda no instante ¢t e no ponto = em re-
lacao a posicao rectilinea de equilibrio que supomos ser ao longo do eixo
dos zx, vonsiderado perpendicularmente a este eixo (Figura [6.1]). Equagoes
deste tipo descrevem também outras situacoes em que se observa a propa-
gacao de ondas com velocidade ¢> 0, como é o caso das ondas de pequenas
deformacoes longitudinais de uma barra eldstica rectilinea, das ondas elec-
tromagnéticas num dominio homogéneo e isotrépico sem cargas eléctricas
nem correntes, em que as componentes escalares do campo eléctrico e do
campo magnético satisfazem equagoes do tipo indicado e ¢ é a velocidade
da luz, e o caso das ondas sonoras num gas em movimento numa direcgao,
em que tanto a densidade como a velocidade do géas satisfazem equagoes do
tipo indicado em que ¢ é a velocidade do som.

u

/\ ]
\V/\/

Figura 6.1: Corda elastica em vibragao

Consideramos nesta seccao a resolucao da equacao das ondas para uma
corda infinita e, portanto, definida para (¢, r) € R?. Temos

u  ,0%u (0 0 0 0 (0 0 0 Ou
<w‘c w)“— <5+Ca)<5‘0%)“— <5‘%><5+%>“
Resulta imediatamente destas igualdades que as funcoes C? que forem so-
lugbes das equagoes de 1* ordem Ou/dt—cOu/dz =0 e Ov/0t+cdu/Ox =0
também sao solucoes da equagao das ondas considerada. Estas equagoes de
1# ordem foram resolvidas no exemplo (?7.?7) do capitulo anterior, onde se
obteve que as suas projecgoes caracteristicas tém equagoes cartesianas, res-
pectivamente, x+ct =« e x—ct =3 com «, 5 € R constantes arbitrdrias. Como
o eixo dos xx é transversal as projeccoes caracteristicas de ambas equacoes,

podem ser especificados Problemas de Cauchy para cada uma destas equa-
¢oes com solucoes tnicas pelas condigoes u(0,z) = p(z) e u(0,z) = q(z),
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respectivamente, onde p, ¢ :R— R sio funcdes dadas que tém de ser C? para
que as solucdes correspondentes das equacdes diferenciais sejam C?. Assim,
para cada par de tais funcoes p, ¢ obtém-se solugoes para a equagao parcial
de 2% ordem considerada no inicio da seccao, da forma

(6.2) u(t,z) = p(x+ct) + q(x—ct) .

Esta forma das solugoes da equacao das ondas unidimensional foi descoberta
por d’Alembert em 1747. Mostra que as solugoes sao o resultado da soma
da translacao de duas fungoes, em sentidos opostos, ambas movendo-se com
velocidade ¢. E por esta razao que a equagao considerada é conhecida pelo
nome de equagao das ondas.

E claro que uma funcio da forma ([.32) satisfaz u(0,z) = p(z)+q(z) e
(0u/t) (0,2) =c [/ (2)—¢'(z)). Com uo(x) =u(0, z) e vo(x) = (Bu/dt) (0, 7),
primitivando a segunda equacao dividida por ¢ e adicionando o resultado a
primeira equacgao, obtém-se para uma constante K €R e todo z €R

w(o) | 1

(6.3) p(z) = 5 % /Or vo(s)ds+ K .

Voltando a usar a primeira equacao obtém-se

1 xT
uolx) _ —/ vo(s) ds — K .
2 2c 0

Portanto, os Problemas de Cauchy considerados para as equagoes de 12 or-
dem obtidas, especificando os valores das solugoes sobre a transversal t = (
as projeccoes caracteristicas de ambas as equagodes, correspondem ao pro-
blema de valor inicial para a equacao das ondas em que se especificam no
instante inicial a posi¢do u e a velocidade du /0t

(6.4) q(x) = uo(x) — p(x) =

Pu  ,0%

C — =

u(0, ) =wup(x), @(0, x)=vo(x) ,

ot
para t,z € R, onde ¢>0 é uma constante e ug, vg:R—R sao funcoes dadas,
respectivamente C? e C1.

O argumento anterior baseado na resolucao de equacoes de 1* ordem pelo
método das caracteristicas assegura a existéncia de solucao deste problema
de valor inicial da forma

uo(x—ct) +ug(x+ct) 1 /x*'d
= + =
2 2c

(6.6) u(t, x) vo(s) ds,

x—ct

a que se chama solucao de d’Alembert do problema de valor inicial para
a equagao das ondas (G.0).
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(tZsz) ([1’ xl)

X3 Xy

Figura 6.2: Intervalo e dominio de dependéncia da solugao no ponto
(t1,71), dominio de influéncia do ponto (t2,z2) e dominio de influéncia
das condigdes iniciais no intervalo [x3, 4] para a equacdo das ondas (G.0)

O valor da solucdo em cada ponto (t,z) € R? depende apenas da mé-
dia dos dois valores de ug nos pontos x —ct e x+ct e da média de vy no
intervalo entre estes dois pontos, a que se chama intervalo de depen-
déncia da solu¢ao no ponto (t,z) (Figura [2). Por outro lado, o valor
da solugao no ponto (¢,x) sé pode ser influenciado pelos valores da solucao
no conjunto {(s,y): s <t,x—c(t—s) <y <x+c(t—s)} a que se chama
dominio de dependéncia do ponto (¢,z). Em acréscimo, o valor da solu-
¢ao num ponto (¢, z) sé influencia os valores futuros da solugao no conjunto
{(s,y): s>t,z—c(s—t) <y <z+c(s—t)} a que se chama dominio de
influéncia do ponto (¢,z). Em particular, o dominio de influéncia das
condigbes iniciais num intervalo [z, 2] especificadas no instante t = 0 é
{(s,y) : §>0,21—cs <y < xa+ecs}. As linhas de equagbes cartesianas
r—ct=k; ou x+4ct=ky, com ki, ko € R constantes, regulam a propagacao
das condicgoes iniciais. Por analogia com as equacoes de 1* ordem consi-
deradas no capitulo anterior, estas linhas sao conhecidas por projecgoes
caracteristicas da equacao das ondas (Figura [6.3]).

Nao ficou ainda esclarecida a unicidade de solucao, a qual pode ser fa-
cilmente obtida notando que as relacoes acima estabelecidas entre solugoes
da equacao das ondas e das equagoes de 1* ordem consideradas podem ser
reforgadas observando que u é solucao do problema de valor inicial (6.5))
se e 86 se é solugao do Problema de Cauchy para a equagao de 1* ordem
(0/0t—c 9/0x) u=v, u(0,x)=ug(x) onde v é solugao do Problema de Cau-
chy para a equagao de 1* ordem (9/9t+c 0/0x) v=0, v(0, z) =vo (x)—cug(z).
Sabe-se do capitulo anterior que este ultimo Problema de Cauchy tem solu-
cdo tnica v em R?, e que o primeiro Problema de Cauchy onde a funcio v é
essa solucdo da tltima equacao também tem solucdo tinica em R2. Conclui-
se que o problema de valor inicial ([65]), com wug,vo:R— R respectivamente
C? e O, tem solugao tinica em R? dada por (G.6]).

Uma argumentagao elementar alternativa, uma vez constatado que a
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Figura 6.3: Projeccoes caracteristicas da equagao
das ondas nas coordenadas (t,z) e (a, 3)

equagao das ondas tem solugoes da forma (G2 que s@o constantes sobre
as rectas com x+ct ou x —ct constante, consiste em comecar por fazer a
mudanca de varidveis a=xz+ct, f=x—ct e calcular

Pu  ,0%u 5 0%u

5, 0%u Pu  0%u 0%u 0u
P, =42 + .
02 0x?  0a? dadp  0p?

o2~ a2 Baop

+

A equacdo das ondas é transformada em —4c?0%u/(0adB)=0. Esta equacio
é satisfeita se e sé se nas novas coordenadas u é da forma p(a) + ¢(5), ou
seja se e s6 se a solugao é da forma (6.2). Nestas coordenadas as projecgoes
caracteristicas tém equagdes « ou [ constante (Figura [6.3]).

Quando hé forgas f(¢,x) aplicadas transversalmente & corda em cada
ponto x e em cada instante ¢, ou quando se consideram pequenas deforma-
¢oes longitudinais de barras eldsticas no caso em que hé forcas aplicadas
longitudinalmente, obtém-se um problema de valor inicial para a equacao
das ondas nao homogénea

Pu ,0%

(6.7) o Y
u(0,x) = up(z), %(O,x) =vp(z) ,

para t,z €R, onde ¢>0 é uma constante, f:R? —R é uma funcio continua
e ug, vo : R — R sdo funcdes dadas, respectivamente C? ¢ C'. Se v é a
solucao do problema homogéneo correspondente, ou seja do mesmo problema
mas com f =0, pelo principio da sobreposicao a solu¢ao do problema nao
homogéneo é u =v+wu,, onde u, ¢ uma solugao particular da equacao nao
homogénea que satisfaz condicoes iniciais nulas u,(0, ) = 0u,/0t (0,2) =0
para z € R. Com a mudanca de varidveis considerada acima o = x4+ ct,
B=x—ct, a equacao diferencial é transformada em —4c20%u/da 3= F(a, 3),
onde F(a, ) = f((a=p)/(2¢),(a+B)/2). As condigbes iniciais nas novas
varidveis para a solucao particular Uy(«, 8)=u,((a—08)/(2¢), (a+)/2) sdo
Up(o,a) =0, U, /0 (o, ) = OU, /O (v, v) para o € R. Primitivando a
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equacgao diferencial obtida primeiro em ordem a « e depois em ordem a 3
com as condigoes iniciais mencionadas obtém-se

1 [h e
Ul ) = 33 [ [ Flemdcan.
c* Ja Iy
Mudando de varédveis de integragao para as variaveis iniciais (¢, x), obtém-se
x+ct x-l—ct §
n&+n
»(t, ) =12 /x / < — ) d€ dn
T4c(t— s)
/ / (s,y)dyds .
z—c(t—s)

Portanto, a solucao de d’Alembert do problema para a equacao das ondas
nao homogénea (6.7)) é

ug(z—ct) + ug(z+ct)

u(t,z) = 5
(68) 1 x+ct :v+ct s
+ = ds—i——// f(s,y)dyds .
2c mfct

A utilizacdo de problemas para equagoes diferenciais como modelos de
situacoes concretas em areas de aplicacao exige nao so a existéncia e a uni-
cidade de solucao como, em geral, a dependéncia continua dos dados, no-
meadamente de condigoes iniciais, condigoes na fronteira e parametros da
equacao, uma vez que em situagoes experimentais estes s6 podem ser obti-
dos aproximadamente, ou seja exige que seja um problema bem posto no
sentido de Hadamard.

No caso do problema de valor inicial para a equacao das ondas homogénea
ou nao (67), pode-se provar que o problema é bem posto no sentido de
Hadamard no sentido seguinte. Mais precisamente, se u é a solucao de

0?1 u

Y 228 fia)

ot? Ox?
(6.9) 9

_ _ U _

0(0,2)=a0(x), S (0,2)=T0(x)
para t,z € R, onde &> 0 sdo constantes, f:R?— R sdo funcoes continuas e
Tp, Uo: R — R sao funcodes respectivamente C? e C', entdo @ — u uniforme-

mente em subconjuntos compactoﬂ de R? quando ¢ — ¢, e f— f, ug — 1o
uniformemente em subconjuntos compactos de R? e R, respectivamente. Da

2 . . ~ .o . .
Para simplificar a notag@o, escreve-se aqui @ — u uniformemente em subconjuntos
compactos para a convergéncia de sucessoes de fungoes @; — u.
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férmula (6.8) que da a solugao do problema obtém-se

|ug(x—ct) — up(z—ct)| + |ug(x+ct) — up(x+ct)|
2

lu(t,z) —a(t,z)| <

1 x+ct x+-ct
T ) [cvo(s) —co(s)] ds + o /Hct vo(s) ds
1 xz—ct z+c(t—s) N
— s)d — dyd
el [ i) g [ et e sl
1 t z+c(t—s) x—c(t—s) _
b [ s+ F(s. ) dy| ds.
2c z+c(t—s) c(t—s)

Com a desigualdade triangular obtém-se
lug(z£ct)—ug(ztet)| < |ug(ztct)—ug(ztct)| + |ug(x+ct) —ug(x+ct)|

|cvo(y) —cvo(y)| < |e—cl|vo(y)] + ¢lvo(y) —vo(y)|

rtct
/ vo(y) dy' < |t] |e—¢| max{|vg(y)|: y entre x + ¢t e x + ct}
rtct

|Ef(5,y)—cf(s,y)| < |5_C| |f(87y)| + C|f(87y)—f(5>y)|

t xc(t—s)
/0 / f(s,y)dy

+e(t—s)

ds < |t| [t—s]||c—c]

max{|f(s,y)|: 0<s<t, y entre x+c(t—s) e xtec(t—s)}.

Portanto, se ¢— ¢, e f— f, ug — ug uniformemente em subconjuntos com-
pactos de R? e R, respectivamente, entdo verifica-se @ — u uniformemente
em subconjuntos compactos de R?, como se pretendia.

Os resultados obtidos podem ser resumidos como se segue.

(6.10) Teorema (Solucao de d’Alembert): Se a funcdo f:R?2—R ¢
continua e as funcoes ug, vo: R—R sio C? e C' respectivamente, entio
o problema de valor inicial para a equagdo das ondas homogénea ou
ndo ([6.8) tem solucdo tnica em R? dada por (G.4). O problema é bem
posto no sentido de Hadamard, tomando para as fungoes envolvidas a
convergéncia uniforme em conjuntos compactos.
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6.3 Solucao de d’Alembert para uma corda finita

No caso em que a equacao das ondas modela o movimento de uma corda
eldstica flexivel uniforme de comprimento L supoe-se que em repouso a corda
se dispoe ao longo do intervalo do eixo dos xz com extremos r=0e x =1L
e é mantida nas duas extremidades em posigoes fixas com valores Uy e Uy,
respectivamente (Figura [64]), pelo que se exige u(t,0) = Uy, u(t,L) = Ur
para todos os instantes de tempo t. A condi¢ées como estas que estabele-
cem valores para a solucao ou para as suas derivadas na fronteira chama-se
condigoes na fronteira e aos correspondentes problemas para equagoes
diferenciais chama-se problemas de valores iniciais com valores na
fronteira. As condicoes na fronteira que, como neste caso, estabelecem
valores fixos da solucao chama-se condigoes de Dirichletﬁ. E f4cil obser-
var que v(t,z)=u(t,z)—(Up+x(Ur—Up)/L) satisfaz a mesma equagao das
ondas com condigoes na fronteira u(t,0)=wu(t, L) =0, pelo que basta consi-
derar problemas com estas condigoes na fronteira a que se chama condigoes
de Dirichlet homogéneas. Tem-se assim o problema de valor inicial com
condigoes de Dirichlet homogéneas para a equacao das ondas na forma

?u  ,0%u

o2 “o2 !
(6.11) u(t,0)=u(t,L)=0
u(0, ) =up(x), %(O,CE):’U(](CU) ,

para teR, z €0, L], onde ¢>0 é uma constante e ug, vp:[0, L] —»R sao fun-
¢oes dadas, com ug(0) =ug(L)=1v(0) =vo(L)=0 para haver compatibilidade
entre as condigoes iniciais e as condi¢oes na fronteira.

u

/ "\ x

U\/L

Figura 6.4: Corda flexivel vibrante fixa nas extremidades

Considera-se solugao do problema (G.IT]) num intervalo de tempo I que
contém zero qualquer funcdo continua u:Ix [0, L] =R que é C? e satisfaz a
equagao diferencial no interior do dominio, tem primeira derivada em relacao
a t continua nos pontos (0,z), com x € [0, L], e satisfaz as condigdes de
fronteira e as condicOes iniciais indicadas.

3Dirichlet, Johann Peter Gustav Lejeune (1805-1859).



6.3 Solugao de d’Alembert para uma corda finita 167

Tal como no caso anterior em que a condi¢ao das ondas foi considerada
em R, os valores da solugdo no interior do conjunto I x [0, L] satisfazem
a forma geral da solugdo de d’Alembert (6.2]). As fungoes p,q na férmula
[62) da solugao tém de ser compativeis com as condi¢oes na fronteira em
x=0ex=0L, pelo que p(ct)+q(—ct) =0, p(L+ct)+q(L—ct) =0, e as
condigbes iniciais tém de satisfazer uo(0) =wug(L)=v0(0) =vo(L)=0. No
triangulo T={(t,z): t>0, t<z/c, t < (L—=z)/c} (Figura[G.h) os valores da
solugao dependem exclusivamente das condigoes iniciais definidas por wug, vg,
sem qualquer interferéncia das condig¢oes na fronteira. Os valores de p e ¢
no intervalo [0, L] e da solugdo w no triangulo 7" sdo dados em termos das
condigoes iniciais ug, vy respectivamente pelas férmulas ([@3]), (6.4) e (6.0)
obtidas para o problema anterior.

L

0 L/e
Figura 6.5: Dominio de dependéncia exclusiva das condigoes
iniciais sem interferéncia das condigoes de fronteira (G.I1))

Para calcular a solugao do problema (6.I7]) fora do triangulo T é necesséa-
rio usar também as condigoes na fronteira em =0 e x= L. Uma maneira de
prosseguir é estender as fungoes p e ¢ do intervalo [0, L] a todo R, de forma
a serem satisfeitas as condigoes acima obtidas para haver compatibilidade
com as condigoes na fronteira, nomeadamente

(6.12) q(x)=—p(=z),  ply)=—q2L-y).

Como as fungoes p e g sao definidas no intervalo [0, L] pelas condigdes iniciais,
as férmulas anteriores permitem definir ¢ no intervalo [—L, 0] e p no intervalo
[L,2L]. Estas mesmas férmulas, aplicadas uma na outra, dao

q(z) = —p(—z) = = (—q(2L+x)) = q(2L+x) ,
p(y) = —q(2L—y) = — (—p(—2L+y)) = p(—2L+y) .

Portanto, as funcoes p e ¢ devem ser periddicas de periodo 2L, pelo que as ex-
tensoes destas funcoes a R podem ser obtidas estendendo por periodicidade
as fungoes p e ¢ definidas nos intervalos [0,2L] e [—L, L], respectivamente,
como indicado acima. Assim, as férmulas (6.12)) correspondem a forma como
as ondas que se propagam em sentidos opostos com velocidade ¢ de acordo
com a férmula geral da solugao e d’Alembert se reflectem na fronteira (6.2]).
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Ug(x)
AN )
% L

Figura 6.6: Impulso inicial centrado em z para a equacao
das ondas com condigdes na fronteira nulas (G.ITI)

Se a posi¢ao inicial é num impulso simétrico centrado no ponto zy como
ilustrado na Figura e a velocidade inicial é nula, a solugao (Figuras e
[6.8]) consiste na separa¢ao do impulso inicial em dois, cada um com metade
da amplitude do impulso original, e da sua propagacao com velocidade ¢, em
sentidos opostos, reflectindo-se na fronteira com troca de sinal e inversao da
direccao de propagacao, e fundindo-se num 1inico impulso com a amplitude
do impulso inicial nas alturas em que os dois impulsos deslocando-se em
sentidos opostos se cruzam e tém o mesmo sinal, ou anulando-se se tém sinais
diferentes. As linhas de propagacao destes impulsos podem ser representadas
como na Figural6.9 onde também se indicam os sinais dos impulsos. Mesmo
que a condicao inicial nao seja um impulso, as linhas indicadas correspondem
a propagagcao das condigoes iniciais. Sao as projeccoes caracteristicas do
problema considerado, com equagoes cartesianas x+ct==k; e x—ct =k, onde
k1 e ko sao constantes arbitrarias.

Figura 6.7: Solucao da equagao das ondas com condigoes na fronteira
nulas (6I1]) e condigao inicial igual ao impulso centrado em z( da
figura anterior com velocidade inicial nula

Figura 6.8: Graficos da solucao da equacao das ondas com condigoes na
fronteira nulas (6.I7]) e condigao inicial igual ao impulso centrado em xg
da Figura com velocidade nula, em instantes sucessivos especificos
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L
+
Xo
+
+ G
0 : :
L/c 2L/c

Figura 6.9: Projecgoes caracteristicas da equacao das ondas com
condi¢oes de Dirichlet homogéneas (6.11]) que passam no (0, xg).
Os sinais + e — indicam que o valor inicial ug(xg) é multiplicado
por +1 e —1, respectivamente, nos trocos correspondentes

Ficou estabelecido o resultado seguinte.

(6.13) Teorema: Sejam ug,vo: [0, L] — R fungées respectivamente C?
e C' com ug(0) = ug(L) = v9(0) = vo(L) = 0. Entdo o problema de
valor inicial com condicoes de Dirichlet na fronteira para a equagdo das
ondas (611]) tem uma solugao unica u definida em Rx[0, L] que pode ser
calculada em termos das condigoes iniciais ug, vy como indicado acima,
em resultado da soma da translacao de uma funcdo p para a esquerda
e de uma fun¢ao q para a direita com velocidade ¢ e da reflexdo com
inversao de sinal destas fungoes na fronteira em x=0 e x=1L.

Em consequéncia, a solugdo € periddica em t de periodo 2L/c e sa-
tisfaz u(t+L/c,x) = —u(t, L—x), propagando-se sem atenuag¢ao, e é dada
pela formula de d’Alembert [6.0), considerando ug e vy estendidas a R
de forma a serem impares e periddicas de periodo 2L.

Tal como para o problema da seccao anterior, é possivel mostrar que o
problema (6.I1]) é bem posto no sentido de Hadamard.

6.4 Resolucao da equacao das ondas por
separacao de variaveis

Um método alternativo de resolver problemas para a equagao das ondas é
por separacao de variaveis. Como primeira ilustracao considera-se o pro-
blema (6I1]) de valor inicial para a equacao das ondas num intervalo [0, L]
com condic¢oes na fronteira de Dirichlet homogéneas considerado na secc¢ao
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anterior
82 2
PFu _ 00 _
ot? 0z2
(6.14) u(t,0)=u(t,L)=0

u(0, ) =wup(x), % (0,z)=vo(x) ,

para t € R, x € [0, L], onde ¢ >0 é uma constante e ug, vo : [0, L] = R sdo
fungoes dadas, com ug(0)=ug(L)=1v(0)=1vo(L)=0.

A equacao diferencial juntamente com as condicbes na fronteira em
(6.14]) formam um sistema linear homogéneo no espago das funcoes continuas
u:Rx[0, L] =R que sdao C? no interior do dominio. Por isso, é natural pro-
curar obter solucoes da equagao diferencial que satisfazem as condigoes na
fronteira e, depois, obter a solu¢do do problema de valor inicial por uma
sobreposicao dessas solucoes de forma a satisfazer a condicao inicial.

Neste caso, o método de separagao de variaveis consiste em procurar
solugbes de (6.14) da forma wu(t,z)=T(t) X(z) . Substituindo na equagio
diferencial obtém-se 7" (t) X (x)—c? T(t) X" (x) =0 e, portanto, em pontos
onde T'(t), X (x)#0 é

1 7"t)  X"(x)
T X))

Nesta equagao as variaveis t,x aparecem separadas. O lado esquerdo da
equacgao depende s6 de t e o direito s6 de x. Para que a equagao se verifique
para (¢,z) num conjunto aberto conexo e nao vazio de R? é necessdrio que
ambos os lados da equacao sejam iguais a uma mesma constante o. Assim,
o problema com valor inicial com valores na fronteira (6.14]) conduz a

T"(t) —oc®T(t) =0
X"(z) —oX(x)=0
(6.15) X(0)=X(L)=0

T(0) X(x)=uo(x), T'(0) X (x)=vo(x) ,

para t € R, z € [0, L], onde 0 € R é uma constante. As equagoes diferenci-
ais obtidas sdo equacoes ordindrias lineares simples de resolver. A segunda
equagao tem solugao geral X (x)=c; X1 (z)+caX2(x), sendo necesséario con-
siderar trés casos:

(i) Xi(x)=1, Xo(z)=x, se 0=0;
(i) Xi(z)=eVo®, Xo(z)=e V7% se o>0;

(iii) Xi(z)=cos(v/—0ox), Xo(z)=sin(v/—0 z), se o <0.
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Destes trés casos apenas o ultimo da solugoes nao nulas que satisfazem as
condigoes na fronteira X (0) =X (L)=0 na terceira equagao do sistema (?77?).
Estas condigoes exigem c¢; = 0 e cgsin(y/—oL) = 0, pelo que s6 se obtém
solugoes nao nulas para /—oL=nm, com n €N, e estas sdo da forma X (x)=
¢z sin(y/—ox). Note-se que /—0 =nm é equivalente a o = —n?72/L?, pelo
que as solugoes do problema de valores na fronteira definido pelas segunda e
terceira equagoes do sistema considerado sao a forma X (z)=cy sin (nmzx/L),
com neN e cyeR.

A solucao do problema de valor inicial para a 1* equagao em (G.I5), com
o=-n?n?/L% ¢

t L t
To(t) = Th(0) cos 2 4 in ¢

T (0) —
L + T )mrc T
Assim, obtém-se solugoes u(t,z) =T (t) X(x) que sdo combinagoes lineares

de solucgoes da forma

nmct nmT
un(t, ) = cos sin —,
(6.16) L
. nmct . nwx
vp(t, z) = sin sin —,
L L
para neN.

Para obter solugoes deste tipo para o problema ([G.14]) é preciso que se-
jam satisfeitas as condigoes iniciais u(0,z) = ug(x), (Qu/0t) (0,z) = vo(x).
As funcgoes uy, v, satisfazem w,(0,z) = sinnwz/L, (Ou,/0t)(0,z) = 0,
v, (0,2) =0, (Qv,/0t) (0,2) = (nme/L) sinnmx/L. No caso em que as con-
digoes iniciais ug e vy s@o combinagoes lineares das fungoes u, e Jv, /0t
avaliadas em t=0, isto é,

- nwx =L, nme nmwx
(6.17) up(x) :ansinT, vo() :Zb;T sinT ,
n=1 n=1
com by, by € R e meN, obtém-se para solugao do problema de valor inicial

considerado (Figura [6.10)

m
t t
(6.18) u(t, ) = Z <bn cos m;c + b}, sin m;c > sin ? .

n=1
A confirmacao de que esta funcdo é efectivamente uma solucao do problema
pode ser feita directamente substituindo esta expressao em ([6.14]). Note-se
que, devido as funcgOes seno e coseno serem peridédicas de periodo 27, as
solugoes consideradas sao periddicas de periodo T'=2L /¢, embora o periodo
minimo (no caso de solugoes nao nulas) possa ser um submultiplo inteiro de
T, no caso em que os primeiros termos das somas consideradas serem nulos.

Esta foi a forma encontrada para solugoes da equacao das ondas por
Daniel Bernoulli em 1753. E fécil verificar com as férmulas elementares
para o seno e o coseno de somas e diferencas que a solucao assim obtida
tem a forma da solugao de d’Alembert para o mesmo problema referida no
teorema ([6.I3]). Na verdade,
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nmct | nwx « . nmct | nmw
b,, cos sin —— + b, sin sin ——

m
; L L L
m
t —ct
=Zf<' —>—< “)
t —ct
+;E" <— cos 771%@;_6 ) + cos 77171’(56[/ ¢ )>

— % [up(x+ct) + ug(x—ct)] + 2% /H—Ctvo(s) ds .

Figura 6.10: Exemplo de solucao u do problema de valor
inicial para a equagao das ondas (6.14]) com posigao inicial ug
da forma com grafico dado na figura e velocidade inicial
nula em ¢t =0, e grafico da solugao sobre a recta z=1/8L

Convém ter a certeza que a solucdo do problema (6.I4]) é tnica. A
unicidade de solucao foi estabelecida nas sec¢Ges anteriores com base na
solucao de d’Alembert. Também é possivel obter a unicidade por um método
alternativo, nomeadamente considerando a conservagao de energia associada
ao problema da corda em vibragao. Para tal, comeca-se por multiplicar a
equagao diferencial em (GI4]) por Ou/dt e observar que a equagao obtida
pode ser escrita na forma
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1| [ou\? [ ou\? & [ o 0u du
1 — (= S I I e )
(6.19) dt 2 [<8t> e <8x>] oz [C oz 875] 0

Integrando esta equagao no rectangulo [0, 7]x [0, L], com 7 €R, e usando as
condigoes na fronteira especificadas em (6.14]), obtém-se

%/OL [(% (T,x)>2+ 02<% (T,x)>2
_%/OL [<% (O,m)>2+02<% (07x)>2]dx:0,

onde os dois integrais no lado esquerdo dao a energia total (cinética mais
potencial) nos instantes 7 e 0, respectivamente. Portanto, a energia é cons-
tante ao longo do tempo, o que esta de acordo com as observacoes no teorema
([613) relativas a propagacao das condigoes iniciais por translagoes de velo-
cidade ¢ em sentidos opostos e reflexoes sucessivas na fronteira com inversao
de sinal. Esta lei de conservacao da energia permite provar a unicidade da
solucao do problema. Na verdade, se u e v fossem duas solucoes, u—wv seria
solucao do problema com condicoes iniciais nulas, pelo que a energia inicial
seria nula e, portanto, a equacao idéntica a anterior que da o balanco de
energia para a solu¢ao u—v daria d(u—v)/9t=0(u—v)/0x=0 em R x [0, L].
Segue-se que u—wv seria constante, e como u—v =0 na fronteira, teria de ser
u=v em Rx[0, L]. Este argumento é um exemplo dos métodos de energia
que tém um amplo ambito de aplicacao em equacoes diferenciais parciais.

dx

(6.20)

O método de separacao de varidveis nada adiantou a resolucao do pro-
blema considerado pela solucao de d’Alembert e aplica-se apenas aos casos
particulares em que as condic¢Oes iniciais ug e vg sao combinagoes lineares fi-
nitas de fungdes seno, da forma z+ sin nmx /L, com n €N como nas férmulas
(6117). Contudo, além de fazer justiga histérica as contribuigdes alternativas
de Euler e d’Alembert por um lado, e de Daniel Bernoulli por outro, este
exemplo de separacgao de varidveis abre o caminho para resolver por separa-
cao de varidveis outras equagoes diferenciais, como a que é objecto da seccao
seguinte, e mostra que é natural considerar a possibilidade de representar wug
e vg como séries, em vez de combinagoes lineares finitas, das funcoes referi-
das e tentar obter solugoes do tipo das anteriores, mas dadas por séries em
vez de somas finitas. Somos assim conduzidos a considerar séries de Fourier
no capitulo seguinte.

6.5 Equacoes lineares hiperbdlicas de 2 ordem com
coeficientes constantes

Como se viu na introducao deste capitulo, uma equacao diferencial parcial
linear hiperbdlica de 2% ordem com coeficientes constantes e duas variaveis
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geral

9%u 9%u 9%u ou ou

pode ser transformada com uma mudanca de varidveis numa equacao da
forma

0%u  0%u - Ou ~ Ju ~ -
gu_gu pdt g2 — 0.
oz o P T O

Com a mudanca de varidveis s=xz+ct e y=x—ct ja usada na secgao esta
equagao € transformada numa equagao da forma

0*u ou ou
d— — =h.
338y+ 33+f8y+gu
Por sua vez, com a mudanca de varidveis u(s, y) = et Wo(s, y),
0% ov ov
d) = + (A +f) o= + (pA+dp+ fA = e~ (mstAa)p,
asay+(“+ ) 55 T ) o + (pA+dpt fAtg) v =
Tomando p=—d, \=—f k(s,y)=e "t h(s, 1), 0 =g—df, obtém-se
0*v
21 =k.
(6.21) 950y +ov=k

Esta equacgao é conhecida por equagao do telégrafo por ser um modelo
de uma linha de transmissao electromagnética com indutancia, capacidade
e resisténcia distribuidas.

Pretende-se obter uma férmula para a solucao geral desta equacao, o que
invertendo as sucessivas mudancas de variaveis acima consideradas permite
resolver uma equacao hiperbdlica de coeficientes constantes geral.

Supondo que as funcoes v, w sio C? e considerando o operador diferencial
L(v) = 0*v/0s dx + ov, verifica-se

0% O*w
wL(v) —v L(w) =w 950y —v 950y

1o w10 (o
2 0s w@y Byv 2 Jy Yos as ')

Portanto w L{v]—v L{w] é a divergéncia de um campo vectorial, pelo que o
Teorema de Greerﬂ aplicado a um dominio regulalﬁp com cantos D em cujo

“Green, George (1793-1841).

5Chama-se dominio regular em R" a um conjunto aberto D CR"™ cuja fronteira 9D
é uma variedade diferencial compacta de dimensdo n—1 tal que 0D = dD. Chama-se
dominio regular com cantos em R" a um conjunto aberto D C R™ limitado tal que
D=intD e 9D = Ay U---U A U B, onde para cada A; existe um conjunto aberto
U; CR™ com A; = 90D N U;, 3D N U; é um subconjunto de uma variedade diferencial
M; de dimensdao n— 1 mergulhada em R", e B é um conjunto compacto contido numa
unido finita de variedades diferenciais de dimensdo n —2 mergulhadas em R™ tal que
(0D NU;)NODNUy) C B para j # m. Ver, por exemplo, o livro do autor Integrais em
Variedades e Aplicagoes, Texto Editora, 1993.
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fecho v,w é C? d4

J[ wil=vite) = 5 § Bl -ar.

onde v é um caminho seccionalmente regular que descreve a fronteira de
D no sentido contrario ao dos ponteiros do relégio e se considera o campo
vectorial

ow — O(wv) 5 ow
0s 9s 7 ox ox )

Blv, w] = <—§(wv)+2—

Para determinar uma expressao para o valor num ponto C' = (¢, z) da solugao
geral da equagao diferencial ([€.21]), considera-se D o subconjunto do dominio
de dependéncia do ponto C' delimitado por uma transversal as projecgoes
caracteristicas que passam por este ponto onde se podem considerar dados
para um problema de Cauchy para a equacao. As projeccOes caracteristicas
da equagao diferencial (6.21]) s@o as rectas paralelas aos eixos coordenados.
Considera-se uma transversal as caracteristicas que passam pelo ponto C'
que seja o grafico de uma funcio C' de t para 2 decrescente que passa por
baixo do ponto C, e portanto o dominio D é o conjunto delimitado pelos
segmentos das projecgoes caracteristicas que passam por C' e pelo arco da
transversal considerada. Portanto, o caminho seccionalmente regular v que
descreve a fronteira de D no sentido contrario ao dos ponteiros do relégio
percorre os referidos segmentos das projecgoes caracteristicas e o arco da
transversal a esta projec¢oes como indicado na Figura

S
A < C ¢
D ¢
< B
y

Figura 6.11: Dominio D e caminho ~ definido por segmentos
de projeccoes caracteristicas e um arco de uma transversal
a estas projeccoes para aplicacdo do Teorema de Green

Como se pretende uma férmula para a solugao geral v da equagao ([621]),
tem de ser Ljv]=h. Se w for uma solugao arbitraria da equagao L{w|=0, a
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féormula obtida acima com o Teorema de Green d&

1 ow
//D wh = 3 [w(C)v(C)—w(B)v(B)] — . a—yvdy
- % [w(A)v(A)—w(C)v(C)] + /02 (?9_5 vds+ . Blv,w] - d7,

onde C] ¢é o segmento da projecgao caracteristica vertical que passa em C
considerado desde o ponto B em que intersecta a transversal indicada até
C, Cy é o segmento da projeccao caracteristica desde C' até ao ponto A da
sua interseccao com a transversal, e C'3 é o arco da transversal de A a B
(Figura [6.17]). Portanto, podemos obter uma férmula para o valor v(C) da
solugdo da equagao diferencial (6.2I]), considerando w na férmula anterior
igual & solugao da equagao L{w] = 0 que satisfaz a condigao w(C) =1 e
Ow/0s=0 sobre C, dw/dy=0 sobre Cy de forma a estes termos se anularem.
Designamos por 2R((s, y); C') esta solugao de L{w] =0, a que se chama fungao
de Riemann da equagao diferencial. Em termos desta fungao, o valor v(C)
da solugao da equacao diferencial (62I]) é dado por

Wo(C) = %%(A; C)v(A) + = m(B ) o

(6.22) - CSBU R // R

Para obter uma férmula mais explicita para a solugao, vamos calcular a
funcao de Riemann da equacao considerada. Para isso precisamos de resolver
a equacao diferencial 0%w/(0sdy)+ow =0 com a condicio w = 1 sobre os
segmentos das projeccoes caracteristicas C7 e Cy. Procuramos solucoes da
forma w(s,y) = p((s—t)(y—=)), onde (t,x) =C, com w(0,0) =w(C) = 1.
Uma fungdo w desta forma com w(C') =1 satisfaz automaticamente w =1
nos segmentos das projecgoes caracteristicas Cy e Cs e, portanto, também
as condigoes neles especificadas para a funcao de Riemann, nomeadamente
Oow/0s =0 e Ow/dy =0. A funcdo w satisfaz a equacao diferencial parcial
considerada se e s6 se a funcao ¢ satisfaz a equacao diferencial ordinéria

(s=t)(y—2) " ((s—t)(y—x)) + ¢ ((s—t)(y—x)) + o ((s—t)(y—=)) = 0,

ou seja, para (s—t)(y—z) poder variar num intervalo ¢ satisfaz o problema
de valor inicial

7" (1) + ¢ (1) +op (1) =0, p(0)=1.

Com a mudanga de varigveis ¥(£) =(£2/(40)), o problema de valor inicial
anterior é transformado no seguinte

(&) + &' () +2(€) =0,  p(0)=1.



6.5 [Equacoes hiperbdlicas com coeficientes constantes 177

Esta é a equagé(ﬁ de Besseﬂ de ordem 0. Vamos procurar obter uma solu-
cao deste problema como soma de uma série de poténcias ¥(§) =307 ¢, &"
A condigao =1 equivale a ¢co=1. Derivando a série uma e duas vezes termo
a termo obtém-se, respectivamente, > 7 ne, "1 e Yo on(n— 1)c,&n2
Em subconjuntos compactos dos respectivos intervalos de convergéncia, as
séries convergem uniformemente para as correspondentes derivadas de 1.
Portanto, para £ num intervalo compacto contido nos intervalos de conver-
géncia das duas séries temos

o0

EY )+ )+ (€ =) (n(n—1)cntncnten2) & + a1,

n=2

pelo que os coeficientes de séries para funcoes v que satisfazem a equa-
¢ao diferencial tém de verificar ¢; =0 e n(n—1)c, +ne,+cpo =0, ou seja
en=—cn_o/n% Logo c2j—1=0e cpj = (=1)7/(24"? para j € N. Portanto,
a candidata a solucao do problema de valor inicial acima é
WY€) = Z;’;l(—l)j§2j/(2ﬂ)2. O teste da razao aplicado a série dos valo-
res absolutos dos termos que se obtém derivando duas vezes esta série termo
a termo d& para a razao de coeficientes consecutivos

 PFDEAD /RGO L 2D E
oo (27)(2j 1) OGP imree j(2-1)(+1)

Logo, as séries consideradas para 1", 1’ e 1) sao absolutamente convergentes
em todo R e uniformemente convergentes em todos os intervalos compac-
tos, pelo que as formulas obtidas para candidatas a derivadas de v sao
efectivamente as suas derivadas e esta funcao satisfaz a equacao diferencial
ordinaria considerada. Esta solucao da equacao de Bessel de ordem zero
chama-se fungao de Bessel de ordem zero do primeiro tipo e designa-se
por Jy. Conclui-se que a fungao de Riemann da equagao diferencial (6.21]) é

R((s,); () = Jo (27 (=D (y—2) )

Com a féormula que acabamos de obter para a funcao de Riemann da
equagao diferencial ([6.210), a férmula ([6.22]) d& a expressao seguinte para a
solucao geral u dessa equacao

v(t,x) = IM Jo <2@) + /Otp'(s) Jo (2 a(t—s)y) ds
" /0 4 (2o ) dy+ [ /D Jo (2V/alt=5)(w—9) ) k(s,v) dsdy

A equagdo de Bessel de ordem o é £2y” (€)4-€y' (€)+(6—a?)y=0. As suas solugdes sdo
as funcoes de Bessel. Sao usadas em problemas de vibragdo de membranas com simetria
circular, condugao do calor e propagacao de ondas electromagnéticas com simetria circular
ou cilindrica. Também s&o 1teis em teoria analitica dos nimeros.

"Bessel, Friedrich Wilhelm (1784-1842).
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onde p e g sdo funcdes C? arbitrarias.

O caso da equacao das ondas nao homogénea para uma corda infinita
considerado na seccao corresponde a equagao (6.21I]) com o =0, pelo que
a férmula que se acabou de obter da para esse caso

o(t,z) = <p(t) — @) + (q(m) - @) +//Dk

em concordancia com a expressao da solucao geral da solucao obtida no inicio
deste capitulo para a equacao das ondas para coordenadas escolhidas com
eixos coordenados paralelos as projeccgoes caracteristicas. Determinando p
e ¢ em termos das condicoes iniciais e observando que D é o dominio de
dependéncia da solu¢ao no ponto (¢, z) obtém-se a solucao de d’Alembert.

O método aqui apresentado, com a a utilizacdo da fungao de Riemann
para a equacao diferencial, pode ser estendido de forma a aplicar-se a equa-
¢oes quasilineares hiperbdlicas de 2* ordem.

6.6 Notas historicas

A classificagao das equacoes diferenciais parciais de 2* ordem com duas va-
ridveis em equacoes hiperbdlicas, elipticas e parabdlicas foi feita por P. Du
Bois-Reymond em 1889.

As primeiras tentativas de resolucao da equacao das ondas sdo de d’Alem-
bert em 1747, Euler em 1748 e Daniel Bernoulli em 1753. Os dois primeiros
chegaram a conclusao que as solucoes deveriam ser a sobreposi¢cao da pro-
pagacao de duas funcoes em sentidos opostos com velocidades iguais. Em
contraste com d’Alembert, D. Bernoulli representou as soluces por séries
trigonométricas, em 1751-1753, antecipando a possibilidade de utilizagao de
séries de Fourier em situagoes muito gerais.

As ideias bésicas para equacoes hiperbdlicas de ondas foram desenvolvi-
das para a dinamica de gases por S. Poisson em 1807, G.G. Stokes em 1848,
B. Riemanrﬁ em 1858. Stokes iniciou o estudo de ondas de dgua em 1847.
Em 1860 B. Riemann resolveu a equacao diferencial parcial hiperbdlica de
2% ordem com duas varidveis geral. A exposicdo na seccao anterior é o caso
particular do método desenvolvido por Riemann aplicado a equagdes com
coeficientes constantes.

F.W. Bessel desenvolveu em detalhe as funcoes de Bessel em 1824 para
estudar perturbacgoes do movimento de planetas causadas por movimentos
de rotacao de outros planetas, mas estas funcoes ja tinham sido consideradas
por Jacob Bernoulli, Daniel Bernoulli, L. Euler e J.-L. Lagrange no contexto
da hidrodinamica em situagoes com simetria circular ou cilindrica.

8Riemann,Georg Friedrich Bernhard (1826-1866).
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