Capitulo 10

Equacoes de Laplace

e Poisson

— Separacao de variaveis,
funcoes harmonicas,
transformacoes conformes
propriedade de valor médio,
e principio de maximo

10.1 Introducao

A equagao de Laplace num conjunto aberto D C R" (ou D C C) é
Au(x,y) = 0, onde Au = 9*u/dz?*+ 0%u/dy* é conhecido por laplaciano
de u, também designado por lap u. As funcoes que satisfazem a equacao
de Laplace em D chama-se fungoes harmodnicas em D. A importancia
das fungoes harmoénicas para aplicagoes, nomeadamente no ambito da fisica,
quimica, biologia e engenharia, vem destas fungoes corresponderem a po-
tenciais de campos vectoriais conservativos com divergéncia nula. Por esta
razao, o estudo de fung¢des harménicas também é conhecido por Teoria do
Potencial. Em muitas situacoes de aplicagao, as solucgoes de equilibrio sao
funcbes harménicas. E o caso do campo gravitacional num conjunto sem
massas, do campo eléctrico num conjunto sem cargas eléctricas, do campo
de velocidades de um fluido incompressivel, estaciondrio e irrotacional, da
densidade em processos de difusao de natureza variada (em fisica, quimica,
biologia).
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E claro que a equacao de Laplace num conjunto D é uma equacao linear
homogénea no espaco das funcées C? em D, pelo que o conjunto das funcoes
harménicas em D é um espaco linear.

As funcées harménicas mais simples em R? sdo as funcdes afins
(x,y) — ax+by+c, com a,b,c € R constantes. Em coordenadas polares
(r,0) o laplaciano toma a forma (79/0r)(rou/dr)+0%*u/00?, pelo que pode
ser directamente observado que Inr é uma funcao harménica no comple-
mentar da origem em todo o plano, e que qualquer funcao harménica numa
regiao sem a origem e que depende apenas de r é necessariamente da forma
alnr+b, com a,beR constantes. Também ¢é imediato verificar que qualquer
funcdo continua definida num subconjunto aberto de R? de modo a dar o
argumento 6 do ponto em que ¢é calculada é harmodnica.

A equagao linear nao homogénea associada a equacao de Laplace escreve-
se Au(z,y) = p e é conhecida por Equagao de Poisson. Por exemplo,
esta equacao é um modelo para o campo gravitacional num conjunto com
densidade de massa p, e para o campo eléctrico num conjunto com densidade
de carga eléctrica p.

10.2 Separacao de variaveis na equagao de Laplace
Considera-se a equacao de Laplace num rectangulo [0, A]x [0, B] com condi-
¢oes de Dirichlet na fronteira
*u  J*u
022 T o2
(10.1) dx* Oy
U(.%',O):fl(l'), u(07y):f2(y)7 U(l', B):fg(l'), U(A,y):f4(y) )
para z € [0, A], y€10, B].

=0

Problemas deste tipo ocorrem como modelos em variadas aplicacoes,
por exemplo para: o potencial electroestatico num condutor oco de seccao
rectangular, as posicoes de equilibrio de membranas elasticas com posicao
fixa na fronteira de um rectangulo, o escoamento de um fluido irrotacional
incompressivel num tubo de seccao rectangular, a temperatura numa chapa
rectangular em equilibrio. Neste ultimo caso, note-se que a equacao do
calor num rectangulo ¢ ou/0t—k (0%u/da*+0%u/0y*) =0 e as solugdes de
equilibrio desta equagao satisfazem Ou/0t = 0, pelo que em situagoes de
equilibrio com os lados do rectangulo forgados a ter uma certa distribuigao
de temperatura, a temperatura no interior do rectangulo satisfaz a equacao
de Laplace com valores na fronteira (I0.1]).

Ao contrario das equagoes do calor e das ondas estudadas nos capitu-
los anteriores, que definem problemas de evolucao, a equacao de Laplace
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corresponde geralmente a problemas de equilibrio como os que foram men-
cionados.

Consideramos solugao do problema (IO em [0, A] x [0, B] qualquer
fungao continua w: [0, A] x [0, B] = R que satisfaz as condi¢oes na fronteira
e a condicdo inicial dadas e é C? e verifica a equacdo diferencial no interior
do dominio. As fungoes que satisfazem a equacao de Laplace num conjunto
aberto D chama-se fungoes harmonicas em D.

Como a equagao de Laplace é linear e, portanto, é valido o Principio da
Sobreposicao, quando as condigoes na fronteira sao nulas nos vértices do rec-
tangulo, as solugoes do problema considerado podem ser obtidas adicionando
solucoes de cada um dos quatro problemas que se obtém com condicGes na
fronteira nulas excepto num dos lados do rectangulo. Como estes problemas
sao idénticos, considera-se aqui apenas um deles, especificamente

0%u n 0%u _0
(10.2) Oz Oy

u(x,0)=f1(z), u(0,y)=u(z, B)=u(4,y)=0,

para z € [0, A], y€10, B].

O método de separagao de variaveis consiste em procurar solucoes do
problema da forma u(z,y) =X (x) Y (y). Substituindo na equacao diferencial
obtém-se X" ()Y (y)+X (z)Y"(y)=0. Assim, para u(z,y)=X(x)Y (y) ser
solucao do problema tem de existir uma constante o tal que

X"(z)—0 X(x)=0, Y'(y)+oY(y)=0
X(@)Y(0)=fi(z), X(0)Y(y)=X(z)Y(B)=X(4)Y(y) =0,

para (z,y) € [0, A] x [0, B]. Para que a solu¢ao nao seja nula, tem de ser
X(x),Y(y) # 0 para alguns z,y e, portanto, X(0) = X(A) =Y (B) = 0.
Se o # —n?n?/A? para todo n € N a tinica solucdo da equacdo diferencial
obtida para X que se anula nos pontos t =0 e x = A é a solucao nula. Se
o=-n?12/A% com n €N as solucdes das equacoes diferenciais acima obtidas
por separacao de variaveis com as condigoes referidas dao solucoes da forma
Y sinh mT(B—y),
A A
que satisfazem o problema ([[0.2]) para os casos particulares em que
fi(x) = up(x,0). Devido ao Principio da Sobreposigao, quando f; é uma
combinacao linear de fungoes deste tipo, obtém-se uma solugao do problema
que é a combinacao linear das fungoes w,, com os mesmo coeficientes. Se f;
nao é uma combinagao linear das funcoes u,, avaliadas em ¢ =0, é natural
tentar obter solucées com representacao em série

nr(B—y)
A

Un(x,y) = sin neN,

(10.3) u(z,y) = ; ey, sin % sinh
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e, portanto, considerar a representacao de f; por uma série de Fourier de
senos

> . NTX
(10.4) filx) = nzlbn sin ——,

com by, = ky, sinh(nrB/A). Qualquer funcao continua f; : [0, A] = R com
valor zero nos extremos do intervalo [0, A] pode ser estendida ao intervalo
[—A, A] de forma a ser impar, pelo que tem uma série de Fourier de senos. Do
teorema (?7) sabe-se que uma condicao suficiente para esta série de Fourier
convergir uniformemente para a fungao fi; no intervalo [0, A] é que esta
funcao seja continua e tenha derivada integravel a Riemann neste intervalo.

Resta confirmar que a fungao dada pela férmula ([I0.3]) é solugao do pro-
blema (I0.2]). Para majorar os termos da série nesta férmula e das suas
derivadas termo a termo convém comecar por majorar as funcoes seno hi-
perbodlico que aparecem na série. E f4cil ver que

sinh w o (B—y)/A _ ,—nn(B—y)/A

sinh HZB enmB/A _ g—nnB/A

1_672n7r(ny)/A 1

_ —nmy < oY
€ 1_6—2n7rB/A =€ 1_6—27TB/A :

Em consequéncia, a série cujos termos sao os valores absolutos dos termos da
série em (I0.3)), assim como as séries correspondentes obtidas derivando esta
série termo a termo uma e duas vezes em relacao a x e a y sao dominadas
em valor absoluto por um multiplo da série > n2e~"", pelo que sdo unifor-
memente convergentes em [0, A] X [yo, B], com 0<yp < B. Conclui-se que a
fungao u é C?, satisfaz a equacdo diferencial do problema em ]0, A[ x Jyo, B]
e é continua em [0, A] X Jyo, B]. Prosseguindo com derivagdes sucessivas da
série na férmula (I03) termo a termo até ordem k e tomando os valores
absolutos dos termos calculados obtém-se séries dominadas por multiplos de
S nFe "™ pelo que a solucio dada por essa férmula é C> em |0, A[ x |0, B,
mesmo que a condi¢ao na fronteira u(x,0)= fi(z) ndo tenha derivadas para
além da primeira.

Como os termos da série em (I0.3]) se anulam em todos os lados do
rectangulo com excepgao de [0, A]x{0}, conclui-se que as condigoes na fron-
teira sao todas satisfeitas no complementar deste conjunto na fronteira do
rectangulo. Resta verificar que u é continua nos pontos de [0, A]x{0}, o que
pode ser feito de forma semelhante ao que se fez no capitulo anterior para
o problema semelhante para a equacao do calor com base no Principio do
M3aximo para a equacao de Laplace que se obtém numa outra seccao deste
capitulo, segundo o qual o maximo e o minimo de solugoes nao constantes
da equacao de Laplace num conjunto conexo s6 podem ocorrer na fronteira
do conjunto.
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Na verdade, como a série de Fourier de f; em (I0.4) converge unifor-
memente para f; em [0, A], para todo € > 0 existe N € N tal que a su-
cessao de somas parciais da série {S,(x, f1)} cuja soma é fi(x) satisfaz
|Sm(x, f1) — fi(x)| < € para x € [0,A], m > N e, portanto, |Sy,(z,f1)—
Sn(x, f1)] < 2¢ em [0,A], m,n > N. Por outro lado, a sucessao de so-
mas parciais {S,(x,y,u)} da série que define u(x,y) em ([I03) é tal que a
funcao (z,y) — Sm(x,y,u) — Sy(z,y,u) satisfaz a equacao de Laplace em
10, A[ x ]0, B] e tem valor zero na fronteira deste conjunto excepto no seg-
mento [0, A] x {0}, onde o seu valor absoluto é majorado por 2¢. Do Prin-
cipio do Maximo que se obtém mais a frente neste capitulo conclui-se que
| S (x, y, u) — Sy (x,y,u)| < 2 para (z,y) € [0, A] x [0, B], m,n > N e, por-
tanto, a sucessao {S,(z,y,u)} converge uniformemente para uma fungao
continua em [0, A] x [0, B], pelo que u(z,y)— fi(z¢) quando (z,y)— (xo,0).

O Principio do Méaximo também permite provar. de forma andloga a
do capitulo anterior para a equacao do calor, que o problema de valores na
fronteira considerado é bem posto no sentido de Hadamard. Na verdade, o
mesmo problema mas com a condi¢ao na fronteira definida por uma fungao
f1 em vez de fi, tem solucdo @ tal que T—u satisfaz o problema mas com a
condicdo na fronteira definida por f,—f; em vez de f;, pelo que o Principio
do Méximo implica max [#—u| < max |f; — f1

Em resumo, fica estabelecido o resultado seguinte.

(10.5) Teorema: Se as funcoes fr, k=1,2,3,4, tém desenvolvimentos
em séries de Fourier de senos uniformemente convergentes no respec-
tivo dominio, entao o problema com valores na fronteira para a equacdo
de Laplace (I0.1)) tem solugao unica u. Esta solugdo é a soma das qua-
tro solucdes que se obtém considerando os valores na fronteira nulos,
excepto 0s que sdo especificados por uma das funcdes fr, k=1,2,3,4.
Cada uma destas solugoes € dada, para (z,y) € [0, A]x[0, B], por uma sé-
rie do tipo de (I0.3), a qual corresponde ao caso em que fo= f3= f4=0,
sendo a série uniformemente convergente nos subconjuntos compactos
de 10, A[ x]0,B[. O problema (I0.1) é bem posto no sentido de Ha-
damard, isto €, se u € solucdo do problema e u € solucdo do mesmo
problema com dados f, em vez de fi, entdo T—u uniformemente em
[0, A]x[0, B], quando f,— f uniformemente em [0, A], para k=1,2,3, 4.
Além disso, a solugao é C* em 10, A[ x |0, BJ.

A Figura [I0.J] ilustra graficamente a solucao do problema com valores
na fronteira para a equagao de Laplace (I0.I)) com o método acima descrito.

Interessa considerar outros tipos de condigoes na fronteira para a equa-
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Figura 10.1: Solucao do problema (I0.J]) com condigoes
na fronteira indicadas no topo e A=1, B=2 e valor
da solugao sobre o segmento de recta com x=1/4

¢ao de Laplace bem como a sua resolucao noutros dominios. O método de
separacao de varidveis e séries de Fourier pode também ser usado para re-
solver o problema de Dirichlet para a equacao de Laplace num circulo, com
uma mudanca para coordenadas polares. Em coordenadas polares a equacao
de Laplace escreve-se

5 0%u . ou  *u 0

rr—+r—+—-—=0.
or? or 062

O problema de Dirichlet num circulo de raio R > 0 corresponde a exigir a
verificagao desta equacao no interior do circulo e a condicao na fronteira

u(R,0)=f(0), 6€]0,2n],
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com f(0)= f(2m). A solugao u(r,0) tem de ser periédica com periodo 27
em . Para resolver este problema por separacao de variaveis e séries de
Fourier procuram-se solugoes da forma u(r, )= p(r) T'(f). Substituindo na
equacao diferencial obtém-se [1r2p" () 470/ (r)] T(0)+p(r) T"(0) =0. Assim,
para u(r, 0)=p(r) T'(0) ser solugao do problema tem de existir uma constante
o tal que

r2p" (r)+rp/ (r)—op(r)=0, T"(0)+oT(0)=0, p(R)=1, T(6)=[(0),

para (r,0) € [0, R] x [0,27]. A equacao diferencial para T s6 tem solugoes
diferentes de zero periédicas de periodo 27 se 0 =n? com n€NU{0} e neste
caso essas solugoes sdo ay sin(n#)+ b, cos(nf) com a,,b, € R constantes
arbitrarias se n € N, e ag/2 com qyp € R uma constante arbitraria se n = 0.
Para o =n? a funcdo p(r) =r" satisfaz a equacio diferencial para p. Obtém-
se assim solugoes da forma

r

Up(r,0) = (E)n(an cosnb + b, sinnf), neN,

que satisfazem o problema, mas com wu, (R, 0)=a, cos nf + b, sin nf. Assim,
¢é natural tentar obter solugoes com representacao em série

_ @, (Y -
(10.6) u(r,0) = 5 +Z<R> (an, cos nb + by, sinnf)

n=1

e, portanto, considerar a representacao de f por uma série de Fourier
a o0
f(0) = =4 Z (ay, cosn + by, sinnd) .
2 n=1

Qualquer fungao continua f:[0,27] —R com derivada integravel & Riemann
neste intervalo e f(0)= f(27) tem uma série de Fourier do tipo indicado que
converge uniformemente para a fungao f no intervalo [0, 27].

Resta confirmar que a funcao u definida pela férmula (I0.6]) é solugao
do problema. A série cujos termos sao os valores absolutos dos termos da
série nessa férmula, assim como as séries correspondentes obtidas derivando
esta série termo a termo uma e duas vezes em relacdo a r e a 0 sdo domi-
nadas em valor absoluto por um miltiplo da série Y. n?(r/R)"~2, pelo que
sao uniformemente convergentes em [0, Ry] x [0, 27], para todo 0 < Ry < R.
Conclui-se que a funcio u é C?, satisfaz a equacao diferencial do problema em
[0, R] x [0,27] e é continua em [0, R[ x [0, 27]. Prosseguindo com derivagoes
sucessivas termo a termo da série na féormula para u até ordem k e tomando
os valores absolutos dos termos calculados obtém-se séries dominadas por
multiplos de > n*(r/R)"~* pelo que a solucio dada por essa férmula é
C* em 0, R] x [0,27], mesmo que a condi¢ao na fronteira u(R,0) = f(6)
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nao tenha derivadas para além da primeira. Falta apenas verificar que u é
continua nos pontos de {R} x [0, 27] da fronteira do circulo, o que pode ser
feito tal como no caso anterior, com base no Principio do Maximo para a
equacao de Laplace.

Vamos agora obter de ([I0.6]) uma férmula integral para a solugao u
directamente a partir da funcao f. Os coeficientes da série de Fourier de f
sao

1

2T 1
ap= — f(tp)dtp, Up =
T™Jo

21 21
=—[ f(p) cosnpdp, b,=—[ f(p)sinnede.
T™Jo T™Jo

A série cujos termos sao os valores absolutos da série

r

o0
n

> (%) Fle)eosno—g).

n=1
¢ dominada por 2maxg x| f| D02, (Ro/R))" para (r,0) € [0, Ro] x [0, 27],
com Ry €]0, R[. Como esta série é uma série geométrica com razao menor do
que um, a série considerada ¢ uniformemente convergente em [0, Ry|x[0, 27].
Logo, pode ser integrada termo a termo o que d&

2 X pe\n . .
/0 Z<§> [f(¢) cosnb cosnp + f(p)sinndsinnep] df

n—

r

) <_>n K 27rf(80) COS NP dg0> cos nd + ( 27}(80) Sinngpd@) sinnﬂ}
R 0 ;

S
Il

Il
3
]2

r

<E>n(an cosnf + b, sinnd) .

n=1

Portanto, a solugao u definida pela férmula ([I0.6]) pode ser escrita na forma

u(r,0) = %/O%f(tp) [% + i (%)ncosn(ﬁ—ap)]dgo )

Com z=re? e w= Re'”, o termo entre parénteses rectos nesta férmula
pode-se escrever

I & zyn 1 = /zyn 1 z/w 1 w4z
§+;Re(a) :§+Rezl<a) :§+Re<1+1—%>:§Re<w—z>’

n=

pelo que a férmula acima para u pode ser escrita na forma

(10.7) u(r, 8) = — /O " Re <M> (o) do

2 Ret? —ret?
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Como

(w+2)(W—72) |w|2—|z|2 R2—y2

(w—2)(W—-2) - lw]2—2Re(wz)+|2]2  R2—2Rr cos(6—p)+r?2’

a férmula para u pode-se escrever (Figura [[0.2])

1 2 R2—T'2

(108) u(r,6) = %/0 R2—2Rr cos(6—p)+1r? flp)dp.

A qualquer das férmulas ([I0.7)) e (I08) obtidas para a solu¢ao do problema
de Dirichlet no circulo de raio R e centro na origem chama-se Férmula de
Poisson. Estas férmulas foram obtidas por separacao de varidveis e séries
de Fourier sob a hipdtese da funcao f ser continua e ter derivada integravel
a Riemann em [0, 27|, mas para a férmula estar bem definida basta que f
seja continua. Pode-se provar que apenas com a hipotese de continuidade
de f e f(0) = f(2mr) a Férmula de Poisson anterior ainda d4 uma solugao
da equacao de Laplace no circulo de raio R e centro na origem, estando a
dificuldade da prova na verificacdo que a funcao definida pela Férmula de
Poisson é continua na fronteira desse circulo. Nao vamos prosseguir esta
questao aqui porque numa seccao seguinte obtém-se resultados mais gerais.

Figura 10.2: Solugao do problema de Dirichlet para a
equacao de Laplace no circulo de raio 1, com valores
na fronteira representados na figura da esquerda

10.3 Funcgoes harmodnicas e transformacgoes
conformes

Na seccao anterior considerou-se a resolucao da equacao de Laplace em rec-
tangulos e em circulos com separacao de variaveis e séries de Fourier. Para
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resolver a equacao em regioes diferentes do plano é til explorar métodos de
Anilise Complexzﬂ. De facto, as funcoes harmonicas em conjunto abertos
de R? e as funcoes holomorfas em conjunto abertos de C estdo intimamente
relacionadas, como mostra o resultado seguinte.

(10.9) Teorema: Seja D C R? aberto e W = {z+iy: (z,y) € D} C C.
Entao:

1. Uma funcgao de valores complexos em W € harmdnica em W se e
s0 se as suas partes real e imagindria sao harmonicas em D.

2. As funcdes holomorfas em W sao harmonicas em W.
3. Seu: D — R € harmdnica e C?, entio g(x+iy)=0u/0x—iOu/dy
¢ holomorfa em W.

4. Seu: D — R é harmonica, entdo € localmente a parte real de
uma funcdo harmdnica, isto €, em cada circulo em W existe uma
fung¢ao h holomorfa em W com parte real igual a u nesse circulo.

Dem.
1. E imediata.

2. Recorda-se que se u,v: D —R sio C?, entdo f(x+iy)=u(z,y)+iv(z,y)
é holomorfa em W se e s se sao satisfeitas as condigdes de Cauchy-
Riemann du/dz = 0v/dy, du/dy = —0v/Ox, e que as partes real e
imaginaria de fungoes holomorfas sao C*°. Assim, se f é holomorfa
as condig¢oes de Cauchy-Riemann e a igualdade de derivadas mistas de
segunda ordem implicam

Pu  0%u 0% 9% ?v 0% 0% d%u

@+8—y2 - ordy oydxr @+8—g/2 T 9z0y Oydr

3. As fungdes U=0u/0z e V=—0u/dy sdo C' e satisfazem as condicoes
de Cauchy-Riemann
UV _Pu Pu_ U ov_ o o
or Oy 0x2  oyr 7 Qy  Oxr Oyodx Oxdy

logo g(x +iy)=U(x,y)+iV(x,y) é holomorfa.

4. Basta provar o resultado num circulo fechado arbitrario contido em
D. Sem perda de generalidade pode-se supor o circulo centrado na
origem com um raio R >0 (caso contrario faz-se uma translagao de

'Para uma exposicio simplificada dos aspectos de Analise Complexa aqui referidos
ver, por exemplo, o texto do autor Andlise Complexa de Uma Varidvel e Aplicagoes,
Departamento de Matematica, IST, 2005.
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coordenadas). Considera-se a funcao U que é solucao da equagao de
Laplace no circulo e satisfaz a condicdao na fronteira especificada em
coordenadas polares (r,0) por f(6)=wu(Rcosf, Rsinf) e que é dada
pela Formula de Poisson (I0.7). Esta férmula também da U como
funcao da varidvel complexa z=r " na forma

u(z) = — Re/02w<w>f(gp) do |

21 Rew—z

A fungao integranda é holomorfa no interior do circulo |z| < R, logo U
é a parte real de uma fung¢ao holomorfa. Em consequéncia do Princi-
pio do Maximo que se obtém numa seccao seguinte deste capitulo, as
solucoes da equacao de Laplace num conjunto limitado com os mes-
mos valores na fronteira, quando existem, sao tnicas. Conclui-se que
u=U, o que termina a demonstracao. Q.E.D

E também ttil o resultado seguinte.

(10.10) Proposicao: A composicio de uma fun¢ao harmdnica com uma
fungdo holomorfa é harmdnica.

Dem. Suponhamos que T'=u+iv é holomorfa num conjunto aberto W C C,
onde u e v tém valores reais, e f é harménica em T(W). Da regra de
derivagao da fungdo composta obtém-se

8 af ou af
(f T = <8u T) Ox * ((% T) oz’

0? 0% f ou\ 0 f v of
— = (=5oT )| — T oT
0z o) <8u2 ° > <8x> * ((% o’ ><8x> <8x> * <8u > 0z

0% f 0v\y 0% f ou of

* (W OT> <%> * <8u v OT> (81‘) (81‘) * <8v T> 02’
e férmulas idénticas trocando z com y. Adicionando a tultima férmula com

a correspondente com derivadas em ordem a y e aplicando as equacoes de
Cauchy-Riemann, du/dx =0v/dy, du/dy=—0v/dx, obtém-se

e =eron( [+ [5] ) + (Grer) 5 v (3her) i o

Como T' é holomorfa, resulta do teorema anterior que u e v sao harmonicas.
Portanto Af =0, Au=0, Av=0, logo A (foT)=0. Conclui-se que foT é
harmoénica em W. Q.E.D.
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0

log R

Figura 10.3: Transformacao conforme de uma semicoroa
circular num rectangulo do plano complexo, T'(z)=log z

Em consequéncia do resultado anterior, uma funcao complexa 71" holo-
morfa num conjunto W com inversa holomorfa transforma func¢oes harmé-
nicas no conjunto D = {(z,y) € R?: x+iy € W} em funcdes harménicas
no conjunto D* = {(u,v) € R?: u+iv € T(W)} e vice-versa. Assim, para
resolver a equacio de Laplace num subconjunto D de R? pode ser 1til trans-
formar variaveis por uma funcao holomorfa injectiva, que necessariamente
tem derivada diferente de zero em todos os pontos. Estas funcoes definem
transformacgoes conformes que preservam angulos entre curvas e razoes
de expansao e contraccao de comprimentos localmente em torno de cada
ponto. Portanto, as transformacgoes conformes sao particularmente tteis na
resolugao da equagao de Laplace em subconjuntos do plano e foram um ins-
trumento determinante no desenvolvimento de areas de aplicagdo como me-
canica de fluidos, aerodinamica, elasticidade de sélidos e electromagnetismo,
pela facilidade com que permitiram obter solugoes da equacao de Laplace
em subconjuntos do plano por simples transformagoes de coordenadas.

O Teorema de Transformacao de Riemann da Anélise Complexa estabe-
lece que qualquer subconjunto aberto simplesmente conexo do plano com-
plexo diferente de todo o plano pode ser transformado por uma transforma-
¢ao conforme no circulo aberto de raio 1 e centro na origem. Além disso,
se a fronteira do conjunto simplesmente conexo ¢ uma curva seccionalmente
regular, entao a transformacao conforme referida pode ser estendida ao fe-
cho do conjunto por uma funcao continua bijectiva com inversa continua.
Como se estabelece a existéncia e a unicidade de solucao de problemas de
valores na fronteira para a equacao de Laplace no circulo em que os valores
na fronteira sdo dados por uma funcao continua, fica-se, portanto, com um
resultado muito geral de existéncia e unicidade de solucao para problemas
de valores na fronteira para a equacao de Laplace em subconjuntos abertos
simplesmente conexos do plano que nao sejam todo o plano, com os valo-
res na fronteira especificados por uma funcao continua. Como aplicagoes
consideram-se os exemplos seguintes.
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Figura 10.4: Transformacio conforme T'(z) =22 do sector do 1° quadrante
limitado pelo semieixo real positivo e pela bissectriz do quadrante sobre
todo o 1° quadrante, e linhas de nivel da solucao u(z,y)=2cxy da equacao
de Laplace nesse sector com condicoes homogéneas de Dirichlet no semieixo
horizontal e de Neumann na bissectriz do quadrante

(10.11) Exemplos:

1. Pretende-se resolver a equacao de Laplace numa semicoroa circular
limitada por semicircunferéncias de raios 1 e R > 1, com condicoes
de Neumann nulas nas semicircunferéncias e condi¢oes de Dirichlet na
parte da fronteira que consiste de segmentos de recta, com valor 1
num dos segmentos e 0 no outro. A solugao deste problema descreve,
entre outras situagoes, a distribuicao da temperatura no equilibrio de
uma placa com a configuracao de semicoroa circular, isolada termica-
mente no seu contorno curvo e com os extremos rectilineos mantidos
a temperaturas fixas diferentes.

A transformacio T'(z) =log z =logre? =logr+if, com 1 <r <logR,
0 <0 <7 em que log designa o logaritmo principal, transforma a
semicoroa circular, que no plano complexo consiste nos pontos r e,
no rectangulo dos pontos z+1iy, = € [0,log R], y € [0, 7] (Figura [I0.3]).
O problema fica transformado na resolucao da equacao de Laplace
para uma fungdo U no rectangulo [0,log R] x [0, 7] com condi¢oes na
fronteira OU/0x = 0 nos lados em que x =0 ou x =log R, U =0 no
lado em que y =0 e U =1 no lado em que y = . E claro que este
problema tem a solugao U(x,y) = (r—y)/m. Assim, como z = logr
e y = 0, a solugao da equagao de Laplace na semicoroa circular com
as condicoes de fronteira inicialmente consideradas é em coordenadas
polares u(r,0)=(m—0)/x.

2. As solugoes da equacao de Laplace no sector do plano zy no 1° qua-
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Figura 10.5: Linhas de nivel da solucao u(x,y)=2cxy da equacao de
Laplace no 1° quadrante com condicées de Dirichlet na fronteira

drante limitado pelo eixo dos xzx e pela bissectriz do quadrante, com
condic¢ao de Dirichlet nula no eixo do x e condigao de Neumann nula
na bissectriz, podem ser facilmente obtidas notando que a funcao
T(2) = 2% = (x+iy)? =22 —y*+i22y define uma transformacio conforme
do sector considerado no plano complexo sobre o 1° quadrante (Figura
[[0.4]). Na verdade, solugoes da equagao de Laplace no 1° quadrante
com condicao de Dirichlet nula no eixo horizontal do X e condicao
de Neumann nula no eixo vertical do Y sdo U(X,Y) = ¢Y, com ¢
constante, pelo que u(z,y) = 2cry é solugao do problema de valor
na fronteira para a equacao de Laplace considerado inicialmente. Em
electroestética, as linhas de nivel de u (Figura[I0L5]) dao equipotenciais
na vizinhanga de um canto de 45° formado por um condutor perfeito
plano com um isolador perfeito também plano, sem cargas no sector
definido entre planos e considerando nulo o potencial do condutor.

A mesma transformacao conforme pode ser usada para obter as solu-
¢oes da equacao de Laplace no 1° quadrante com condicao de Dirichlet
nula em toda a fronteira, obtendo-se tal como anteriormente a solu-
¢ao u(x,y) = 2cxy. Entre outras possibilidades, as linhas de nivel
desta funcao (Figura [0.4]) podem corresponder as linhas de fluxo de
um fluido incompressivel irrotacional na vizinhanca de um canto com
paredes impenetraveis.

Pretende-se obter a solugao limitada da equagao de Laplace no com-
plementar do circulo de raio 1 e centro na origem em R? que satisfaz
a condicao u(x,y) = x+1 na circunferéncia de raio 1. Neste caso a
regiao onde se quer resolver a equacao de Laplace ¢é ilimitada. A fun-
cio T(z) =1/z=1/(z+iy) = (x —iy)/(x®>+y?) transforma o exterior
do circulo de raio 1 do plano complexo no interior do mesmo circulo
e é holomorfa nesse conjunto (Figura [[0.6]). Assim, o problema fica
transformado em determinar a solucao U(a,b) da equagao de Laplace
no circulo de raio 1 que satisfaz U(a,b)=a+1 para a>+b*=1. E facil
ver que a solugdo deste problema é U(a,b)=a+1 para a>+b?< 1. Por-
tanto, a solucao da equacao de Laplace do problema inicial no exterior
do circulo é u(z,y)=x/(x*+y?)+1 (Figura [0.6).
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Figura 10.6: Solucao da equacao de Laplace no exterior do circulo de raio 1
e centro na origem com transformacao conforme sobre esse circulo

10.4 Teorema de Valor Médio e Principio do
Maximo para funcoes harmonicas

As solugoes das equagoes de Laplace (ver Figuras [[0.1] a [0.6]) satisfazem a
propriedade importante de em cada ponto interior ao dominio terem valores
iguais a sua média em bolas centradas nesse ponto e também iguais & sua mé-
dia nas fronteiras dessas bolas. Esta propriedade das solugoes das equagoes
de Laplace pode ser estabelecida com base nas Formulas de Green que
resultam do Teorema da Divergéncia. Dado que as situacoes em dimensao
superior a dois nao envolvem dificuldades adicionais, o resultado seguinte
estabelece-as para qualquer dimensao finita.

(10.12) Proposigao (Férmulas de Green): Se D CR" é um dominio
reqular e f,q sdo funcdes com valores reais C? em D, entdo:
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1? Férmula de Green: [, gf,= [, (Vg-Vf+gAf),
22 Férmula de Green: [, (9f,—fg9.)=[p (9Af—fAg),

onde f,, g, designam as derivadas direccionais, respectivamente de f e
g, na direccdo da normal exterior unitdria v a D definida em 0D.

Dem. Verifica-se div(gV f)=Vg-Vf+gAf. O Teorema da Divergéncia para
a fungao gV f no dominio regular D da a 1* férmula. Subtraindo a esta a
férmula analoga com f e g trocadas, obtém-se a 2% férmula. Q.E.D.

Uma aplicacao imediata da 1* Formula de Green permite obter um re-
sultado de unicidade de solucao de problemas de Dirichlet, problemas de
Neumann e até problemas mistos para a equacgao de Poisson.

(10.13) Teorema de unicidade de solugao para a equagao de
Poisson: Sejam u e v funcgoes continuas no fecho de um dominio re-
gular com cantos conexo D CR™ que sdo C? e satisfazem a equacdio de
Poisson Au=p no interior de D, e sejam u,, v, as derivadas direccio-
nais, respectivamente de u e v, na direccio da normal exterior unitdria
v a D definida em 0D excepto nos cantos. Seu=v em SCID eu,=uv,
em OD\S, entdo u—v € constante em D; se S#0, entdo u=v em D.

Dem. Com f=wu—wv, a 1* Férmula de Green com g = f a4 Jop [ =
I HVfH2 e ff,=0em 9D, pelo que os integrais acima sdo iguais a zero.
Como ||V f|| é continua em D, obtém-se Vf=0em D. Segue-se que u—v= f
¢é constante no conjunto conexo D. Se S#(, f=0 em pelo menos um ponto
pelo que a constante é zero, logo u—v=f=0. Q.E.D.

A 12 Férmula de Green também permite obter a Propriedade de Valor
Médio para fungoes harmonicas.

(10.14) Propriedade de Valor Médio para Fun¢oes Harmdnicas:
Se u ¢ uma funcdo C? num conjunto aberto D CR™ e Au=0, entdo
para toda a bola B=Br(y)CD ¢é

1 1
uly) = vol,,—1(0B) /E)Bu ’ u(y) = vol, (B) /B uo

onde vol,_1(0B) = [,51 e vol,(B)= [51 .

2 . ~ A e . oA e oA . .
Em aplicacoes a mecanica, hidrodinamica, aerodinamica e electromagnetismo o lado
direito desta férmula é frequentemente multiplo de uma energia.
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Dem. A 1* Férmula de Green com f=wu, g=1 no dominio regular Br(y),
r €10, R[ da faBTu,,:fBrAu:O. Mudando de varidveis de integragao com
p=|x—yl| e t=(x—y)/r, obtém-se

4 0 / 4 0 < _ / >
n—1 n—1 1-n

=r - u(y+rt)dt =r =\ uf .
or [[t]|=1 ( ) or 0B,

Portanto, com F(r) = r'=" [,z u é F'(r) = 0, logo F(r) = R'"™" [5, u,
para r €]0,R]. Dado que u ¢é continua em Bpg(y) verifica-se a férmula
u(y) =lim, 0(f55 v)/vol,-1(3B;). Como vol,_1(dB,)=r"""vol, 1(dBi),

o limite quando r — 0 dé a 1* férmula no enunciado. Uma vez que vol,,_1(By) =
nvol,(B1) a férmula pode ser escrita para r < R na forma n vol,, (By) 7" tu(y) =
/. op, W Integrando em r € 10, R[ e usando o Teorema de Fubini obtém-se

vol,(B1) R™ u(y) :/f(/aBru) dr = /BRu,

de onde resulta a 2% férmula, pois vol, (Bgr)= R"vol,(B). Q.E.D.

A Propriedade de Valor Médio anterior tem como consequéncia imediata
o seguinte Principio do Maximo.

(10.15) Principio do Maximo para FungGes com a Propriedade
de Valor Médio: Seja v uma funcdo continua num conjunto aberto
conexo D CRR"™ que satisfaz em cada bola B( ) CR™ com fecho contido
em D a Propriedade de Valor Médio u(y (fB )/Vol

1. Se u tem mdzxzimo ou minimo em D, entdo € constante em D.

2. Se D ¢ limitado eu € continua em D, entdo o mdzximo e o minimo
de u em D sdo assumidos necessariamente na fronteira 0D.

3. Sew € solugio C? da equagdo de Laplace em D, entdo nao tem md-
zimo nem minimo neste conjunto. Se D € limitado e u € continua
em D, entio o mdzimo e o minimo de u em D sdo necessaria-
mente assumidos na fronteira 0D.

Dem. Se u tem um méximo M em D, entao existe y € D tal que u(y)=M
e u L ({M})#0). Como u é continua em D o conjunto u~({M}) é fechado
relativamente a D. Se z€u~!({M}) e B=B,(z) é uma bola incluida em D,
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é 0=u(z)—M = [ (u—M)/vol,(B) <0, pelo que u=M em B,(z). Por-
tanto, u~!({M}) também é um conjunto aberto relativamente a D. Como
0s Unicos subconjuntos simultaneamente abertos e fechados relativamente
a um conjunto conexo sao este conjunto e o conjunto vazio, conclui-se que
u~t({M})=D. Para um minimo aplica-se o resultado anterior a —u. A afir-
macao 2. é consequéncia imediata da 1. e do Teorema de Weierstrass que
garante que uma funcao continua num conjunto compacto tem necessaria-
mente um maximo e um minimo. As conclusoes sobre solugoes da equagao
de Laplace resultam de 1. e 2. e de (I0.I4]) implicar que estas solugoes
satisfazem a Propriedade de Valor Médio no enunciado. Q.E.D.

Como corolario imediato deste teorema pode-se obter a unicidade de
solucao do problema de Dirichlet para as equacoes de Poisson e Laplace
num conjunto aberto e limitado D C R".

(10.16) Corolario (unicidade de solugoes das equagoes de Pois-
son e Laplace com condigdes de Dirichlet na fronteira): Se
D C R™ € um conjunto limitado e aberto e u, v sdo solugées de um
problema de Dirichlet para a equacdo de Poisson ou de Laplace em D,
entao u=v em D.

Dem. A func¢ao u—wv satisfaz a equacao de Laplace em D, pelo que o teorema
anterior implica que os seus valores maximo e minimo em cada componente
conexa de D s@o assumidos na fronteira dessa componente. Como a fungao
u—v é nula em 9D, segue-se que ¢é identicamente zero em cada componente
conexa de D e, portanto, em todo D. Q.E.D.

10.5 Existéncia de solucoes das equacoes de
Laplace e Poisson em bolas de R"

E f4cil determinar solucoes da equacao de Laplace em R™ com simetria radial:
727" para n # 2 e logr paran = 2, onde r é a distancia a um ponto fixo de
R™. Para cada y € R" fixo define-se a solucao fundamentald normalizada
da equacao de Laplace em R™\{y} por (Figuras [I0.7)

3Para campos de forcas inversamente proporcionais ao quadrado da distancia a particu-
las em R®, como no caso do campo gravitico e do campo eléctrico, a solucéo fundamental
é o potencial de uma particula unitaria na origem. O gradiante deste potencial é o campo
de forcas devido a particula.
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1 2—
ey XY, n#2
Pe—y) =Tyl =9
7 log|lx—yl| . on=2,

onde Bj é a bola unitiria em R"™. Verifica-se

1
D.T(x— - - . _ -n
TGc—y) = ooy @) Ix =1

1 2 —n—2
Dl (x=y) = s | ey I = e =) on =) Ioe—y 72,

onde dj;,=1se j=k e d;,=1 se j#k, pelo que se obtém as desigualdades

Dl (x=y)| <

1 1-n
~ nvol,(By) <=yl ’

1
D '(x— < ——|x—-y|™".
DTGy < s ey

A 2% Férmula de Green na proposigao ([[0.12)), aplicada com f=ue g=T
no conjunto D\ B, onde D é um dominio regular que contém B,., da

/ FAu:/ (Fuy—ufy)—i—/ (Tu,—ul) .
D\B, D OB,

Como I'(r)nvol,(By)r"~ ! éigual a r/(2—n) paran #2ea rlogr para
n=2, quando r — 0 verifica-se

oo

-1
uI’,,z—I"r/ u = / u— u(y).
/8BT (r) o,  nvolu(B1)r"=t Jyp ®)

Substituindo na expressao obtida com a 2% Férmula de Green obtém-se a
seguinte representacao de Green para funcdes u< C%(D) N C(D)

< |T(r)| nvol, (By) r™ Lt sup | Vul| — 0
B

u(y) = /D [u(x) T, (x—y) — D(x—y) 1, (x)] dx + /D P(x—y) Aux) dx

Como I' é C*°, uma das consequéncias da representacao de Green é que as
solugoes da equacao de Laplace Au=0 em D sdao C*° neste conjunto.

Se DCR™ ¢ um dominio regular e ve C?(D) N CY(D) satisfaz a equacio
de Laplace Av =0 em D, com g =u, f=v na 2* Férmula de Green da
proposicao (IILI2) obtém-se

/ (uv,,—vul,)+/vAu:/uAv:0.
oD D D
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Figura 10.7: Solucao fundamental da equa-
¢ao de Laplace em R", paran=1,2,3

Adicionando a representagao de Green, com G(x,y)=I(x—y)+v(x) da
uy) = [ [ux) Gulx.y)=Glox vy () + [ Gloxy) Aul)ax

Se G(x,y) =0 para x € 9D obtém-se a seguinte férmula de representagao
para fungoes u€ C?(D) N C°(D)

u(y) = /8D u(x) Gy (x,y) dx + /D G(x,y) Au(x) dx .

A fungdo G : {(x,y): y € D,x € D\{y}} — R com estas propriedades é
conhecida por Fungao de Green (do problema de Dirichlet) para D, ou
por Funcgao de Green de 1? espécie para D. Sabe-se do coroldrio (I0.16])
que se a funcio de Green existe é tinica em C%(D) N C°(D).
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A dltima férmula anterior dd uma representacdo de solugbes em
C%(D) N CY(D) para as equagdes de Poisson Au = p e de Laplace (com
p=0) num dominio regular D, para funcoes p limitadas e integraveis em D
expressa em termos da prépria fungao p, de uma funcao de Green para D e
dos valores que a solucao satisfaz na fronteira 0D.

Nao consideramos aqui a existéncia de fungoes de Green na situacao mais
geral, mas apenas o caso em que D é uma bola em R". E facil verificar que
a funcao de Green G para B, (0) satisfaz para x,x € B,.(0)

vl
X ||y|\yH>7 y#0

I([[x[]) = T( y=0,

) ,
: ; Il iy :
Glxy) =T (yIxP -2y iyl ) -0 P~y 2 ),

_ oG P y)?
- O|x||  nvol,(B1)

Gy [x=y[™ >0,
.

pelo que a tnica candidata u € C?(B,.(0))NC°(B,(0)) a solugao da equagio
de Laplace em B,(0) é dada em termos dos seus valores na fronteira pela
Férmula de Poisson seguinte que generaliza a férmula (I0.8]) que tinha
sido obtida para o caso particular de n=2

uly) = 1 / w u(x) dx
nvol,(By)r OB, [x—yll

Note-se que fazendo y =0 recupera-se a Propriedade de Valor Médio para
solugbes da equacao de Laplace em (I0.I4]). Para estabelecer a existéncia
de solugao em C?(B,.(0))NC°(B,(0)) para o problema de Dirichlet na bola
B,(0) basta verificar que a funcao definida na tltima férmula é solucao do
problema.

Chama-se nticleo de Poisson a funcao

1 r2—|ly|®
nvol,(By)r |x—yl|"

(10.17) K(x,y) =

O resultado seguinte da as propriedades principais do nicleo de Poisson.

(10.18) Proposicao: O nicleo de Poisson K satisfaz K(x,y)>0 para
x€0B,yeB e faBK(x,y)dle para 'y € B.
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Dem. A 1* afirmacao é 6bvia da férmula que define o nicleo de Poisson. A
2% afirmacao resulta de aplicar a Formula de Poisson a u=1 Q.E.D.

Com o nicleo de Poisson obtém-se o resultado seguinte.

(10.19) Teorema de existéncia de solucao da equagao de Laplace
numa bola de R" : Seja B=B,(0) CR" e f uma fungdo continua em
0B,.. Entdo o problema de Dirichlet para a equacdo de Laplace
Au=0 em B
u=f emdB

tem solugdo nica em C?*(B) N CY(B), dada pela Férmula de Poisson

1 2~y
u(y) — { nvoly (B1)r faBT T||x—y)|,|" U(X) dx , YEB

f(y) , YEOB.

A solucdo u € C*° em B.

Dem. Pode-se concluir que u é harmoénica em B sabendo que a funcao de
Green G, e portanto também G, sao harmonicas em B ou, em alternativa,
calculando directamente o laplaciano de u. Do coroldrio (I0.I6) sabe-se que
a solucao é tunica. E claro que a férmula de Poisson da v como produto
de duas func¢ées C*° em B, pelo que u é C* em B. Resta provar que u é
continua em 0B. Seja K o niucleo de Poisson, € > 0 arbitrario e yg € 5.
Como f é continua em 0B, existe d >0 tal que |f(y)—f(yo)| <€ parayeB
com ||y —yol/<d. Como f é continua no conjunto compacto 9B, o seu valor
absoluto tem um mdaximo M >0 nesse conjunto. Portanto, se ||y —yol| <o,
com 0<9/2, é

fuly)—u(yo)| = \ [ Kyl -utvo)] dx
< /8 o KO 00—ty dx

4 / K(x,y) u(x)—u(yo)| dx
0B\Bs(yo)

n—2 N n—2
o 2 YD =l 2M 2o

0/2)" - 0/2)"

Para o >0 suficientemente pequeno, é |u(y)—u(yo)| <2e. Conclui-se que u
¢é continua em yq. Em consequéncia, u é continua em B. Q.E.D.

E possivel provar a existéncia de solucao de problemas de Dirichlet para a
equacao de Laplace em subconjuntos abertos limitados conexos de R" cujas
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fronteiras satisfazem certas condigbes gerais, como por exemplo a condigao
da esfera exterior: para cada ponto da fronteira existe uma bola que con-
tém esse ponto na sua fronteira e tem fecho contido no exterior do conjunto
com excepcao do ponto referido. No caso de n=2 uma condicao mais fraca
que assegura o resultado é que nenhuma componente conexa do comple-
mentar do conjunto sejﬂa simplesmente um ponto. Uma forma elementar de

provar estes resultadod] é com o Método de Perrorﬁ.

A representacao de Green permite obter o seguinte resultado simples de
existéncia de solugao do problema de Dirichlet para a equagao de Poisson.

(10.20) Teorema de existéncia de solugao da equacao de Pois-
son: Se DCR"™ ¢ um conjunto limitado e aberto tal que o problema de
Dirichlet para a equagdo de Laplace (p=0) correspondente ao problema
de Dirichlet para a equacao de Poisson
Au=p em B
u=f emJB

tem solugcdo em C%(D) N C°(D) qualquer que seja a funcdo f continua
em 0D, entdo o problema de Dirichlet para a equagdo de Poisson com
p€CHD)NCYD) e condi¢do na fronteira dD igual a zero tem solugdo
tnica em C*(D) N C°(D), dada por u(y) =v(y)+ [, G(x,y) p(x) dx,
paray €D, onde v é a solucdo do correspondente problema de Dirichlet
parae a equacdo de Laplace e G é a 1% fun¢do de Green para D.

Dem. Sabe-se do corolario (I0.I6]) que se a solugao existe entao é unica. Da
representagao de Green, a unica candidata a solugao é dada pela férmula
no enunciado. Como G(x,y)=0 para x € 9D verifica-se u=v em 9D, pelo
que u satisfaz a condi¢ao na fronteira. Como G(x,y)=I(x—y)+£(x), onde
I' é a solucao fundamental normalizada da equacao de Laplace em R™\{y}
e £ € C%(D) N C°(D) satisfaz a equagdo de Laplace em D, basta observar
que o Potencial Newtoniano [, T'(x—y)p(x)dx de p em D pertence a
C?(D)NC°D). Q.E.D.

4Para uma exposicio simplificada do Método de Perron no plano complexo ver por
exemplo o texto do autor Andlise Complexa de Uma Varidvel e Aplicagoes, Departamento
de Matematica, IST, 2005. O método ai descrito para o plano complexo pode ser genera-
lizado para R™ sem dificuldades. Uma exposig¢ao clara do Método de Perron directamente
em R™ encontra-se no livro Gilbarg, D., Trudinger, N.S., Elliptic Partial Differential Equa-
tions of Second Order, Springer-Verlag, 1977, que é uma boa referéncia para o estudo de
equagdes diferenciais elipticas gerais.

®Perron, Oskar (1880-1975).
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10.6 Caracterizacao das fungoes harmonicas pela
Propriedade de Valor Médio

Provou-se no teorema (I0.14) que uma solucio C? da equacio de Laplace
num conjunto aberto satisfaz a Propriedade de Valor Médio. Usando a Fér-
mula de Poisson pode mesmo estabelecer-se que esta propriedade é uma
caracterizacao das solucoes da equacgao de Laplace no conjunto. Mais pre-
cisamente, que uma funcao continua é solucao da equagao de Laplace num
conjunto aberto se e sé se satisfaz a Propriedade de Valor Médio. Esta
propriedade é particularmente informativa sobre a natureza das solugoes da
equacao de Laplace e ajuda a entender a associacao desta equacao a situa-
¢oes de equilibrio de processos de difusao, como por exemplo para a equacao
do calor, pois é de esperar que tais processos facam evoluir fung¢oes de forma
a equilibrar os seus valores de modo a nao terem desvios em relagao a médias
de valores préximos.

O resultado seguinte estabelece a equivaléncia entre uma funcao ser har-
monica num conjunto aberto, e ser continua e satisfazer a Propriedade de
Valor Médio nesse conjunto. Assim, poderiamos definir uma fungao har-
moénica num conjunto aberto como sendo uma funcao continua com a pro-
priedade de valor médio e tal bastaria para se poder provar que a funcao
tem de ser indefinidamente diferenciavel e satisfazer a equacao de Laplace
no conjunto considerado.

(10.21) Teorema: Seja u uma fun¢ao com valores reais continua num
conjunto aberto D C R™. A fun¢ao u € harmdnica em D se e si se
satisfaz a Propriedade de Valor Médio em D.

Dem. O teorema (I0.14)) garante que as func¢oes harménicas em D satisfazem
a Propriedade de Valor Médio neste conjunto. Resta provar a reciproca. Se
B é uma bola aberta tal que B C D, o teorema ([IL14]) garante que existe
uma funcdo h harménica em B e continua em B tal que v = h em 0D. Como
tanto u como h satisfazem a Propriedade de Valor Médio em B, também
u—h satisfaz esta propriedade em B. Do Principio do Médximo (I0.I5) resulta
u—h=0 em B, pelo que u=h é harménica em D. Q.E.D.

10.7 Notas histdricas

A equacao de Laplace apareceu pela primeira vez publicada em 1752 num
trabalho de L. Euler sobre os principios do movimento de fluidos. Apareceu
depois na obra de P.S. Laplace Mécanique Celeste, publicada em vérios
volumes entre 1799 e 1825.
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S.D. Poisson contribuiu de decisivamente para o estudo das funcoes har-
monicas em 1811 e 1812 e obteve em 1820 a Férmula de Poisson para um
circulo. Inspirado nos trabalhos de Laplace em mecanica celeste G. Green,
nas suas proprias palavras “considerando quanto desejavel era que um po-
der de accao universal, como a electricidade, fosse, tanto quanto possivel,
submetido a possibilidade de ser calculado”, iniciou uma teoria matematica
do electromagnetismo em 1928 com o trabalho Fssay on the Application
of Mathematical Analysis to Theories of Electricity and Magnetism, onde
também contribuiu para o estudo das funcoes harmonicas.

Em 1839 e 1840 C. Gauss iniciou a Teoria do Potencial como area es-
pecifica de estudo, com uma publicacao sobre forcas centrais inversamente
proporcionais ao quadrado da distancia (como é o caso do campo gravitacio-
nal e do campo eléctrico). Nesta altura Gauss desconhecia o trabalho de G.
Green j4 referido, o qual s6 ficou conhecido apés W. Thomsonﬁ promover a
sua reimpressao em 1846. Por esta razao, verificam-se no trabalho de Gauss
sobreposigoes com o trabalho de Green que vao ao ponto de, tal como Green,
ter utilizado o termo “potencial” para designar a fun¢ao harmonica cujo gra-
diante é o campo de forgas. Uma das importantes contribuicoes de Gauss
neste ambito foi a Propriedade de Valor Médio para funcoes harmonicas.

O Problema de Dirichlet foi considerado desde cedo e veio a ser conhecido
por este nome na sequéncia dos trabalhos de Riemann de 1851 mencionados
mais a frente. Com base em consideragoes fisicas havia a conviccao de que
o problema tinha de ter solucao tunica, pois correspondia a situagoes que
se podiam concretizar fisicamente, no ambito das dreas de aplicagdo acima
mencionadas, pela fixacao de valores na fronteira de um dominio limitado
que deviam dar origem a uma solucao. Contudo, a existéncia de solugao do
Problema de Dirichlet s6 foi provada em 1872, e apenas para o caso parti-
cular em que a regiao é um circulo, por H.A. Schwarz, apesar da Férmula
de Poisson que da uma funcao harmonica por um integral que envolve os
valores fixados na fronteira do circulo estar disponivel desde 1820, como se
referiu acima. A dificuldade, que sé foi ultrapassada em 1872, era em pro-
var que a func¢ao definida pela Férmula de Poisson no interior do circulo é
continua na fronteira sempre que a fungao que define os valores na fronteira
¢é continua. Era, também, necessario provar que nao havia mais solucoes do
problema, mas a questao da unicidade de solugao, no caso de existéncia, ja
se encontrava na altura resolvida com base na Propriedade de Valor Médio.

E de referir que P.G. Dirichlet considerou uma modificagao das ideias
de Gauss para fundacao da Teoria do Potencial e propos a determinacao
de fungoes harménicas como fungoes que minimizam o integral do quadrado
da norma do gradiante de funcgoes definidas na regiao considerada. Nos
casos concretos de aplicacao referidos este problema do Célculo de Variagoes
corresponde a minimizar a energia e, de um ponto de vista fisico, é natural

®Thomson, William (Lord Kelvin) (1824-1907).
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esperar que as solugoes de equilibrio minimizem a energia do sistema. B.
Riemann veio a chamar a esta ideia, do ambito do Célculo de Variagoes,
Principio de Dirichlet e utilizou-a, em 1851, para obter propriedades de
funcgoes harmonicas.

A validade do Principio de Dirichlet s6 foi estabelecida rigorosamente por
volta de 1910, por varios matematicos que incluiram D. Hilbertﬂ , H. Wey% e
R. Courantﬁ, com métodos que exigiram novas importantes contribuigoes do
ambito da Anadlise Funcional para ultrapassar sérias dificuldades encontradas
no problema de minimizacao considerado. Este resultado veio a constituir
a base dos chamados Métodos Variacionais em Equagoes Diferenciais.

O Método de Perron para estabelecer a existéncia de solugoes da equacao
de Laplace em regioces gerais foi desenvolvido por Oskar Perron em 1923.

O Principio do Méximo para equacoes diferenciais parciais elipticas foi
estabelecido por E. Hop em 1927, embora tenha havido contribuicoes
anteriores de outros matematicos para casos particulares.

"Hilbert, David (1862-1943).
SWeyl, Hermann (1885-1955).
?Courant, Richard (1888-1972).
Hopf, Eberhard (1902-1983).



	Equações de Laplace e Poisson – Funções harmónicas
	Introdução
	Separação de variáveis na equação de Laplace
	Funções harmónicas e transformações conformes
	Teorema de Valor Médio e Princípio do Máximo
	Existência de soluções das equações de Laplace e Poisson
	Propriedade de Valor Médio de funções harmónicas
	Notas históricas


