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CERPITULO ITI - EXISTENCIA, UNICIDADE F DEPENDENCIA DE CONDI-

COES INICIAIS E PARAMETROS

3.1 - Existéncia de Solucdes

Considere-se a equagao diferencial
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onde § & um conjunto aberto em R e f: 4 »® & continua.
Diz=ze que x & uma solugao de (1) num intervalo I c R se x 2
- . . L= - n
uma funcac continuamente diferenciavel de I em R tal gue

(t,x(t)) € 0 para todo t € I e x satisfaz a eguacdo (1) emI.

Diz-se também gque f & um campo vectorial em 2. O intervale I

de definigdo da solugac pode nao ser extensivel a todos os

nimeros reais como ilustra ¢ seguinte exemplo:

Exemplo 3.1
. 2 2 - _
Seja 0 € R e fit,x)=x". A sclugao geral da eguagao

x=x" & x(t) = =1/ (t+c) para tg-c, ou rit) = -1/(t+ec) para tz-c,



ou x(t)=0 para tode t € R.
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Estas solugoes nac podem ser estendidas a intervales

maiores.

Quando uma solugdc x(t) & extensivel para tode t € R,
diz-se gue & uma solugic glebal. O exemplo antericr mostra
gue solugfes globais podem nao existir, mesme se o campo vec
torial & continuc. Resultados gerais de existéneia de selu
¢bes devem, portante, ser postos para solugdes locais & wvel

ta de um ponto {to,xol £ o,

Um problema de valor inicial para a eguagao (1) consis

te em determinar um intervalo I contendo t_ e uma solugao x

de (1) em I satisfazendo x(:ol =x_.

Lenma 3.2

O problema r = fi(t,x) com x{to}=xo & eguivalente a

t
x(t) = x_ + /] fls,x(s)) ds (2)
o
desde que £ seja continua.
Dem.: Obvio,
Teorema 3.3 (Peanoc)
Se £ & continua num conjunto aberteo o < Bn+l, entac pa

ra cada {t_,x_) € 0 existe pelo menos uma solugdo x = £(t,x]
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com x(tO]=xo.

Dem.
0 problema pode ser formuladec como um problema de exis

téncia de um ponte fixo da transformagdo T com

T
{Tg) (L) = X, * { fis,pls)) ds.
o

A existéncia de um ponto fixo € agui estabelecida pelo
Teorema do ponto f£ixo de Schauder. Para issc hd gue escolher
um conjunte & de func¢oes ¢ continuas num intervale I, com
w{t@]:zo, gque seja fechado, limitado e convexo num espaco de
Banach de fungdes continuas e tal que T : A - A seja comple

tamente continua.

Para gque f : 2 -+ A seja completamente continua & neces

sario que T(A) seja compacto. A compacidade de conjuntos de
fungdes continuas pode ser estabelecida utilizando o Teorema
de Ascoli-Arzela. Portanto, ha gue sstabslecer gue T & egui

limitada e eguicentinua. Note-se gue

(32

ITpi{t)-x_ | = |] £(s,pls)) 4ds|

T

T (£} =Tel(E) | =1[  £fls,p(s)) dsl.
t

Portanto, desde gue seja possivel limitar £ na forma
I £{s,p(s)) | £M para s num intervalo compacto contendo tonapg

ra ¢ € A, ter-se-3

ITo{t)=x I g Mlt=t 1 , [Te(t)-Ty (T g Mit-t|,



o gue garante a equilimitacdo e a eguicontinuidade de T. Ora,
como f & continua em §, segue-se gue & limitada em subconjun
tos compactos de 0. Mals precisamente, se Bc {0 & um rectancu

lo da form
Bz[(t,r:-:|t-t|ga,ir—xoég31-r

seque-se gue £ & limitada em B. Seja
M=sup { [£(t,x}] + {t,x) € B ;

Pretende-se que (s,p(s)) &€ B para teodo s num intervalo
I = it : |tﬁtolg§} . Para isso basta escolher o tal gue

- 1
Mo g B, JR -0

p T | \!_ /

I = ol
g tomar para & o conjunto PJ | A
-—
{;ﬁ
. o n -
A=l e C (IR} ol d=x_, lolt)-x | g8 B/t E I_ L.
a o

Este ceonjunto & convexo, fechado e limitado, T : & - AeTI(A)

= %

& précompacto.

Para aplicacdo do Tecrema de Schauder, resta provar que

T :

ey

v > & & uma fungic continua. Como £ & continua em B e B
€ compacto, segue-se gue I & uniformemente continua em B.
Portante, qualguer gue seja e>0 existe §>0 tal gues se

lp{s)-B(s)lgbpara todo s € I_ e se £ € I_, entdoc

a
=4

£

ITo(t)-Te(t) | = 1] [fis,0(s)i1-F(s,p(s)] ds] < eu
t
o
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e, portanto, T & uma funcdc centinua de A em A.

Todas as condigfes para aplicacdao do Tecrema de Schau
der estic verificadas e, portanto, existe um ponto fixo de T

no conjuntoc Al Q.E.D.

0 Teorema anteriocr estabelece gue para cada {tO,IO}E a
existe um intervalo Iz onde estd definida uma solugdo de I =
= £(t,x) com x(t_ )=x_. Em geral, & pode ser diferente para

diferentes pontos {to,rol. ¥o entanto, tem-se ¢ seguinte re

sultado:

Corplario 2.4

Se U & um subeconjunto compactoc de um conjunto aberto
N e mn+l e 1£f| £ M em 7, ent3o existe a>0, dependendc apenas
de 0, ¥ e U tal gue gqualguer gue seja (to,xo} € U existe uma
solucdo de r=f(t,x) com x(t_)=x_ definida no intervalo I =
=[to-u,to+d].

Seja & = dist(U,30). Ent3cd»>Cesxistem a, B>0 com Ma<B
tais gque { (t,x) : It_to! £ o, ir-xol <68} £ & para tode

) € U. A demonstragdo do Teorema de Peano imnlica a

{to,x0

axisténcia de sclugdc em Iy Q.E.D.

Uma cutra demenstragio do Teorema de Pezno usa o método de
Euler da Andlise Numérica. Este método consiste em dividir
¢ intervalo IE num nimero finiteo de subintervales de igual
comprimento e em cada um dos intervalos aproximar a solugao

por segmentos de recta como se indica na figura.
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Obtém-se assim uma linha poligonal gue correspende a uma fun

Q2o oy, definida em 3 Pode-se mostrar gque existe uma suces

sao hk"ﬁ com k-== tal que vy, & cenvergente e gue o seu limi

X
te & sclucic da eguagic. Pode assim prevar-se a existéneia

de solugac para o problema de valeor inicial, ao mesmo tempo
que se justifica o métode de Zuler para cilcule numérico de

solugbes aproximadas.

Exercicio 3.1: Apresente os detalhes da demonstracic do Teo

rema de Peano usandce & ideia anterior.

Uma outra demonstragac do Teorema de Feang segue a seguin

te ideia: sejam a e B como no Teorema anterior, 6>0 e 9 £

lrJ'J._ +“ - n L= ) { = = i =)
e C ey é,bo],R ) tal gue wc\tol x_ Iwott) x| B =

A

L S 5 =3 - a - i - )
iuc{u]_ < M. Para O<cgd defina-se L [tD E,to+a] s por

| = ; para to—oqtsto
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Led

A fUHQQOlQEaSSim obtida & continua e espera-se que fazende

tender ¢-+0 se cbtenha uma sclugdo da squacio em [to,tD+E}.
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Exercicic 3.2 - Apresente os detalhes desta demonstragdo.
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Interessa ccnhecer condigdes gerais gue garantam que

problemas de valores iniciais tém solugi3o Gnica. Diz-se que
~ N % y n -

uma funcdo £(y,x) de um conjunto aberto SxNcF xFem R© & lo-

calmente lipshitziana em relagido ax se para cada conjunto

compacto UcSxD existe una constante k:kU tal que



[£{y,x)=5(y,x) | £ klx-x| , para (y,x), (v,x) € U.

Note-se gue se fly,x] tem Cerivadas parcials em relaqﬁo ax

continuas em S*0 entdc f & localmente lipshitziana em =x.

Teorema 3.9 (Ficard-Lindelsf)

- - - -~ - . . n+
Se f(t,x) & uma fungao de um conjunto aberte o o R L

e & localmente lipschitziana em relacio a x, ent3o gualcuer
que seja {to,xo) € 0 existe uma solucaoc Dnica x{t}=r{tﬁb,xo)

e x=f{t,x) com x(t )=x_.
x=f(t,x) { 0) o

<N

Dem.

Seja Eu={t:|t-t0|ﬂu] e B(G,B;tc,:o}={{t,x):tEIaA:—xo1q

Zp} com o, B tais gue Bla,B,t ,xo)c 8, M=supl{ifit,x)|:({t,x)€

o
£ E(a,ﬂ,to,xo)}e k uma constante de lipschitz de £(t,x) em x2
lagac a r no conjunto 8la,B,t_,x_ ). Tal como nc teorema de
Peano , convém tomar O<uge tal gue Ma g B & considerar a trans
formagzo
T
Tolt) = x_ + [ £ls,o(s)) ds.
o n
“o
Pretende-se provar ¢ue T tem um & um s& ponteo fixe num

conjunto de fungdes continuas definidas numa wvizinhanca de

t+ e gue t2m ¢ valor r_ em t_.
s} = o o
Temos

|
L

o

t

t

iTo(t)-x_| < [ 1fi(s,0i(=)}] ds g Mlt-
t
o

desde gue (s,pis)) € B{u,ﬁ,to,xcl nara s entre tO e t, & tam

hem
= t

ITo(t)-Tw(t) | < | I£(s,w(s))-fis,pi{s))lds < k¥ [ lo(s)-p(slas.
t t
o o



1=
[

Portanto, se o & restrito de forma a gque ka < 1 e se
= o n . = At} - - !
F ={gecC iIE{tOJfB.) : w(tD} x rlolt) x 1<B para tEIE{tG),,

segue-se que TF c F e |Ty-To| g kaio-p| para todo ¢, 9 € 5

=

provando gque T &€ uma contracgdo em F. Come F & um conjunto
fechade, cobt@m-se do teorema de contracgio de Banach - Caccio
poli gue existe um finico ponto fixo de T em F cue designames

Dor r(.,to,xoh.

C argumento anterior garante a unicidade local de solu
¢2o, definida numa vizinhanga de instante inicial ty mas tam
bém implica a unicidade global de soluc3o. De facto, se exis

tem solugoes x(t}, v(t) com e =x_, vit )=y e z(s)=yl(s)

para um certo s, tomande para s o valor mais ordximo de t,

para o gual x{s)=yis) e aplicande ¢ argumento acima com

2% A -~

fa_!}:,“;g: \j{_{qj hela a

vmicdade lecol am "'fl

T, e, £

- - 'bn
to=5 = ID=IESJ=9{S], segue-se gue existe uma unica solugao

passande por (s,x(s)) e portanto §=t0. 0.E.D.

Como o principio de contracgdo foi utilizado nos teoremas
anteriores para provar existéncia local e unicidade de solu
¢oes passando por (tarzc), segue-se gue a solugio pode ser

obtida por aproximagoes sucessivas



O Tecrema de Picard-Lindelof pode ser utilizadeo para
provar o Teorema de Peano, considerando-se uma sucessio de

fungoes continuas {fi} com I,-»f uniformemente ex subeonjuntos

compactos Uc 1 com Ifi(t,xllgm para (t,x)€U e i=1,2,.... e

£,1t,x) lipshitzianas em relagZo a x no conjunto U.

e

Exercicic 3.7 - Fornega os detalhes da demonstragio do Tecre

ma de Peano usando esta ideia.

3.4 - Dependéncia Continua de Condicdes Iniciais e deParimetros

. . . . - n+l .
Seja & um subconjuntc aberto de R s

-

n =
f-F uma fun

gao continua e (t_,x )€} tais que o problema x = f(tf,x) com

[e]

com t awvariar numa

x[to}=xo tem uma solugdc fGnica x{t,tc,xo}

vizinhanga de t_. Designandc o intervale m3ximo de existéncia

io de

de x(-,t ,Ic) por (alt_,x ),b(t_,x_)), chama-se domi

=] (=B [ R e

definigio de r[t,to,xo} ao subconjunto de Rnez

E = 4{ [(t£,t ,xo) : a(tc,xO)¢t<b(to,xDJ e ([t ,xr JER }.

Teorema 3,12

NWas condigdes de hipdtese do Teorema de Picard-Lindelof,

seja E o dominio de definicio de x(t,to,xc] onde xt',to,rc}

£ = {nica solugdo de r=f{z,r) com I{to}=Io para (t_,X_J€0.En
tao x{t,to,xc) & continua em E ¢ E & um conjunto aberto.
Cem.

% demonstracdac & semelhante & apresentada para o Teore

ma de Picard-Lindeléf, mas utilizande o principio de contrac



c3c uniforme para uma contracgdo T

T uniforme num conjun
(t,,x,) -

te I para (to,ro} pertencente a um conjunto compacto U<=0.

Seja E(G,E,to,xo} = { (t,x) : it—to[su, [x-xol_a } com

a,B tais gque B(a,a,to,ro}c:ﬂ para todo (to,:DJEU. Defina-se
Vo= U Bla,B,t_,x ), M =3sup { I1f(t,x) : (£,x}EV } =
(to,xg) EU ° o

x|\

r
I’ -
" - L2 . o~
seja k uma constante de lipschitz de £(t,x) em relagcac a x no

conjunte V. Toeme-se O<a<a tal gue Ma<p e kuo<l, com I_(z)={t:

=l

lt=-<l=a}, defina-se

F o= wEQ§IE<GJ,3F) : 0{0)=0 , j0{t)I<s para t€I_(0) 1 e

o
t+t
T @lt) = [ © fis,o(s-t_)+r ) ds, para t€I_(0),
(t_,x_) o x
o'To t
o
£ claro que x(t), t€I_(t_}, & solugdo de x=f(t,x) comx(t )=x
7]
- — - - F m
se & 50 se x(t] = @t tDJ+ID e ¢ & um ponto fixo de “ltgrxgl”

E fAcil verificar gue T,_ + F»F para {t_,x JEU & uma
: torio! 0’7o

contracgio uniforme em F. Segue-se gue © Unico pente  fixo

@it ,x ) & uma fungdo continua de (e rx ) em F. Conseguen

temente m(t,to.xoi & continua em to,xo uniformemente am rela

gao a t€I_(0). Come, por cutro lado, & &bvic que o(t,t ,x )
[}
& continua em t€I_(0), secue-se que @[t,to,ro) & continua em
o
(t,to,xoj para tEIE(O} e (to,xD)EU e, noertanto, I(t,to,xo} =

continua em (t,t ,x,) para [t-t l<x e (t_,x_)EU.



-

Suponhamos agora gue {t,tD,xQ} & um ponto arbitririo do
dominic de definicao E de x{t,t ,ro}. Sem perda de generalida
° &
de supce-se Jue t:_a_to, Ent3o o conjunto compacto
v =1 {s,x(s,:o,,ro]) ' tcis_c:_t
estd incluidc em R & existe um conjuntec compacto U< i tal que

Ve int U. Podemcs aplicar os resultados acima para provar que

existe a>0 tal gue x(s,£,n) estd definida e & continua em

&3]

iz,2,n) para |s-t£l<a, (£,n) €U . claroc gue existe um intei
ro j tal que t_+(j-lla <t <t _+ja. Da unicidade de sclucio tem

-ge para i=1,2,...,] e todo o 1

H
o
+
t
i
o
|
2
o+
H
i

.r[?+1:D+i§,to+(i—1}a,x[to.—[‘_-l,‘a,t ;X )y

x[-_+to+ja,t:0,xo} .1:(:+to+ja,to+ja,x(to+jc,:O] ).

Por inducdoc em i, obtém-se gue x(s,£,n) & continua nos pontos

t+t +ig,t ,x ) com |tl<a, (t_,x JEU , i=1,2,...,5. Como
[: O r 0, c-} | | r ( Of O} r r [ ,j
£ = T+to+j3 para um |7|<a apropriado, segue-se gue (s, tyx )
& continua em (s,t_,x | para selt ,t]. .

o' o o {

\

o

J

X NS % 7

0 argumento anterior também implica gue E & um conjunto

4]

akberto. Q.2.D0.

48
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Tecrema 3.13 (Dependéncia continua de parametres)

. - S n+ P .

Sejam 0 e A& subconjuntos abertos de R e B, respecti
n - - . -

vamente, £ : Qxh -» R uma fungaoc continua e tal gue £(t,x,3)

2 localmente lipschitziana em x. Entd3o, para (e rx JERQ, XER,

existe uma solugéo Gnica x(t) = x(t,t ,xa,l] de x=f(t,xr) com

o

thD}=xg, o dominic de definigac E, de x[t,to,xdﬁ} & aberto

X
e I{:,tﬁ,xo,l} & contfnua no seu deminio {(t,tﬂ,xgrh}: LEL &
A
t VER. 1.
(£, D;IOJE J.}

Dem.

Demonstragcdo andloga 3 demeonstragao do Tecrema anterior,

mas com M = sup { |Z(t,x,a)l @ (E,X, A)EV=A } onde ¥V & defi
nide comc nessa demonstragio e ﬂl € um subcenjunte compacto

de A arbitririo. Q.E.D.

As conclusfes dos dois Teoremas antericres relativos &
continuidade de x(t,t_,x,4) sdo vdlidas sob hipdteses mais
fracas. Em particular, se se suple que a sclucac x[t,gjxo,kl
& Gnica sem supdr gue a fungdo continua fit,x,i) & localmente
lipschitziana em x, pode provar-se directamente a continuida
de de x{t,to,xo,l], como & indicado nos dois resultados gque

se seguem.

Teorema 3.14

. . n+l L0
Seja © um subeconjunto zkerto de R =} {fi:i_l1ﬂnasucg§
- _ ~ - n . .
s3c de fungodes continuas £ : @ -R tais que fi-hfO uni formemen

te em subconjuntos compacto de @ guande i -=. Suponhamos gue
{{:i,xi)] & uma sucessdc de pontos de & gue converge para

[to,xo}ER gquando i »= e seja v, uma solugac de x=fi{t,r) com
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rit,)l=x,.
1 1
- = P - - . s e
Se 9 estd definida ocu & extensivel a [c,d] & &atnica
solugdo de I=50(t,x} com IftO)=xO no intervale [c,d] <conten
do €, entdo para i1 suficientemente grande as sclucdes v, es
ta3o definidas ou s3o extensiwveis a [c,d] e @~ uniformemen
te em [c,d] quando i=-e=. Em particular os intervalos miximos
de existéncia (a,,b.) das solugodes o, tdm a propriedade de
-~

L

semicontinuidade

lim sup a, <& <b_<lim inf b,
3 e i L

Dew.

Seja U um subconjunto compacto de § contendo no seu in
terior o conjunte {(t,mcftl):c<t<d} , se&ja V um sukconjunto

aberto de n contendo U e tal gue V & compacto, e seja M> £ |

em V., Para i suficientemente grande tem-se Ifi[EM em v a
£ A

<

| S PN —— e}
= [ & =

{ti,xg}EE, & seque-se, do Coroldrioc gque se apresentou a s&

guir ac Tsorema de Peano, gue existe «>»0 tal que para 1 suii
cientemente crande as solugoes 9y estidc definidas ou 520 exten
siveis a [t.,t +ale (t,p; (t)) €V para t¢ [ti,ti+o].5e [&,v]=
n [ti,ti+a], como ti—vto sagus—-s& gue, tomando ic suficien

iii O

temente grande, se obtém &<y. Para i suficientemente grande as



fungoes v, definidas em [&§,y] s3o limitadas uniformemente e
também sao egquicontinuas visto cue léi(:)!=lf(t,wi(t)ﬂg M. 0O
Teorema de Ascoli-Arzela implica gue existe uma subsucessao
95 (k) que converce uniformemente para uma funcao © gquando k=
em [6,y]. Como

t
@5 x) B = Ty * i £ x) 1594 (x)

i

(s}) ds ,
fazendo k-« obtém-se

o(t) =x_+ [

i ! fo(s,w(s)) ds .

t
o
Pertanto © & uma solucdo de i=fo(t,x) com x(to)=xo em [&,v]

2 como esta solucdo & Unica tem-se 5=oo.

Toda a subsucessao ccnvergente de ¢, em [&,y],converge
uniformemente para o seu limite que tem de ser e pela razao

invocada paratﬁ Secque-se gue a sucessao mi converge uni

(k) *
formemente para ©_ em [(&,v1.

Ceomo @i converge uniformemente para wo em [6,v]cle,dl,
entao, para i suficientemente grande, tem-se (t,wi(t)ﬁtjpara
t€[8,v]. Em consequéncia, as solucoes ©; sac extensiveis a
[6,y+a). Como anteriormente, prova-se gque a sSucessao wi cen
verge uniformemente para ¥, en [6,y+al. Procedendo com suces
sivos incrementos de comprimento & para a direita do interva
lo de definicdo das solucoOes © cbtém-se gque, para i sufici
entemente grande, as soclugbes sao extensiveis a [§,8] e ©;
converce uniformemente para L neste intervalo. De forma anid
loga, pode-se alargar o intervalo de definic3o das solucgdes

para a esquerda até obter as funcoes @0 para i suficientemen

te grande, definidas em [c,d] e convergindo uniformemente pa



ra ¢, neste interwvalo. Q.E.D.

Tegrema 3.15

Seja o um subconjuntc aberte de En+L, A um subcenjunto

n .= -
akerto de RF, & £ : oxi - R uma fungio cortinua Se {tD,IB}Eﬁ

AGEM @ xlt) = xlt,t,x ) & uma solugic de i=f{t,x,&n} com

P A
Q (e}
x[tD}=rO definida e Onica em [c,d], entdo para (s5,7,A) EQ2x A

suficientemente préxime de (t_,x ,i ) existe wuma solugac

x({t,s,n,x) de x=Ff{t,xr,)) com x(s)=n gue esti definida para
te[e,d] & x(t,=z,n,2) & contlinua nos pontos {t,tD,xO,AO} com

tele,dl.
Dem.

O Teorema anterior implica gue x(t,s,n,x) & uma fungao

continva de (s,n,A) em (t_,x_,2 ], uniformemente em relaciao a

telc,d]. Como xi{t,t_,x phg) com ot X s fixos € continua =m

o o'~ o
funcio de t€[c,d], segue-se que xr & uma funcidc continua de

Y -

{t,s,n,x) em cada ponto {t‘,to,xo,ao, com t'€le,d]. 0.E.D.

Se r=f(x) & uma squagdc autdnoma com f continuanumcon
junto aberto SscR" e se para cada x_ES existe uma solugac Gni
ca da eguacao com x{0)=x_, entdo a funcie a(t,xc)=r[t,0,x6)
define um sistema dinZmico local em 8. Se Xx=£(t,x) & ral que

1

n - - . . n+
£ : 0B & continua com % sendo um subconjunto abertode K
e se para cada {to,xO)Eﬁ existe uma solucdo Unica da eguagdo

t_)=x_, entac a fungio ©(t =(trt, x(t_+t, )
com x| O) x, entao a fungao @ ,(to.xc)) ftot,x{bo t to,rgf

define um sistema dinamicec local em Q.



Exercicic 3.8 - Fornega os detalhes para Jjustificar estasafir

macdes.

Sob hipdteses apropriadas, as scluctes de eguaces di
ferenciais ordinidrias, dafinem homeomcerfismos entre subconjun

tos de R.

De facto, se a eguacao r=flt,x) com I[to)=rD tem uma

= Un s a t,t definida num intervalo [a '
e uma sO solugac xlit, D,xo) [ (bt

. ] para cada (t_,x ) pertencente a umsubconjunto aber
'ncorxo) (o] [e) - =

n+1 - . )
to § de R , 2 s5e I(t,to,xOJ e continua em tt,co,ro} no seu

dominic de definigao, entdc existe uma vizinhanga U de r_ pa

ra a qual a solugéo x(t,tc,rl) existe para t€la,k] e X c0 ,

e b=b - Para t_ fixoc e para cada t€lakhl,

com a=a
"l (tqrXg)

toripl
a fungﬁo x{t,tc,f) pode ser considerada como uma aplicagaoTt

de U numa wvizinhanca de r(t,tg,x J. A aplicagido T

2 injectdi
o i

t

- s -1 _, . .
va 2 continua por hipotese e T, x* = x(tﬂ,t,x*), oque impli
-1

t

morfismo de U numa vizinhanca de x({t,t ,x ).

ca que T també&m & continua. Isto mostra que T, € um homeo




0 peniltimo tecrema agui apresentado pode sermodifica
do para o Caso el gue Nag se garante A partida gque a solucao
de i=fo(t,x] com x (£ )=z & Unica. Pode entao provar-se gue
existe uma sol'.:u;f-.o @O(t} de 3‘:=fo(t,r] com :{tOJ=IO e Jgue exis
te uma sucessac de nimercs naturias i(l)<i{2)<... tais gue,
se v, estd definida ocu & extensivel a [c,d], entdo para k su
ficientemente grande tem-3se @ (%) definida ou extensivel a
[c,d] & ®: (k1™ uniformements em [¢,d] guando k-=, En pa

|t

ticular, os intervalos maximos de existencia (24,0} das solu

gées w, tém a propriedade de semicontinuidade
4
lim sup a, , <a <b_ <lim inf b, .
= ik ="0 o= ikl
k= = =]
Exercicio 3.9 - Prove as afirmacoes antericres.

3.5 - Diferenciakilidade em relac3o = Condicces Inicizis e a

Parametros

Sob hipdteses de diferencizbilidade dos campos vecto
riais, obtém-se que as solughes sac diferencifveis emrelagio

a2 condicoes inicials ou a parametros.

Tecrema 3.16

L

. . n+
Sejam ¢ e A subconjuntos akertos, de B e BP,respeE

. . - st - ~ - k —
tivamente,e £:;0xA-R  uma fungao de classe C (kel). Entao a

Eolur__:éio I{t,to,r sh) de x=fi{t,x,)\) com x[t0)=xoécontinuameg

o
te diferencidvel no seu dominioc.



L%

A matriz t,to,xo,a} satisfaz a equacao diferencial
y = 9L (t,x(t,t_,x_ 1), 00y + e x(b, e _,x_,A),A)
BI ’ r Oi' O-‘ - :‘k r o’ OJ’ Ol ’

com valor inicial y(to) igual 3 matriz nula de dimensao nxp.
3x

A matriz 3
Lo

(t,to,ro,h) satisfaz a2 eguagido variacicnal 1i=-

nedar

[+E
Fh
-

L
]
@l
H
T+
H
T
-
e
=
-
=t
et
L=

com valor inicial y(toj igual 3 matriz identidade I,- & ma

35X 3X

triz — t,t_,r_,») estd relacionada com ———(t,t ,x
r 5ty (t, o o;") = a : irg et O"\]
por
3 N _ X e N e
g (Ert rxgrd) = - T (tot rxgod) £l x o hl.
Dem .

Para provar gue a fungdo xL.,tO,rD,AJ de {tD,xO,A] em
o, n, = . 15 k ; .
C{I_(D);R") & de classe 7, aplica-se o tecrema da contrac
X
gao uniforme de forma andloga d usada no teorema da secgio an

terior relativo & continuidade de x{',to,xo,k}. No casc pre

sente, & preciso demonstrar que a fungdo

t+t

- 0 . e .
T(t ) wlt) j £(s,0ls-t )+x_,3) ds,
o (o] T

o]

definida para t€I_{0) e weF, com & e F escolhidas como ante
o

= = .= P &
riormente, & uma contracgao uniforme em F & & de classe C em

to,xo,l,w, o gue resulta imediatamente da formula anterior e

das propriedades de diferenciabilidade de f. Obtém-se do Tec

rema da Contracgde Uniforme gue o ponto fixo m*(-,ﬁjxo,l) da

1
- - = L N
fungao T € uma funcac de classe C em (t_,Xx_,k) ecem

[tg.rcn Al

(S]]



L
s

_ n - .
valores arc(I_(0);R"), e, portantc, a solucac xtt,tc,ro,l) =

=]

ﬁ(t-tc,to,xo,l)+xo tem derivadas atd& & ordem k em relagcao a

{to,xo,k} continuas nestas variZveis = também uniformements

continuas em relagac a tEI_(0). Em consequéncia, obtém-se gue

2]

as derivadas de x(t,t_,x_,}) até i3 ordem k gue nao envolvem

1
; = 2 = k " < .
derivacdes em ordem & t sdoc de classe C em todo ¢ dominio

de x{t,to.xo,mk.

3xX ’ B . o )
Como —3%-\t,to,xo,l} = flC;I(t;topIO;A},ﬂI; as deriva

das de ordem i<k em relagdc a (t,tﬁ,ro,h} gue envolvem deri

vagaes =2m ordem a t, podem sS&r expressas 2m termeos de scomas

2 produtes de derivadas das funcdes f e x de ordem inferior

i-1

a i. Pertanto, se r(t,t_ ,x ,x} & uma funcdo de classe C ;

o' "o
as derivadas de i gue envolvem derivagoes em rslagdo a t tam
= - - - 0 -
bém saoc continuas. Ccmo I(t'to’xo’l] 2 de glasse C , obtém-

-sg, por inducdc, que x(t,tD,xO,A} & de classe Ck.

Dado gue temos as propriedades de diferenciabilidade
acima indicadas, por derivagido da equacido x=£(t,x,}) emordem

ax ek, obtém=-se as duas primeiras equagtes no enunciado

5 N dx .
para —= {t,to,xo,ﬁ) e _EES_(t,tO,xO,lJ, respectivamente. Pa
ax 3x - . - - =
ra provar gue —— & —- estac relacignadas pela eguacgac
e e =
=) =]

no enunciado, basta notar gue, devido 3 unicidade de solu

goes,
xlt,t_,x ,x) = xi{t,t +h,x{t _+h,t _,x ,4x),)
[’D’ Dr"‘] {!O ' [C ot G.r’] A
para h suficientemente peguenc. Portanto,

x(t,td+h,xD,AJ - r[t,to,xb,aj = x[t,tb+h116,k) - xrt,tdah,x(td+h,ﬁy;d1),LL



u
~1

Dividindo por |h| e fazendo |hi=0, obtém-se a equagac indica
Q.E.D.

da no enunciado.
que

Pode provar-se um resultado um pouco mais ferte,
ganhar um grau de diferenciabilidade em relagao

corresponde &

=9
ate t,. Por exemplo, sob a hipdtese de f(t,x,\) ter deriva
das em relacdo a (x,A) continuas, pode provar-se gue x(t,% ,

cerivadas

x_,%) & continuamente diferenciidvel em todas as variaveis.
De forma mais geral, se f(t,x,i) tem derivadas de or
tem

°
dem k (k>1) em relagao a (x,») continuas e se
entdo as deri

de ordem j<k em relag3o a t também continuas,
r )

i+i +lal
© x(t,t_,x
(o]

vadas
Fl
L P 3
(3t) (oto) B(ID,;\)
(1-1)+10+

existem e sdo continuas sempre gue i<j+1, i<3+1,
lal<k, onde se usa a notagéo indicial para derivadas parciais,

i.e., se c=(al,...,an) e x=(xl,...,zn)

lal fal
3 g(x) _ 3 g(x) . p— Ial=01+...*an
(336, ) "L .o g3z, )P0
uma

noy G
(3x)
Por outras palavras, nestas condigdes & possivel canhar

ordem de diferenciabilidade em relac3o a t e a toe



Viu-se na sSecgao anterior gue as solucdes de T=f(t,x)
definam homeomoriismos entre subconjuntos de R*  dados por
Eung&es xoi—ar(t,to,roj , desde que £ sedja continua num akerio
Q:Rn+l e a eguacac tenha uma e uma so solugdo I{t,tD,IO} sa
tisfazendo 3 condicdo inicial x(t_ )=x_. Segue-se do teorema
anterior que, guando £f:n+R" 2 continuamente diferenciavel,

os homeomorfismos acima sao, de facto, difecmorfismes entre

; . n
subconjuntos de R .

2 equacio

. B f . L.
¥ = 57 (t,II:,tG,IG,-u,n)y

chama-se equagéo variacional linear porgue & aaprcximag'é.o 1i

near para & equagic gue & setisfeitapela variacio entre duas sclu

cbes da equacdo x=f(t,x, ). De facto, se z(t) =
x(t,to,xo,:«} sac duas solucgoes de x=f(t,x,.}) com I[:o’to’xc'
Ay o= Ty antao yit) = z{t)—x{t,to,xc,,‘x) satisfaz

.

y(tl+x{t,tcrrc,l> = fir,vitl+xit, b x_,2), 4]

g, em ¢onseguéncia,

v it)

:’(t,yft)—'x(t,tc,x P A) ,?—.)—f[t,x(t,tc,xo, A) a0}




_— . . n .
Exercicio 3.10 = Seja 2 um subconjunto zhertc de R 2 I:i-R

n

- 1 ~
uma fungag de classe C7, Mostre gue as funcoes wtzxcer(t,ﬂ.

x_) preservam volumes se & 56 se div £ = 0.

Exercicio 3.11 (Hale - Exercise I.3.2, pg 22) - Se £(t, 1 tem

derivadas parciais continuas em relacic a r atd 3 ordem k, a

solucao xit,t ,xoi,de =f({t,x)] com I(t03=xo, tem derivadas

o
continuas até & ordem k em relagido a x . Mostre que a deriva
da de ordem j da sclucio em relagic a x, satisfaz uma equacao

diferencial linear nao homogénea.

Exercicio 3.12 {(Hale - Exercise I1.3.3, »g 22) - Se £(t,x) &

analitica em x numa vizinhanc¢a de X,r mostre que existeumin
tervalc 3 volta de t tal que a funciec x(t,to,y} do exercicio

anterior & analitica em y para v numa vizinhanca de X,

Exercicio 3.13 (Hale - Exercise I.3.4, pg 22) = Se £lt,x, i}

tem derivadas parciais continuas em relagio a x e ) atd 3 or

dem X, a solugao xlt,t_,x_,2) de x=f(t,r,1]) com xle ) =x_, tem

derivadas continuas de ordem k em relacio a x, e i Determine

(S]]

i



as eqguagoes diferenciais para as ‘derivadas parciais em rela

ga3o a i.

Exercicio 3.14 (Hale - Exercise I.3.5, pg 22) - RAnalogamente

ac que foi feito no Exercicic 3.12, discuta a analiticidadade
x(t,t ,x +2) em A, quando f(t,r,}) satisfaz condigoes de ana

liticidade.

Exercicic 2.15 (Hale - Exercise I.3.7, Pg 23) - Suponha que

fit,x,y) & continua e tem derivadas parciais continuas em re
lagdoc a r,y para t€[0,1], x e ¥ € {==,+=), & que o problema

de valores na fronteira

x = f(t,:,i) r x{0)=a , x(1l)=b,

tem uma solugde p(t), t£[0,1].
Se 3f(t,x,y)/8x>0 para t€[0,1] e x,y € B orove que exls

te £»0 tal que o preblema de valores na fronteira
xr = £(t,x,x1) r I{OJ=a r I[l]=6!

tem uma sclucac para t€[0,1] e |B-bl<e.

3.6 - Estabilidade de solucces

. -~ . - _n+l n
Considere-se a equagao x=f(t,x) com f:R - R e
L)
£(t,0)=0 para todo t€R, e suponha-se que, paracada(tc,ro)E
n+l = = L] + a .
R ¢ & Bgquacac tem uma solugio UﬂlC&:I{t,uo,Ic} ccnlr[yo,uo,

,rol=xo, que & continua em {t,to;xo) em todo ¢ dominioc de de

finigao de x{t,to,xo}. Como £(t,0)=0 para todo £t€R, segue-

= o

—se que r=0 & uma soclugac global ds eguacgac. A hipatese(jeég

a0



pendéncia continua implica que, dados nimeros reais tDEEZ =

T>0 existe &»0 tal que para cada ngjgé a solucao x[t,tofrol

esti definida ou 2 extensivel ao intervalo {to,to+T} s cue

lx(t,t ,x_ )|+ 0 uniformemente em [+ _,t +T] quando lx_|-0
o'7o f o' o * a)

I ///i i

i

e

| -

i ,z’f/ f/ik d
e i B |

!
—

B |
,"/ / !
B b
g ,* |
v 3 E | <6 = |x(t,t ,x )|<¢ para t_<t<t +T.
>0 T80 ol ! 1EgrTglI<e T o="Z g

0 conceito de estabilidade & uma extensdo para intarva
los de tempo infinitos desta ideia de dependéncia continuaem
relacio 3s condigdes iniciais.

No resto desta secclo, continua a supdr-se gue £& su
ficientemente recular para garantir a existéncia, unicidade

e depend@ncia continua de condicoes iniciais.

Definicio

.= n n i = l_=
Seja £:[0,=)xR -XR e considere-se a equagac x=£f(t,x]

2]

com f(%,0)=0 para tE[0,=).

-

Diz-se gue & solugdo x=0 & estivel (nc sentido de Lia

N

punov) se gquaisquer cue sejam £»0 e t_>0, existe §>0 tal que

=
o

lx 1<8 implica |x(t,t_,x ) l<e para LElE o).

A solucZo x=0 & uniformemente estivel se & estivel e

§ pode ser escolhido independentemente de t_x>0.

&l
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A solugdoc r=0 & assimptoticamente estivel se & estivel

e existe b>0 tal que Ixol<b implica II(t,ta,zD)! -+ 0 ruando

=t

A solugde x=0 & uniformemente assimptoticamente esti-

-

vel se & uniformemente estdvel e b na definigc3o de estabili
dade assimptdtica pode ser escolhida independentementedetbgﬂ
e, para cada n>0, existe T>( tal gue Ixoécb implica ix(t,tc,

x_Jil<n se t>t_+T.
o )

Diz-se gue x=0 & instivel se nAc & estiavel.

A estabilidade e a estabilidade assimptdtica de gqual
guer outra solugdo x(t) da equacido pode ser definida em ter

mos das propriedades de estabilidade da solugio nula de

Per cutras palavras as definicdes de estabilidade de
uma solugdo x(t) s3o as mesmas, excepto que ¥ & substitulde
por r-r.

= = n n P = - 7
Tecrema 3.17 = Seja f :[0,=)xR >R com £(t,0)=0 para t€R tal
gue £(t,x) & periddica em t ou independente de t,e considere

equagio r=f(t,x). Se z=0 & uma solucdo estivel (assi

1
=]

—-se

i

ptoticamente estivel), ent@oc também € uniformemente estavel

(uniformemente assimptoticamente estivel).

Exarcicio 3.16 - Prove o teorema antericr.
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Note-se que 2 estabilidade de uma soluc3o n3o depende
do pcnto to tomado como instante inicial, i.e., a solugao x=0
n3o pode ser estdvel para alguns valores de t, e instavel pa
ra outros. De facto,se x=0 & estivel considerando-se um certo
instante inicial £, POr dependéncia continua em relagiac as
condigdes iniciais obtém-se a estabilidade em relacdo a ins
tantes iniciais t;<t , e para t,>t_ , obtém-se a estabilidade
usando o facto de r(tl,to,') definir um homeomecrfismo socbre

uma bola centrada em zero.

Exercicio 3.17 - (Hale - Exercise I.4.2, pg 27) - Discuta a

estabilidade e a estabilidade assimptdtica de cada uma das so

lucces 3ias equagces

1/2

2
2+—%—[12+(I4+4x ) lx = 0.

(Sugestao: A Gltima eguacdo tem a familia de solugdes x (i) =

c sen{ct+d), onde c,d s3aoc constantes arbitririas).

Exercicio 3.18 (Hale - Exercise I.4.3, pg 27) - Nas defini

¢Oes dadas para estabilidade assimptdtica da solugdc x=0, su
pds-se que x=0 & estdvel e solucdes com valores iniciais nu
ma vizinhanga de zero convergem para zero quando t -=, Sera
possivel verificar-se a Gltima propriedade sem que a solucdc

x=0 seja estavel ?



3.8 Observagoes historicas

0 teorema de existéncla de solugdes para campos vectoriais
continucs deve-se a Peano (1885, 1886). A demonstragao inicial
foi simplificada por, entre outros, de la Valée Poussin, Arzela,
Montel e Perron. A demonstragac de existéncia de solugbes  pelo
método das aproximagdes de Euler tem raizes no trabalho de
Cauchv. A demonstragic baseada em problemas aproximados envolwen
do eguagbes integrais retardadas, como indicadec na observagdo an

terior ag Exercicio 3.2, segue uma ideia de Teonelli (1928).

O teorema de existdncias e unicidade de Picard-Lindeloi tem
raizes nos trabalhos de Cauchy (circa 1840) e Lipschitz (1876).
A sua demonstragic com base em aproximag¢des sucessivas deve-se &
Picard (1890) e Lindeldf (l8l4), embora o método tivesse sido an
teriormente aplicado, em casos particulares, por Licuville 2
Cauchy. A existéncia, unicidade & analiticidade de solugdes guan
do o campo vectorial & analitico, referida no Exercicic 2.6, foi
considerada por Cauchy & Boincaréd, e uma demonstragio baseada
no método das aproximacfes sucessivas fol dada por von Escherich
(1898) . © primeiroc exemplo de eguacdes definidas por um campo
vactorial contfinuo e sem solugdes unicas guaisguer gue sejam  as

condicdes iniciais dewve-se a Lavrentieff (1925).

2 diferenciabilidade de sclugdes em relacdc a condigdes ini
ciais e a pardmetros fol estabelecida pela primeira vez no caso
escalar e pelo métcdo de aproximacdes sucessivas por Picard (ciz
ca 1890) e Bendixson (189%4), embora tivesse sido anteriorments demons
trada por Nicolleti (1895) scb hipdteses mais restritiwvas. T
outra demonstracdo, sem considerar parametros, deve-se a Peanc
{1897). O resultado foi redsscoberto por veon Escherich (183%) pe

lo método de aproximagoes sucessivas e por LindelSf (1900) cue



utilizou um métecdo semelhante ac de Peano. Hadamard (1900) tam

bém contribuiu para este resultado.

As definicdes de estabilidade apresentadas na Secgio 3.6
sdc basicamente as de Liapunov (1892}, mas questdes de estabi-
lidade tinham j& sido consideradas por Lagrange e Dirichlet, &
nogio de estabilidade uniforme deve-se a Persidski (1933) e a

de estabilidade assimptdtica uniforme a Malkin (1954).
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