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CAPTTULO IT- ELEMENTOS DE ANALISE FUNCIONAL NAO-LINEAR

Sejam X e Y espagos de Banach & § um conjunto aberto
em X. Designz-se por L{X,Y) o espago de Banach das fungoes 1i
neares limitadas de X em Y. Diz-se que uma funcidc f:5-Y & di-
ferencidvel (& Fréchet) num ponto xr € S se existe um operador
T € L{X,¥) tal gque para todo o h € X com x+h € § s2& tem

X

filxr+h) = £{x) + Txh + |h|E(x, /h)

onde Elx,h] = 0 guande h-+0. Ac operador TI chama-se a deriva-

da de Fréchet de f em x e escreve-se Df{x) = Tx' Diz-se gue £

& continuamente diferencidvel em S se Df : 5 -+ L(X,Y) & contl

nua. A derivada de Gateaux de f no ponto x em relag@o a h € X

-

a8
£(x+th) = £(x)

df (x;h) = lim
t=0 t

23]

simples de ver gue as derivadas de Fréchet e de Ga

teaux, guando existem, s3c {nicas.
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Exercicio2l: Prove que se £ & diferencidvel emx € S , entac
existe a derivada de Gateaux de f em x em relacdo a gqualquer

h € X e df(x:;h) = DE(x}h.

Reciprocamente, se a derivada de Gateaux df(x;h) exis
te para todo h € X e & linear e limitada em h e continua em
2, i.e., se df(x;h) = w(zx)h onde w : S » L(X,Y} & continua,
entido £ é diferenciivel em xr e a sua derivada de Fréchet &

Df(x) = wix).

Prove gque se pode ter w(x) € L(X,Y) tal que df{x,h) =
= w{x)h para todo x € S< X e h € X, sem gque f seja diferen

ciivel.

No que se secue, designa-se por Ck([a,b],Rn) o espaco
i k ;
de Banach das funcoes de classe C do intervalo [a,p] em ="
o k
com & norma uniforme C
(1) (44

loll = sup { | @

0

™M=

i

e designa-se por Lz((a,b),I?) o espaco de Banach das fungdes

- 2 § n
de guadrado somavel do intervale (a,b) em R com a norma

b

ol , = [ [ £2 1172
L a

e,
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Exercicio 2.2:5eja w : ct(to,11,R™ x [0,1] » R® a aplicagdo

rit). Prove gue w & continuamente dife

]

de avaliagido wlx,t)

renciivel & calcule z sua derivada.

Exercicio 2.3:Considere £ : ¥ = X com £ix)(t) = sen x(t) onde
x = c%(t0,11,R ou x = L2((2,1) ,R). Prove que £ & Qiferencii

vel nco primeiro caso & nao o & no segundo caso.

As derivadas de Fréchet em espagos de Banach tém pro

priedades muitc semelhantes 3s derivadas de funcoes de R em

n
m = . = P -
R°. 88 X e ¥, {i=1,...,n) sac espagos de Banach, £ : X- 1 ¥,
i=l =
com £ = (fl,...,fq} e £, + X = ¥,, entao £ & diferenciavel num
Y i i

ponto se e sO se as fungdes £, forenm diferenciiveis nesse pon

o e entac Df{xD] = (Drl(xo),..qbfn[xoj}. Por GUEIO lado, se
Y e X; {i=1,...,n) sao espagos de Banach e £ 1 1 - ¥, en

X,
i=1 *
30 pode-se definir as derivadas parciais de £, Dif COmo Sen

do derivadas de Préchet da fungdo de X, em Y gue se obtém de

i
f[rl,..qxn] considerando todos os xj fixos excepto Ii.n regra
da cadeia & também valida na forma usual, i.e., se £ e g sdo

funcBes entre espagos de Banach com £ : X=¥, g : ¥-&, diferen
cidveis em x e fix),respectivamente, entio gef & diferenciivel

em I e
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0 teorema do valor médio levanta algumas dificul

dades de ceneralizacdo, mas pode formular-se como se segue.

Teorema 2.1

Se X & um espago de Banach, f : {a,b] - X & diferencia
vel e existe uma fungdo continuamente diferencidvel «:[a,bl-R
com ||DE(t)il < a'(t) para t € [a,b], entado

|£(b)-£(a)} g a(bl-a{a}

|£(b)-£(a)] g ( sup |IDE(L)]) {(b=a).
t€la,b]

Corolario 2.2

Sejam X e Y dois espagos de Banach e f uma fungdc con
tinua com valores em Y e dominio num conjunto abertsc S conten
dc o segmento gue une dois pontos x e x+h de X, i.e.,

So{x + th:t€[0,1]}. Se £ & diferenciivel em S, entdo

[£(x+h)-£(x)| < Ihl sup |IDf (x+th)ll.
te(0,1]

Exercicio 2.4: Prove o tecrema e o Corolario anteriores.
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para definir derivadas de ordem supericr, convém utili

n
zar o conceito de funcac multilinear. Uma fung3ec £ : T X-Y
n i=1 ~
diz-se multilinear se para cada {I,,....Ij) € 1 X, e cada
—————— 1 T ;=1 &

k=l,...,n, & fungéo f(xl,...,xq] & linear em Ty con as  outras
I ;

variaveis fixas.

Teorama 2.3

as

Supcnhamos gue X = X. e ¥ 2ao espacos de Banach. Se

1

1

3

1
f : ¥=Y & multilinear, ent2o as seguintes afirmacotes sao egui

valentes:
(i) f & continua em ¥;
{ii} £ & continua no ponto O € X;

-

{iii) £ transforma conjuntos limitados em conjuntos

mitados e existe K»0 tal que

n
1E8(xy,eenx Ml K T x|
1 n i=1 + X

.

{ivl} f & diferenciavel.

2

2 norma |f] de uma aplicacio multilinear continua de

n
m X
. 1
i=1
fazem a desigualdade em (iii). O conjunto das aplicagoes mul

em ¥ € o infimo do conjunto dos nimeres K>0 que satis

n

tilineares continuas de 1 X, em Y com esta norma & um espa
i i
i=1

g0 de EBanach gue se designa por L[Kl,..,,xn,f). Se X

n s n
=xj=x, sscreve-se L7 (X,Y) = L{X,...,X,Y) com X repetido n wve

Zes.
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Teorema 2.4
Existe um iscmorfismg iscmétrico entre L(Xl,...,xn,YJ
2 L(Xl,L[XE,LEXE,...,Lan,Y})}).

Sejam X e ¥ espacos de BRanach, S um subconjunto aberto
J 5 4

: S=Y diferencildvel., Diz-se que f tem derivada de Fré-

fah}
i
B
L
2
]

chet de 2% ordem em x € &, designada por sz(x},seDf:SﬁL(X,E)

) . . - - 2. -2,
tem derivada de Fréchet sm x. Temos entzo D E£i(x) € L7{X,¥) .

2 possivel provar que sz(xl(h1,h2} = sz{x}{hz.h1) para todo

(h1,h2) € XxX. Por indugioc podem-se definir derivadas de or

. . n
dem superior & escreve-se para 2 derivada de ordem n D f£(x) €

T, = e - n,. . = s
L(¥,¥Y). Uma fungao multilinear F € L" (X,¥) diz-se simétrica
se F(rl,...,rn} com x; € X (i=1,...,n) & invariante sob permu

I C s . N
tacao dos inteiros 1,2,...,n. E szimples provar cue D £{x) quan

do existe & uma funcao multilinear simétrica.

Se X e ¥ sao espaces de Banach e ScX, designa-se por
Ck(S,Y}. para k30 inteiro, o espaco de fungoes £ : S»¥ tais
que as derivadas de Fréchet Djf(x) existem para tode x € S5 ,
j=0,1,...,k, com as funcoes x b Djf[I] sendo continuas de S

i . [=}
em LJEX,Y), onde se convenciona D f = f.

Se £ € CT{E,T) para todo n30 inteiro, diz-se gue

£ e cis,).

a
. or

. N . - - - . a
Exercicio 2.5: Calcule as derivadas de Frechet de 17 e 2

dem das funcbes definidas de C{[0,1];R] em R comc se segue:

1
ta) F(£) = [ f(s) ds
0
1
(b] G(E} = [ £2(s) as
5
1 3
(e} H{f) = [ £7(s) ds=.
Q
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Resolva o exercicio andlogo para © caso em gue cadauma

das funcoes & definida pela £6rmula indicada no malor subcon
2 - . i -

junto 3 de L7 ({0,1);R} onde a expressac define uma Iungzo de

S em R.

£ frequente utilizarem-se em An&lise Aplicada métodos
de aproximacdes sucessivas pars obtengio de sclugles de egua
coes. Em muitos casos esses métodos podem ser idealizados em

termos da existénecia de pontos fixos para aplicagoes de con

tracgao. Um ponto fixo de uwma fungic £ num conjunto § & umpon
to xr € S onde f estd definida € & tal gue £(x) = x. Ee (5,d)
& um espago métrico com distdncia d, diz-se gue £ & uma con-

traccdo em S se £ : S=5 e existe 8 € [0,1) tal gue

-t

di{ff{x),f(y)) £ 8 dlx,y) , para x,y € 5.

A 5 chama-se uma constante de contraccac para £.

Teorema?.S:Prindpio de contracgic de Banach-Cacciopoli)

Se (8,d) & um espaco métrico completo & £ : S-S5 & uma

contrac¢io em 5, entdo existe um e um s¢ ponto fixo x* de =

em S.
. . =n _ . -n-1 -
Alsm dissao, se x5 £ S 2 xy = £i(f xo} mara n¥l com
£%% = x., entio fx. - x* e
0 ar 0
n * n
N ‘
atf x5, > ) g s dlx,,x, )

onde § & uma censtante de contracgdo para f em S.
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" Dor vezes & necessario saber a forma como pontos fixos
dependem de parimetros que aparecem em £. Se (5,d) & um espa
co métrice e A & um conjunte, diz-se gue £ : S5xA - 3 & umacon-

tracgdo uniforme em § se existe 8 € [0,1) tal gque

d(f{l’,;‘l),f[y,-\t)) £ 8 d(xz,y)

para tode x,y € S, x € 4. (Note-se gque & & independente de x,

YAl
Teorema 2.5: (Princiricde contraccac uniforne)

Sejam U & V subconjuntos abertos de espacos de Banach
X e A, respectivamente. Se £ : UxV - U € uma contracgao wifor

me em U, flx,.} & continua em V para cada X€U e se g(i) & o

dnico pento fixo de £{.,i) em U, entio g & continua em V. Se

P . - ko
fECT (UxV,X] com Ogksgw, entao o£CT (V,X).

Temos para cada L € V, h € &4 com A+h € V

lgla+h) - ga)] = [£(glath),a+h) - £(gia},h)] <

1Efg (a+h) ,a+n) = Z{gln),a+h)] + [E£(gii), a+h) - S(g{i),.x)]

£
g 8 lgiath) - gl + 1£(g(x),x+h) - £{a(x),2)1I.
logo

lgia+hy = g(x)l g 1ie [E(a(x) ,A+h) = £(g(x),a) 1.

Como £(x,x) & continua em 2 € V, segue-se que i) & continua

-

em A £ WV,

Suponhames que as hipdteses do Teorsma sac validas com

L I ] P T
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tftxl,a} - ffx2,k}lg E] le—xzi para x,,x, £ U, » £V,

segue-se gue HDIf{x,E)Hg <1 para {r,x») € UxV. Se ¢ fosse

<z

diferenciavel, diferenciando g(x) = f£{g(a},1) obter-se-ia

Dg{x} = Bxf{qfl),l} Dg{a} + le(g(hi,ll.

Para se provar gque g & diferencidvel comeca-se zor iden
tificar uma transformagac linear em 4 gue seja candidata a de
rivada Dg(i). Sacue-se da eguacido anterior gue uma tal trans

formacac deve ser solucac M de sguagao

M =0D

- (gix) Alm + D, Elglrl ). (1)

Definindo T : LiA,¥) x V= L((A,¥) de modo a gue T(M,\)

seja dado pele lade direito da equagdo anterior, obtém-se

!!T(Ml,A) - T(ME,AHI =!|Dxf{g(l],h)Ml = DIf(ng),a)Mzn

_gﬂIIMl—M Il , para Ml, MZ € L{a,X), ¥ € V.

2

Portanto T & uma contraccao uniforme em L(A,X). Segue-se do

rincipioc desta demonstragio gue existe um & um s& ponto fixo

[I's]

Tem L(A,X), designado por M{i), & que este ponto fixodepen

#

de continuamente de X\ € V.

5

FPara provar gue g & diferencidvel no peonte 4 com deri

vada M(1), tem gue se provar gue

lgia+h) = g(i) = M{(X)h!| = 0 guandoc h-0.
Ihi

seja v = v(h) = g{x+h) - g{i). Entaoc

y=E(g(3)+y,a+h) -£(g (2], 2)=D T (g (A}, A)y*D, El{g (2] , A hta iy, h) (2)
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onde
a(Y,h}=f(g{A)+w,h+h)-f(q{1},lJ—DIf{gflh.R]?-le(gﬁﬁrilh-
= AL

Come £ & C7, gqualguer gue seja ¢ > 0 existe §>0 tal gue

la{y,n)l g e{lyl+Ihl) se {+|, lh! < 6. Comoc v = y(h} & contl
nua em h, temos ¥(h) =+ 0 guando h = 0, e , consegquentemante,

pode-se restringir & de medo a obter
[aly{hi,hll <e(ly(h)] + [hl) para Ih| < &.

Se ¢ satisfaz 0 < ¢ < 1-¢, chtém-se de (2), para lhl<$

[v(hil < &8lyih)l + Hth(g(R].k}H IRl + e(ly () i+lhl).

Segue-se gue, parz [h| < &,

1 def
ly(h)! £ ———— ﬂIDkf(g(A),k)H+£)éhl = Clhl.

Portante |a(y,h)] < £(l+C)|h| desde que 0 < e<l-§ e

Ihl <« &. Como das identidades (1) =2 (2) se tem
v(h) = M{ilh = Dr Elgla), 2} (y(h) = M{A)h) + 4ly(h),h)

segue-sa gue

1

1-3

Py (h)-M{x)h!| < e{l+C)ih!, para 0 < & < 1-3, |hl <« 6.

Como Consequéﬂcia, Do{X}) existe & & igual a M(i), pa

ra » £ V¥, Como M(i)] & continua em %, também Dg{i} o &. Logo g

=
.

e C
Suponhamos gue ¢ Teorema & verdadeiro para k=i com i¥l

i+l , - - .
e gue £ € C . Como Dg (i) satisfaz (l) e &, portanto,o unico

ponto fixe da funcde T definida atrds, T & uma contraccio uni
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. = . i . -
forme em L{%,X) e T & de classe C, segua-se gque Dgli) & de

i . - o141 -
classe C, provando gue g & C . Q.E.D.

Tecremal.G:daFungdo Implicita)

Sejam ¥, ¥ e Z espacos de Banach, e U, V subconjuntos
abertos de X e Y, respectivamente, Se F : UxV - Z & continua
mente diferenciavel, (xc,yﬂ) € UxV, :{ID,yG) =0 e DIF[xo,yﬂ)

tem inversa limitada, entd3c existe uma vizinhanga U,xV, = UxV

1 1
de (xy,yy) e uma fungao £ : V,~U,, com f(y,)} = x, tal que pa
ra {(x,y) € UV, se tem Flx,y) =0 se e 88 se x = £ly).

Além disso, se F € CifoU,Z}, com k § 1 inteiro, entio

£ectw u.
Dem.

Seja L = [DIF(IO,yO)]-l e G(x,y) = x- LF(x,y). Entioos
pontos fixos de G{.,y) s3o as solugdes de F(.,y) = 0, Se F &
Ck, também C o &. Por outro lado, Glxyryy)=x, e D Glx,,y,)=0.

Consequentemente, ID_Glx,y)ll € & < 1 para tedo (x,y) numa wi
zinhanca Uy vy de [:U.yOJ. Esta vizinhanga pode ser escolhida
de modo a que G : levl - U;. Tem-se entfo que G € uma con

racgao uniforme em U;. O Principic de Contraccac uniforme ga

rante entac a validade do Teorema. Q.E.D.

Uma simples aplicagio do resultado anterior conduz ao

seguinte Teorema da fungéo inversa.
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- i 5 =
forme em L(A, %) e T & de classe €7, segue-se gue Dgli) & de

. i - i+l =
classe C', provandoc que g & C . 0.E.D.

TeoremaZ.t:{daFungio Implicita)

Sejam ¥, ¥ 2 Z espacos de Banach, e U, V subconjuntos
abertos de X e Y, respectivamente. Se F : UxV - Z & continua
mente di nciivel Uxv, Fi =0 e D I(x
mente diferenciavel, {Io,yol € UxV, Lxﬂfyol X 0.90)
tem inversa limitada, entao existe uma vizinhanca levl o UxV

de (ID,yD) e uma funcaoc £ : V,=U

W Ely ) =
17Uy com £{yg) g tal gque pa

= i

ra {x,y) € levl se tem Flr,y) = 0 se e 50 se x = £ly).

Além disso, se F € C (UxV,Z), com k 3 1 inteirp, entdo

£ectw,.x.
Dem.
Seja L = [DI?{IOryOJ]_l 2 Glx,y) = x- LF(x,y). Entdoocs
pontos fixos de G(.,y) sac as solugtes de Fl.,y) = 0. Se F &
k

C", tamkém G o &. Por outro lado, Glrgivyl=x, e DIG{xU,yG)=O.
Ccnsequentemente,IIDxG(I,yJH £ & < 1 para tede (x,y) numa Vi
zinhanga levl de (xG.yD}. Esta vizinhancga pode ser escelhida
de modo a que G : U;xV, - U;. Tem-se entdo que G €& uma con

traccao uniforme em U,. O Principioc de Contracciac uniforme ga

rante entac a validade doc Tecrema. Q.E.D.

Umz simples aplicagado do resultado anterior conduz ao

seguinte Teorema da fungED inversa.
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Teorema 2.7{daFungdo Inversa)

Sejam X e Z espacos de Banach e U um subconjunto aber

to de X. Se F : U=»Z & continuamente diferencidvel, X. € U, e

0

DIF(xO) tem inversa limitada, entac existe uma vizinhangaUlCU

de x,, uma vizinhanga V,<2 de y, = F(x;) e uma funcdo £:V,-U,
com f(yol = x5 e tal que para (x,y) € U, XV, se tem y=F(X) se
e sd se x=f(y). Se F € Ck(U,Z), com k31 inteiro, ent3o

X s
f &e (Vl,A).

Um ocutrc tipc de teoremas de ponto fixo Uteis no estu
do de equacCes diferenciais estd relacionado com o Teorema do
Ponto Fixc de Brouwer. Este Teorema & a generalizac3o para RV
do facto Gbvio de que o grdfico de qualquer aplicacgiocontinua
do intervalo real {0,1] em si prdprio intersecta necessariamen
te a diagonal do guadrado com vértices (0,0), (0,1), (1,0) e
(252 s

: R n
Designa-se a bola fechada unitaria de R por

8" = {x € R" : |xlgl} e a esfera unitaria de Rr" (que temdimen

e {(x €R" : IxI=1}. A demonstracao gque se

sao n-1l) por S
vai dar para o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer baseia-se na
impossibilidade de definir numa esfera de dimens3o par um cam
po vectorial continuo de vectores nac-nulos tangentes 3 esfe
ra. Este facto que é gecmetricamente intuitivo quando a esfe
ra tem dimens3@o 2, & obviamente falso para esferas de dimensio
Impar visto gue V(Il""'xh) = (x2,~xl,...,xn,-xh_l) define um
campo vectorial em Sn_‘1 com as propriedades indicadas gquando

n-1 & impar.
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I
{

{0 —:"‘j;
N ]
2

5" 5

3

.

Teorema 2
Nao existem campos vectoriais continuos definidos scbre
Camoe oz noo, . -~
uma esfsra unitaria de R <e dimensao par gue transfiormem
= I - - - -
cada ponteo da esfera num vector deld ndo-nulo etangents & exfera nes

se ponto.

Dem.

Prova-se primeiro que nao existe um campo vectorial que,

além das propriedades enunciadas, € continuamente diferencii
1

- . n- . e
vel & transforma os pontos de 5 em vectores unitariecs.

s n-1_n - p
Suponhamos gue u : 8§ =R~ @ um campo vectorial com 3

tas propriedades. Este campo vectorial pode ser estendido A
= n [ _— N
coroa esférica A = {y € R : 1/2 g Iyl g 3/2} de acordo com a

lyl uly/lyl}. Considerz-se a fungZo definida

expressac uly)
para £ € R por ft : a-R" com ft(y) =y + tuly)l. Para ltl su
ficientemente pegueno esta fungZo & uma bijecgdo de A nacorca
esférica limitada pelas esferas de raios —%— Vi:;aea—%— V{:;;

Portanto

n
volume Et(A} = (vl+:2} volume (&) .
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Por ocutro lado, como £, & continuamente diferenciivel,

=
o8 volumes de ft(A} e A podem também ser relacionadcs pela rans
formagac de variaveis definida por ft aplicada aos inteorais

miltiploz gue correspondem acs volumes indicades. Mais preci

n,n
samente, como a matriz Jacobiana de ft a I + t[auijayi] ;
- - i,3=1
o seu determinante & uma funcgao polinomial em t da forma
: n i A - -
1 +%toy + ...+t oOndecd, : AR sa0 fungoes continuas, e
segue-se gue para |t| suficientemente peguenc se tem
. . <
volume £ _(A) = [ 1 = [ (l+te, (y)+. ..+t s ly)} dy
= . A 1
FHAa)
n
=a, +a,t + ... + a_t
0 1~ n-

n
onde a, = f a, ly) dy com ooly) = 1. Ora Iv1+t2} 50 pode ser
A

um pelinémioc em t se n for par, pelo gue n-1 teria gue ser im
par. Portanto, se n-l1 & par, nao existem campos vectoriais de
vectores unitdrios, continuamente diferenciiveis e satisfazen

do as propriedades enunciadas.

Para terminar a demonstrac@o do Teorema, basta mostrar
gque a2 existéncia de um campo vectorial v com as propriedades
do enunciade do Teorema lmplica a existéncia de um campo veg
torial u gue, além dessas propriedades, & continuamente dife
rencidvel e consiste em vectores unitirios. Pelo Teorema de
Aproximacao de Weierstrass , existe uma fungdo polinomial

- n
Snl

j=J - R gue aproxima uniformemente v a menos de um des

vio positive arbitrario.

Defininde w : sn-l - ®" por wix) = plx) - (plx) . xlx,

seque-se w & infinitamente diferencidvel, wi{x) & tangente a

=1 . n-=1
s emx e Iwix)| > 0 para todo x € 8 . Portanto, u=w/lwl

- . . - - = n-1
& um campo vectorial infinitamente diferenciidvel de 3 en
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1

n . " 1= P
R gue transforma cada ponto de s” num vector unitario tan

,..n_l - R N - .
gents a 8 nessa ponto. Foi atras estabelecido gque tais cam

pos vectoriais sO podem existir guande n-1 & Impar. Q.E.D.

Exercicio 2.6: Fornega os detalhes da demonstracao anterior.

Teorema 2.9 {(doPonto Fixo de SBrouwer)

Uma aplicagac continua da bola fechada unitiriz em si

propria tem pelo menos um ponto fixo.
Dem.

- 5 = I n - - . .
Suponhamos gue £ : B - B & continua & nac tem pontos

fixes. Entaoc
1-x.x

Wirx) = ¥ = ———=—_ fx}
l-x.f(x)

- R n n . - N
define um campo vectorizl continuo w : B = R , pois x.f{x}#L.

De facto, da desigualdade de Cauchy-Schwartz resulta gue

n . . - = 4 -
r.f{x) = 1 com x € B' implica x = £(x) © gue & impossivel vis

to gue £ nao tem pontos fixos. £ também simples de ver que,

Sn-l

para r € , se tem wix) = x.

0 campo vectorial w pode ser utilizadeo para construir

- +1 . ]
um campo vectorial na esfera unitaria s™ de R""*. Identifican

n - n+l . =
do-se R com o hiperplanc de R de esquagao vy . . = 0 gue pas

n . - —
sa pelo "eguader™ de S, usa-se uma projecgao estereogrifica

do "pelo nerte" (0,...,0,1) para transformar xr € 38" num ponto
vy = s{x) é¢ "hemisfirio sul" Y41 € 0. Aplicando a deriveda de

__ n
s em x ao vector w(x), obtém-se um vector uly) tancente a §

ne ponte y = s(x). Obtém-se assim um campo vectorial continuo
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u definido no "hemisfério sul" Ynsi < 0. Em cada ponto y do
"eguador", o calculo de uly) €& u(y) = (9,...,0,1).

Usando uma projeccio estereogridfica semelhante do  "po
io sul" (0,...,0,-1) para o "hemisfério norite" v >0, 0 cam

n+1
1=

po vectorial - & transformado num campo vectorial definido no
"hemisfdrio norte" gue também tem o valer (0,...,0,1) nospon
tos do "eguador". Juntado estes dois campos vectoriais,obtém
: - n n+1
-se um campo vectorial continuo de S em B , gue transforma
& - n - n
cada ponto de § num vector nac-nulc tancente a S nesse npen
; : $. .
to. Do teorema anterior conclui-se gque n’ & impar. Portante o
teorema &€ valido para n par.

Para demonstrar o tecrema para n impar, »asta notardue

5
2k-1 onm si proprio sem pontos fixcs @i origem

. 2k :
Il""’x2k-l)"] de B™" em si

uma funcao de B

—~

a uma funcio FixyreeesXy) = (£
préprio também sem pontos fixos. Isto contradiz a validadedo
teorema para n par que tinha sido estabelecida antericrmente.

Q.E.D.
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Coraoliric 2.10

Se X & um =spage topeldcico e § © ¥ € homeomdrfico 3 ko

L R n -~ - - -
la fechada unitaria de R, entac gualguer funcac continua

£+ 8§ - 5 ten pelec menos um peonto £ixo em S,

Exercicic 2.7: Fornega os detalhes das demenstracdes dos dois

resultados anteriores.

0 Tecrema do Ponte Fixe de Brouwer estd relacicnado com
a inexisténcia de uma fung3o continua da bola fechada unitiria
de R? na sua fronteira gue mantenha fixos os pontos da frontei
ra. Mais precisamente, se X & um 2Spag0 topelégico, S um sub
espaco de X e F : X » 5, diz-ze que £ & uma retracciode X em
S se £ & continua @ a restricio de £ a 5 & a identidade em S,

e pode-se entao provar o resultade seguinte.

Tecrema 2.11

O Tecrema do Ponto Fixo de Brouwer & eguivalente 3 ine
. - . N - o s P - n
xisténcia de uma retraccso da bola fachada unitaria de R na

sua fronteira.

Dem.

n = -
Suponhamos gue £ : 57 + 8" & uma funcio continua sem

n n-1
-

pontos fixos. Entdc a fungdo g : B 5 gue transformacada

n . - . n-1 . .
ponto x € B na interseccao de S com a semirecta comorigem

em £(x) e passando por x & uma retracgao de B em sn_l

. Portan
te, & inexisténcia de uma tal retracgio implica a validade do

Teorema de 3rouwer.
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A demcnstracdo de que a validade do Teorema & Jonto

n

Fixo de Brouwer implica a inexisténcia de retracecic de B m
- e

s & obwvia. Q.E.D

n=1

Exercicio Z.&: Forneca os detalhes da demonstracio anterior.

P

aJ

0 Teorema do Ponto Fixo de Brouwer nao € valido em 2s
agos de dimensdo infinita, come € ilustrado pelo exemplo se

uinte:

Exemplo 2.12

Considere-se o espago de Banach iy das sucessoes

- 2
= {zi} de nimeros reais com I J|x.|” < =, com a norma

i=1 1=1 %

==} k==

2 . o L=
. Designe-se por B a becla fechada unitéaria

=-1

neste espaco e defina-se £ : B+ B com £(x) =y = {yi} com

Y

[§]

1 i=
2,172 para i¥2, Entdo Hf{x}H2=le se x

g = (L=1xll") e y; =X, 4

um ponto fixo de f tem-se [Ixll=1f(x)ll =1 o gque implica

15 Y, < Q, Xy = Yy = Xy = O,... e portantox= 0 o gue con

tradiz jlxi|l= 1.

O ané&logo do Tecrema de Brouwer para espacos de Banach

reguer portanto um enunciado diferents. Uma Fforma frequente

deste resultado fol nroposta por Schauder.
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Teorema 2.13 (o Pcnto Fixo de Schauder)
Se A 2 um subconjunto compacto e convexo de um espaco
de Banach X e £ : A » A & continua, entdo f tem um ponto fixo

em A.

Dem,
Como A & compacto, qualguer que seja £>0 existe uma co

bertura finita de A por bolas de raio £ e centros em x1,x2,..
-

s €
ce Xy Seja dj = A - R tal gque

r 0 se |x-=x.| > ¢
C “~
4a; =
i x)
e-lx-x,| se fx=x;1 < ¢
€ A
para i = 1,...,N. Estas funcoes di sao continuas e % di(r)#o
i=1

para todo x € A. Portanto, a fungao g° definida em A por
5 13} - - -
x) =% ci(z) x; / T d;(x) & continua de A no envélucro con
i 1
vexe de {xi : i=1,...,N}, que se designa por c®. além disso,

i di(x)(xi-x)

1g® (x)=xl = |
% di(z]

A fungdo h® = g%:f & continua e transforma A em C°. Co

£

mo A & convexo, segue-ss gue h®(c%) < ct. 2plicando ¢ Teorema

do Ponto Fixo de Brouwer cbtém-se a existéncia de um ponto £i

%o x° de h® em cf.

Por outro lade,

1£(x%)=x®1 = 125 -¢® (£x®1) 1 < &,
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e, portanto, se {s,} & uma sucessdo de nlmercs reais positivos

convergindo para zero gquando i - », obtemos uma sucessio de
€., £, £,
i i, -
J=x "1 g £,. Como & & compacto ,

pontos x €A tal que [I(x
£,

. = P

existe uma subsucessac de {x ~} convergente para um ponto x,
= ¥X.. ol

o’ 0 Q.2.D.

£ A guando i - «, Tem-se entao fi(x

W

O Tecrema anterior & também valido em espacos vectori
als topoldgicos localmente convexos e, nesse contexto, = co

nhecido por Teorema d¢ Pento Fixo de Schauder-Tychonov.

Uma outra forma do Teorema de Schauder, Gtil em certas
circunstincias, exprime-se em termos do ccnceito de aplicagao
compacta. Uma aplicag3o entre espacos de Banach £ : X - ¥ diz
-se compacta se f transforma conjuntos limitades em conjuntos

précompactos, i.e., se gualguer gue seja o conjunto limitado

A c X se tem £{A) compacto. Se £ & compacta e continua,diz-se

gque & completamente continua,

Coroliric 2.14

Se A & um subconjunto fechado, limitadco & convexc de
um espago de Banach X e £ 1 A - A 2 completamente continua ,

antao f tem um ponte fixo em A,

Cem.

Por hipdtese £(&) & compacto. Seja H o envdlucro conve
xo de £(A), i.e., H & o conjunto

n n

iz cyx, ¢ oxy € FlA) , ©.30 com I e, =1 ,n€ o L.

i=1 - i=1

Como 2 & convexo e fechado e f(A) — A, s=ague - se que
H c & e, portanto £({H) < H. Como o envdlucro convexo de um con
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junto compacto £ também um conjunto compacto, segue-se gue E
& compacto e, portanto, resulta do Teorsma anterior gue I tem

um ponte fixo em H = A, 2.E.D.

Exercicioc 2.9: Mostre gue o Teorema de Schauder & falsc ssa con

vexidade ocu a compacidade de A & eliminada da hipdtese.

ExercicicZ.10:Prove gue o conjunte A gue se sague & compacto e
convexo gualscuer que sejam 8, M ¥ 0 e I um intervale limitado
e fechado de R.

. 0 n

A={wec (LB : lot)l g b, lo(t)-o(¥)| g Mlt-E| para to

do t,8 € T }.

Observagoes historicas

O calcule diferencial em espagos de Banach foi iniciado
por FTréchet (1%09-23) e Gateaux (1919-22). O Teorema de 2onto
Fixo de Brouwer ifoi apresentado por este autor per volta de
1510 & as primeiras generalizagdes para espacgos de dimensac

s - i 4 2 .
nita foram feitas para espagos C° 2 L7 por Birkhoff &

inZ
Xellog (1922), seguidas das contribui¢les de Schauder {1927-30)
e Tychonoff (1933). A demonstracdo dc teorema de Breouwer se-

gus Milneor (10, 1978].
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