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ADVERTENCIA

Estas notas sao parte de um texto em preparacao sobre Algebra Linear.
Prevé-se incluir secgoes adicionais.
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Prefacio

Este é principalmente um livro de apoio ao estudo inicial de Anéalise Com-
plexa. Centra-se nos aspectos bésicos de fun¢oes complexas de uma, varidvel,
incluindo os da teoria geométrica destas funcoes, e de dindmica definida
por iteracao de func¢oes racionais complexas, estes num capitulo final, quase
um quarto do livro, invulgar em textos de iniciacao ao estudo de fungoes
complexas. Este capitulo, além de tratar de um tema com aspectos de auto-
semelhanca, estrutura fractal e caos que tém fascinado muitas pessoas e tive-
ram importantes contribuicoes recentes, é particularmente apropriado para
fechar o livro porque utiliza com fertilidade muito do que é desenvolvido em
capitulos anteriores.

A Analise Complexa de Uma Varidvel tem trés caracteristicas particu-
larmente interessantes: (1) ideias simples unificadoras de conceitos que apa-
recem em andlise real sem relagoes directas ou complicados, (2) fertilidade
para o desenvolvimento de outras dreas da matemaética, e (3) relevancia para
aplicagoes a outras ciéncias e a engenharia.

A ideia orientadora principal ao longo do livro é revelar com clareza estas
trés caracteristicas e iluminda-las, mostrando como muitos conceitos férteis
que levaram ao desenvolvimento de novos campos de Matematica na reali-
dade emergiram no estudo de Anélise Complexa de Uma Variavel, em par-
ticular em Topologia, Geometria Diferencial, Geometria Algébrica, Anélise
Harmonica, Equacoes Diferenciais Elipticas, Célculo de Variagoes, Sistemas
Dinamicos. Estou convicto que é muitissimo 1til para estudantes serem in-
troduzidos a estes conceitos neste contexto mais simples em que emergiram
antes de os aprofundar em estudos mais avancados e especializados, como é
hoje em dia comum.

Foram publicados muitos livros de iniciagdo neste topico e alguns sao
excelentes. Por isso, tem de haver boas razoes para publicar mais um outro
livro. Além da inclusao ja mencionada de uma iniciacao a dinamica complexa
que corresponde a cerca de um quarto do livro, e a ideia orientadora ao longo
do livro que se acabou de mencionar, ha vérias razoes para tal:

— Em primeiro lugar, o livro foi concebido com a flexibilidade de ser uma
boa base para uma primeira disciplina de meio semestre em Analise
Complexa como fundagao solida para estudos subsequentes (em apenas
um pouco mais de 100 paginas de texto e 40 péginas de exercicios,
incluindo mais de 100 figuras), mas também, em capitulos adicionais,
uma disciplina de um semestre e para estudo individual de acordo com
os interesses e a curiosidade do leitor.



Analise e Dinamica Complexa em Uma Variavel

Utilizacao frequente, desde o inicio, de representacoes geométricas com
a intencao de desenvolver a compreensao geométrica das restri¢coes as-
sociadas a diferenciabilidade de fun¢oes complexas e as transformagoes
que definem; em conjunto, o livro tem mais de 220 figuras.

O conhecimento de matemética que é comum hoje em dia estudantes
adquirirem em disciplinas de Analise Matematica e Algebra Linear é
completamente utilizado, evitando repeticoes, sublinhando semelhan-
¢as e chamando a atencao para aspectos novos ou diferentes.

No inicio, os conceitos de derivada, integral e analiticidade sdo con-
siderados separadamente em capitulos consecutivos, seguidos de um
capitulo unificando-os e, depois, da globalizacdo do Teorema de Cau-
chy e da sua aplicagao ao Teorema dos Residuos e a séries de Laurent;
é aqui que a matéria para uma disciplina de meio semestre termina.

Sao incluidos muitos exercicios para trabalho & escolha do leitor. Varios
sao sobre tépicos classicos importantes que nao sao tratados no corpo
principal do texto e também muitos sobre aplicagoes a diferentes areas,
e.g. circuitos eléctricos, sistemas mecénicos, hidrodinamica, electroes-
tatica, propagacao de calor em equilibrio, andlise e processamento de
sinais, anélise e controlo de sistemas lineares, dinamica de fluidos, aero-
dindmica, elasticidade. Aplicacoes a estas dreas foram historicamente
forte motivagao para o desenvolvimento da Analise Complexa. Penso
que vale muito a pena manter bem vivas as ligacoes com aplicagoes em
areas para além da Matematica.

Depois da parte do livro pensada para apoiar uma disciplina de meio
semestre consideram-se aspectos da teoria geométrica de fungoes com-
plexas, incluindo alguns tépicos que nao é usual tratar a este nivel
introdutorio, como fins primos, comprimento extremo, uma unificacao
de caracterizagoes de regioes simplesmente conexas por propriedades de
natureza muito diferente (topoldogicas da regiao, topologicas do com-
plementar da regiao, analiticas, algébricas), func¢oes univalentes com
uma prova da Conjectura de Bieberbach, caracterizacao algébrica de
regides conformes e de regides conformes a Superficies de Riemann,
métrica de Poincaré, Teorema de Uniformizacao.

As importantes nocoes topologicas que historicamente apareceram no
estudos de fungoes complexas sdo apresentadas de maneira simples e
natural, como as de conexidade, nimero de rotacao, homotopia, ho-
mologia, compactiﬁcagéi revestimento, grupo fundamental, caracte-
ristica de Euler, género de superficie. E analogamente para nocoes
basicas de Geometria Diferencial (variedade diferencial, métrica rie-
maniana curvatura de Gauss, folheacao, orbifold), Geometria Algébrica

1Superﬁ'cie Esférica de Riemann compactificagdo do plano complexo e Compactificagao de

Carathéodory de regides simplesmente conexas propriamente contidas no plano complexo.
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(curva plana afim, curva projectiva, formula de Riemann-Hurwitz, teo-
remas do tipo Riemann-Roch e Abel-Jacobi), Analise Harmonica (fun-
¢ao harmonica, série de Fourier, transformagao de Fourier), Equagoes
Diferenciais Parciais Elipticas (equagao de Laplace, propriedade de va-
lor médio, principio de maximo), Calculo de Variagoes (principio de
Dirichlet, sucessoes minimizadoras), Sistemas Dinamicos (conjugacao,
linearizacao em pontos fixos ou periodicos, atractor, bacia de atracgao,
orbita homocinica, papel de pontos criticos, hiperbolicidade, autose-
melhanga, bifurcagao, teoria KAM).

— Ha a preocupacao sistematica de situar historicamente as contribuicoes
para os conceitos tratados.

— A maior parte dos assuntos sao classicos, mas bastante mais de metade
do livro é sobre resultados obtidos no séc. XX, varios nas 4 décadas mais
recentes.

The first nine chapters were very influenced by the books of L. Ahlfors,
Complex Analysis, W. Rudin, Real and Complexr Analysis and B. Chabat,
Introduction a I’Analyse Compleze, but differ from these and other texts in
many ways. The 1! of these books stands as one of the best references on
the subject, despite its 1°¢ edition having been more than half a century ago.
Chapters 9 to 12 were also heavily influenced by the books: Ahlfors, L.V.,
Conformal Invariants - Topics in Geometruic Function Theory; Remmert,
R., Classical Topics in Complex Function Theory; and the two books last
chapter by Milnor, J.W., Dynamics in One Complex Variable, and Carleson,
L., Gamelin, T.W., Complex Dynamicﬁ.

Referem-se a seguir algumas outras ideias gerais simples da orientacao
adoptada.

Uma primeira ideia é que a aprendizagem de Matemética, além de estudo
regular que permita um gradual amadurecimento da apreensao dos conceitos,
requer a resolucdo de exercicios por cada aluno individualmente. E quase
sempre ao tentarmos resolver problemas que esclarecemos conceitos e nos
apercebemos de dificuldades que nos escapam em leituras ou em aulas. Por
esta razao incluem-se muitos exercicios no final dos varios capitulos. A re-
solucao de exercicios e a procura individual de exemplos, contra-exemplos e
provas para esclarecer questoes que surgem durante o estudo sdo uma insubs-
tituivel componente experimental essencial para progredir no conhecimento
de Matemaética. Esta referéncia a necessidade de resolucao de problemas por
cada aluno deve ser bem entendida: nao é para automatizar a resolucao de
“exercicios tipo”; bem pelo contrario, um exercicio deixa de ser util quando
a sua resolucdo estd automatizada ou nao oferece dificuldades.

Outra ideia é a minha convic¢ao que no ensino de Matemética, tal como
de outras disciplinas, os aspectos de natureza utilitdria ligados & necessi-

2Rudin, Walter (1921-2010). Chabat, Boris (1917-1987). Remmert, Reinhold (1930-2016).
Carleson, Lennart (1928-). Gamelin, Theodore William (1939-).
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dade deste ou daquele topico para aplicacoes imediatas devem ser integrados
em objectivos mais ambiciosos e nunca devem ser tomados como objectivos
dominantes a adquirir por simples automatizacao. Treinar alunos num recei-
tuario de calculo sem ensinar os raciocinios que os fundamentam nao ajuda a
preparé-los para acompanharem o progresso da ciéncia e da tecnologia, con-
tribuirem para o seu desenvolvimento ou aplicacao, e até para se ajustarem
a mudancas de actividades ao longo da vida. Além disso, a formagcao de tipo
exclusivamente utilitdrio é geralmente feita em condicoes em que os alunos
nao conseguem identificar as limitagoes dos métodos usados nem adapta-los
a situacoes que nao sejam de rotina escolar. Do ponto de vista de formagao
geral é mais importante ensinar ideias e conceitos que se revelaram férteis e
ilustrar a sua influéncia noutras actividades, em particular em &reas relaci-
onadas com as de especializacdo dos alunos, do que insistir num tratamento
exclusivamente virado para a ginastica de calculo. A fertilidade de conceitos
demonstrada historicamente é o tinico critério solido para escolha de topicos
a estudar.

Este livro teve uma gestagao prolongada e com longas interrupcoes. Os
primeiros 8 capitulos foram testados, como manuscritos, em aulas para alu-
nos do 2° ano dos cursos de engenharia, fisica e matematica do IST da Uni-
versidade Técnica de Lisboa (que entretanto se juntou com a Universidade
de Lisboa) durante um periodo de varios anos anterior a 1997. Retomei o
texto depois de uma auséncia de cinco anos em cargo nacional de adminis-
tracao de ciéncia e tecnologia, ampliando-o e modificando-o durante o ensino
de um honours course no semestre de Primavera de 2002/03, altura em que
os primeiros oito capitulos foram pela primeira vez disponibilizados a alunos
aproximadamente na forma que tém presentemente. Infelizmente, nao tive
entao oportunidade de completar a preparacao do texto para publicacao de-
vido a outra auséncia da Universidade por seis anos e meio para outro cargo
de administragao publica de ciéncia e tecnologia, agora para coordenar as
politicas nacionais de tecnologias digitais e a sua apropriacao social. S6 pude
retomar a preparacao do texto ha dois anos, o que, contudo, teve a vantagem
de poder incluir alguns resultados importantes obtidos na segunda metade
do séc. XX e de ganhar tempo para perspectivar melhor resultados obtidos
nas ultimas décadas desse periodo.



Introducao

Mencionou-se no prefiacio que a Andalise Complexa de Uma Variavel tem trés
caracteristicas particularmente interessantes: ideias simples unificadoras
de conceitos que em andlise real aparecem como distintos ou complicados,
fertilidade para o desenvolvimento de outras areas da matematica, e rele-
vancia para aplicagoes a outras ciéncias e a engenharia.

As caracteristicas unificadoras e explicativas de conceitos e situagoes en-
contrados em &lgebra e anélise real elementares que se tornam evidentes no
quadro complexo, sao visiveis em exemplos simples:

(i) Todo namero real ou complexo néo 0 tem n raizes complexas de ordem
n , igualmente espagadas numa circunferéncia do plano complexo com
centro 0, enquanto um niimero real pode ter 0, 1 ou 2 raizes reaisﬁ.

(ii) Equagoes polinomiais de grau n com coeficientes reais ou complexos
tém n solugoes complexas, contando multiplicidades, enquanto até po-
dem nao ter qualquer solucao real, mesmo com todos coeficientes reaid.

(iii) Fungoes trigonométricas complexas podem ser expressas em termos
da funcao exponencial e as func¢oes hiperbélicas sao iguais a funcoes
trigonométricas sob um simples rotacao da varidvel, unificando fungoes
que no quadro real aparecem desligadas.

(iv) Séries de Taylorﬁ de fun¢oes complexas diferencidveis num ponto con-
vergem absolutamente para o valor da func¢ao em pontos a distancia
menor do que um raio de convergéncia, que é a distincia do ponto
aos pontos mais proximos em que a funcao nao é diferenciavel ou nao
estd definida, e divergem em pontos a distdncia maior, enquanto a sé-
rie de Taylor de uma funcado real indefinidamente diferenciavel pode
nao convergir para a func¢ao sem haver pontos em que deixe de ser in-
definidamente diferenciz’weﬂ. As funcgoes analiticad’] complexas sao as
funcoes diferencidveis, enquanto uma funcao real pode ser indefinida-
mente diferenciavel sem ser analitica. Uma funcao complexa diferen-
ciavel é indefinidamente diferenciavel e analitica, enquanto uma funcao
real diferencidvel pode até nao ter segunda derivada.

3Resp., 2¢/a, com a <0 e ke N,2+Ya com a<0e ke N ou £2/a, com a >0 e k € N.
Abrevia-se “respectivamente” por “resp.” em todo o texto.

Ye.g. 22*4+1=0, com keN.

5Taylor, Brook (1685-1731).

Se.g‘ a funcédo real # é indefinidamente diferencidvel em R, mas tem série de Taylor
convergente se |z| <1 e divergente se |x|>1, enquanto a funcdo complexa definida pela mesma
férmula é indefinidamente diferenciavel para || <1, mas ndo estd definida nos pontos +v/—1, que
tém valor absoluto 1, o que explica que o raio de convergéncia seja 1.

“i.e. representaveis por séries de poténcias num conjunto aberto.
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(v) Fungoes complexas diferenciaveis num conjunto aberto sdo analiticas e
indefinidamente diferencidveis, enquanto fun¢oes reais indefinidamente
diferenciaveis num conjunto aberto que contém um ponto podem nao
ser analiticas em qualquer conjunto aberto que contenha esse ponta.

(vi) Séries de Fourie de fungoes periddicas complexas sdo séries de potén-
cias a menos de transformacao de variaveis por uma exponencial, que
para fungoes periddicas reais tem expoente imaginédrio puro, enquanto
no quadro real os dois tipos de séries aparecem desligados.

Um outro aspecto é a fertilidade da Anélise Complexa para o desenvolvi-
mento de outras areas da Matematica, como Teoria de Potencial e Equacoes
Diferenciais Parciais (pois as partes real e imaginaria de uma fun¢ao com-
plexa diferencidvel sao solucoes da equacao diferencial parcial de Laplace
que ¢ satisfeita pelo potencial associado a equilibrio de processos conservati-
vos em meios continuos), Andalise Funcional e Célculo de Variagoes (pois as
solucoes da equacao de Laplace satisfazem o Principio de Dirichlet de mini-
mizagao do quadrado da norma do gradiente, o que corresponde a minimizar
a energia dos campos vectoriais de que sdo potenciais), Anélise Harmonica
(pois fungoes complexas diferenciaveis sio Harmonicas e séries de Fourier e
transformacoes de Fourier e de Laplace sao definidas no quadro complexo),
Geometria Diferencial (em que as no¢oes de variedade diferencial e de Geo-
metria Riemanniana encontraram a motivacao nas Superficies de Riemann
inicialmente consideradas em Analise Complexa para resolver por fungoes
(i.e. relagoes univocas) a “inversdao” de fungoes nao injectiva@), Topologia
Algébrica (pois as nogoes de nimero de rotacdo de caminho fechado, Ho-
motopia, Homologia, Revestimento, Grupo Fundamental, caracteristica de
Euler, Genus e triangulacao de superficie surgiram naturalmente no estudo
de fungoes de uma variavel complexa), Geometria Algébrica (pois os con-
juntos de nivel de fungoes complexas sdo curvas algébricas, e curvas planas
afins e curvas algébricas pro jectiva, estao associadas a Superficies de Ri-
emann), Teoria Analitica de Numeros (em que a distribui¢do dos nameros
primos pode ser esclarecida através da Fungao Zeta de Rieman), Siste-
mas Dinamicos (dando o context em que esta area foi iniciada e contribuindo
para uma parte substancial da teoria bésica, incluindo a nocao de conjuga-
¢ao, linearizacao em pontos de equilibrio ou periddicos, a consideracao de

Se.g‘ a fungao real e—1/2* prolongada por continuidade a 0 é indefinidamente diferenciavel
e as derivadas de qualquer ordem assim como a funcdo sdo 0 em 0, que é o dnico ponto em
que a funcdo é 0, pelo que nao é analitica em conjuntos que contenham 0, enquanto a funcao
complexa definida pela mesma férmula ndo pode ser prolongada por continuidade a 0 (com y€R,
e V)P _e1/v? 400 quando y—0), e ndo é analitica em conjuntos abertos que contenham 0.
Fourier, Joseph (1768-1830).

1Oe.g. 22,

"Uma curva plana afim é o conjunto dos zeros de um polinémio complexo de duas varidveis.
Uma curva algébrica projectiva é um conjunto de pontos do plano projectivo complexo corres-
pondente aos zeros de um polinémio complexo homogéneo de trés varidveis. O plano projectivo
complexo é o conjunto das classes de equivaléncia de pontos de C? pela relacdo de equivaléncia
entre pontos definida por um ser miltiplo complexo do outro.

Bl =302, n 5
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pontos e Orbitas periddicas atractores, bacias de atraccao, pontos e érbitas
periddicas repulsores, o papel de pontos criticos, a consideracao de érbitas
homoclinicas, a nocdo de hiperbolicidade, o papel de pequenos denomina-
dores em pontos de equilibrio neutros que esta na base da Teoria KA,
a utilizagdo de Topologia Algébrica no estudo da dindmica de sistemas, a
noc¢ao de conjunto atractor e a questao da sua dimenséo.

As origens de Topologia Algébrica, Geometria Algébrica, Geometria Ri-
emanniana, Sistemas Dinamicos, Analise Harmoénica, Equagoes Diferenciais
Parciais Elipticas cruzam-se com Analise Complexa de tal modo que é muito
benéfico preceder o estudo dessas areas por um aprofundamento do estudo
de Anélise Complexa nessas direcgdes, pois € neste contexto que surgem num
quadro natural e relativamente simples, o que facilita muito a apreensao dos
conceitos basicos envolvidos e o estudo especializado desses assuntos.

A Anélise Complexa tem muitas aplicacoes. O seu desenvolvimento ini-
cial confundiu-se com o de certas areas de aplicagdo como cartografia, hi-
drodindmica, aerodinamica, elasticidade, electroestatica, electromagnetismo,
processos de difusdo em quimica e em biologia. A ligagdo da Anéalise Com-
plexa a &areas de outras ciéncias e de engenharia é tao intima que o pro-
prio desenvolvimento de varias dessas areas se confundiu com os métodos
de Anélise Complexa, por exemplo no célculo do movimento de fluidos, da
elasticidade em solidos, dos campos eléctricos e electromagnéticos resultan-
tes de distribuigoes de carga e corrente eléctricas, da forca de sustentacao de
asas de avioes, de sistemas de controlo, de andlise e processamento de sinais.
Houve até uma época em que o termo Matematica Aplicada era praticamente
sinénimo de métodos de andlise complexa e equacoes diferenciais.

Por isso, nao surpreende que varios dos mais destacados matematicos
de toda Historia se tenham interessado pela Analise Complexa. Encontra-
mos nao s6 contribuicdes dos 15 notaveis da histéria da matemaética que
contribuiram especialmente para a Analise Complexa de func¢oes de uma va-
ridvel cujas biografias sao resumidas no apéndice I11—Euler, Gauss, Cauchy,
Weierstrass, Riemann, Klein, Schwarz, Poincaré, Picard, Goursat, Carathéo-
dory, Montel, Lowner, Nevanlinna e Ahlforf como de outros mateméticos
distintos entre os quais uma lista impressionante de mais de um terco de
todos que receberam a Medalha Field4™9 em vérios anos desde 1936, quando

!3Designagio dada em 1968 por Felix Izrailev (1941-) e Boris Chirikov (1928-2008) com as
iniciais dos ultimos nomes de Andrei Kolmogorov (1903-1987), Vladimir Arnold (1937-2010) e
J. Moser (1928-1999), que a desenvolveram inicialmente. Foi criada com motiva¢do na questao
de Mecanica Celeste de estabilidade do Problema de 3 Corpos — Sol, Terra e Lua. Jiirgen Moser
recebeu o George David Birkhoff Prize de 1968 atribué pela AMS — American Matematical Society
e a SIAM — Society of Industrial and Applied Mathematics.

" Laplace, Pierre-Simon (1749-1827). Dirichlet, Johann Peter Gustav Lejeune (1805-1859).
Riemann, Bernhard (1826-1866). Euler, Leonhard (1707-1783).

'5Gauss, Carl Friedrich (1777-1855). Cauchy, Augustin-Louis (1789-1857). Weierstrass, Karl
(1815-1897). Klein, Felix (1849-1925). Schwarz, Hermann (1843-1921). Poincaré, Henri (1854-1912).
Picard, Charles Emile (1856-1941). Goursat, Edouard (1858-1936). Carathéodory, Constantin (1873-
1950). Montel, Paul Antoine (1876-1975). Léwner, Karl (1893-1968), mudou o nome para Charles
Loewner quando emigrou para EUA. Nevanlinna, Rolf (1895-1980). Ahlfors, Lars (1907-1966).

16 A Medalha Fields foi instituida em 1936 pela Unido Internacional de Matemé&tica, muito
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este prémio comecou a ser atribuido de quatro em quatro ano: L. Ahlfors
(1936), A.Selberg(1950), K.Kodaira(1954), J.P.Serre(1954), J.Milnor (em
1962), M. Atiyah (1966), A. Grothendieck (1966), H. Hironaka (1970), E.
Bombieri (1974), P.Deligne (1978), C.Fefferman (1978), A.Connes (1982),
W. Thurston (1982), S.-T. Yau (1982), S.Donaldson (1986), S.Mori (1990),
J.-C. Yoccoz (1994), R.Borcherds (1998), C.McMullen (1998), W. Werner
(2006), S.Smirnov (2010), A.Avila(2014), M. Mirzakhani (2014).

Também é interessante observar a rapidez do desenvolvimento da Anélise
Complexa de fungdes de uma variavel, principalmente nos cem anos de 1810
a 1910 e, com menos intensidade, nos trinta anos seguintes, embora com
contribui¢oes importantes durante todo o periodo até hoje.

Comeca-se por rever a defini¢ao de nimeros complexos, a sua represen-
tacao geométrica como pontos de um plano e as estruturas algébrica,
métrica e topoldgica do plano complexo, dando énfase a extensao algé-
brica dos nimeros reais pelos numeros complexos e & identificacao métrica e
topolégica do plano complexo com o plano real.

No capitulo 2 define-se exponencial complexa e as correspondentes
funcoes logaritmo, e sdo esclarecidas as suas relagdoes com funcoes trigo-
nométricas, hiperbdlicas e poténcias, mostrando que no quadro complexo
todas estas funcdes traduzem aspectos da fungao exponencial. Sao intro-
duzidos diversos modos de representacao geométrica de func¢oes complexas:
deformagao geométrica do plano pela representagao de familias de curvas e
das suas imagens, graficos das partes real e imaginaria, graficos do médulo
e de um argumento, linhas de nivel das partes real e imaginaria.

Seguem-se trés capitulos dedicados, por ordem, as nocoes de derivada,
integral, fungao analitica.

As equagoes de Cauchy-Riemann, relacionando derivadas parciais das
partes real e imagindria da funcao em relacao as partes real e imagindria
da variavel, sao condigOes necessarias para uma funcao complexa ser dife-
rencidvel (i.e. Holomorfa), e sio exploradas algumas consequéncias des-
tas equacoes, como a de funcoes com derivadas diferentes de zero definirem
Transformagoes Conformes, analisando-se em detalhe a importante classe
das Transformacoes de Mﬁbiu@ e como deformam o plano complexo.

devido ao esforco de John Charles Fields (1863-1932). E atribuida a matematicos com menos de 40
anos no Congresso Internacional de Matemaética que retine de 4 em 4 anos, embora interrompido
entre 1936 e 1950 devido a II Guerra Mundial. E vista como um tipo de Prémio Nobel de
Matematica, rivalizando apenas com o Prémio Abel que, embora considerado em 1902, sé foi
criado pelo Governo da Noruega em 2001 com o objectivo explicito de “dar aos matematicos o seu
proéprio equivalente a um Prémio Nobel”.

"Selberg, Atle (1917-2007). Kodaira, Kunhiiko (1915-1997). Serre, Jean Pierre (1926-). Milnor,
John (1931-). Atiyah, Michael (1929-2019). Grothendieck, Alexander (1928-2014). Hironaka,
Heisuke (1931-). Bombieri, Enrico (1940-). Deligne, Pierre (1944-). Fefferman, Charles (1949-).
Connes, Alain (1947-). Thurston, William (1946-2012). Donaldson, Simon (1957-). Yoccoz, Jean-
Christophe (1957-2016). Yau, Shing-Tung (1949-). Mori, Shigefumi (1951-). Borcherds, Richard
(1959-). McMullen, Curtis (1958-). Werner, Wendelin (1968-). Smirnov, Stanislav (1970-). Avila,
Artur (1979-). Mirzakhani, Maryam (1977-2017).

8. fungoes do tipo 'Zj:{g, com a, b, ¢ complexos e ad—bc#0.
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No capitulo dedicado a integral discute-se a existéncia de primitiva e
estabelecem-se para funcoes Holomorfas em conjuntos convexos o Teorema
de Cauchy (integrais de fun¢oes Holomorfas em caminhos fechados sdo nu-
los) e a Férmula de Cauchy (que d4 o valor de uma funcao Holomorfa em
termos de integrais em caminhos fechados) locais, com base no resultado de
E. Goursat que em 1900 dispensou a hipdtese de continuidade da derivada
(a Formula de Cauchy envolve a considera¢ao do namero e sentido de voltas
de um caminho fechado em torno de um ponto, o que é expresso pela no-
cao de Indice ou Ntimero de Rotagao do caminho em relagao ao ponto,
que ¢é invariante sob deformacoes continuas do caminho fechado na regiao
complementar ao ponto considerado, expressas rigorosamente pela nocao de
Homotopia); com a Formula de Cauchy obtém-se a Propriedade de Va-
lor Médio de funcées Holomorfas em circulos fechados que da o valor da
func¢ao no centro pela sua média na circunferéncia que limita o circulo.

Seguindo K. Weierstrass e E. Cartan opta-se por identificar fun¢ao ana-
litica com funcao igual & soma de uma série de poténcias; esclarecem-se os
conceitos de convergéncia simples, absoluta e uniforme de séries, e de conver-
géncia de séries de poténcias. Como aplicacoes estabelece-se que as fungoes
analiticas sdo indefinidamente diferenciaveis e as derivadas de qualquer or-
dem também sao analiticas, esclarece-se que os zeros de funcoes analiticas
em regioes (i.e. conjuntos abertos conexos) em que nao se anulam sao pontos
isolados e tém ordem finita, prova-se o Teorema de Unicidade de Fungoes
Analiticas (funcoes analiticas numa regiao que coincidem num conjunto
que tem um ponto limite sdo iguais), estabelece-se a Formula de Parseval
para séries de poténcias, que é usada para obter as Estimativas de Cauchy
(majoracoes das derivadas de qualquer ordem num ponto em termos de ma-
jorantes da funcdo num circulo centrado no ponto e no raio do circulo), o
Teorema de Liouville (as unicas fungoes inteiras, i.e. analiticas em todo C,
limitadas sdo as constantes), o Principio de Mdédulo Maximo (fun¢oes
analiticas com valores absolutos que assumem um valor maximo numa regiao
sao constantes) e o correspondente resultado para minimod™].

O capitulo seguinte é de unificagcao de derivada, integral, funcao
analitica (definidas separadamente em cada um dos trés capitulos prece-
dentes), estabelecendo a equivaléncia de holomorfia, validade do Teorema de
Cauchy em conjuntos convexos, e analiticidade. Prova-se o Teorema Fun-
damental da Algebr@ por aplicacao simples do Teorema de Liouville
e esclarece-se a estrutura local de funcoes Holomorfas, considerando
também os teoremas de Funcao Inversa e de Aplicacdo Aberta. Prova-se o
Teorema de Weierstrass de analiticidade dos limites de sucessoes
e séries de funcgoes analiticas uniformemente convergentes em con-
juntos compactos. Fica claro assim que a extensao de fun¢oes polinomiais
a funcoes analiticas pela consideracao de séries nao conduz a nova extensao se

19Mébius, August Ferdinand (1790-1868). Cartan, Elie (1869-1951). Liouville, Joseph (1809-1882).
20F a primeira de 7 provas alternativas dadas neste livro.
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aplicado a fung¢bes analiticas com a convergéncia uniforme em conjuntos com-
pactos. O capitulo termina com teoremas de Hurwit sobre passagem
de vérias propriedades dos termos de sucessoes de funcoes uniformemente
convergentes em conjuntos compactos para os resp. limites (inexisténcia de
zeros, injectividade e inclusdo de contradominios num mesmo conjunto).

No capitulo 7 globalizam-se o Teorema e a Férmula de Cauchy,
em termos de Homologia de caminhos definida com a nocao de Numero de
Rotacdo (ou Indice) de um caminho fechado em relacio a um ponto. Em
consequéncia, o Teorema de Cauchy é imediatamente valido para fungoes
Holomorfas em regides simplesmente conexas. Também se consideram ex-
tensoes do Principio de Modulo Méximo a regioes ilimitadas, incluindo o
Principio de Phragmén-Lindel6f obtido em 1908 que da condig¢oes para
func¢oes Holomorfas em regices ilimitadas com crescimento moderado no in-
finito serem constantes. Este Principio é aplicado a provar o Principio de
Incerteza de Hardy, sobre a impossibilidade de uma funccao ser simulta-
neamente “localizada no espago e na frequéncia”. O capitulo termina com as
no¢oes de ordem e tipo de fungoes inteiras e uma prova da Conjectura de
Denjoy do niamero de valores assimptoéticos de fungoes inteiras ao longo de
curvas que tendem para infinito nao exceder o dobro da ordem da funcao.
Esta conjectura de 1907 por A. Denjoy esteve em aberto 21 anos apesar de
tentativas de varios matemaéticos experientes; foi provada — Teorema de
Denjoy-Carleman-Ahlfors — por L. Ahlfor em 1929.

No capitulo 8 consideram-se singularidades isoladas de fungoes, clas-
sificadas como removiveis, pélos ou singularidades essenciais, e a série de
Laurent (série de poténcias com possiveis expoentes inteiros negativos) de
funcao numa singularidade isolada. Introduz-se a nogao de funcao Mero-
morfa (sem singularidades ou com singularidades que sao polos isolados) e
estabelece-se, como corolario simples do Teorema de Cauchy Global do capi-
tulo precedente, o Teorema dos Residuos (que permite calcular integrais
de func¢oes Meromorfas em caminhos fechados por somas de residuos, dados
pelo 1° coeficiente de ordem negativa da série de Laurent em polos na regiao
limitada pelo caminho). Seguem-se aplica¢oes do Teorema dos Residuos ao
calculo de integrais de fungoes complexas e reais, incluindo integrais improé-
prios, e provas dos Principio do Argumento e Teorema de Rouch
sobre contagem e localizagao de zeros e polos.

Termina aqui a parte que tem o objectivo especifico de apoiar uma pri-
meira disciplina de meio semestre em funcoes complexas de uma variavel.

Alguns topicos classicos importantes de Analise Complexa em Uma Va-
ridvel aparecem como exercicios, especialmente nos capitulos 6 e 8: Princi-

'Hurwitz, Adolf (1859-1919).

22Quando, com 21 anos, estava a iniciar a preparagao para doutoramento, o que surpreendeu o
mundo matematico e lhe abriu um percurso que o levou & Medalha Fields 7 anos depois. Phragmén,
Lars Edward (1863-1937). Lindelof, Ernst (1870-1946). Hardy, Godfrey Harold (1877-1947).
Denjoy, Arnaud (1884-1974). Carleman, Torsten (1892-1949).

ZRouché, Eugene (1832-1910).
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pio de Simetria para fun¢des Holomorfas; ordem, tipo e género de fungao
Inteira; Teorema dos 3 Circulos de Hadamard; Fun¢ao Gama (extensao
de factorial de numeros naturais); Teorema de Mittag-Leffler (de existén-
cia de func¢oes Meoromorfas com poélos e partes singulares pré-estabelecidas);
produtos infinitos (incluindo o Teorema de Factorizagao de Weierstrass
que estende para funcoes inteiras a factorizacdo de polinomios em factores
elementares, cada um dependente de um dos zeros da fun¢io); Fungao Zeta
de Riemann (a série dos reciprocos dos niimeros naturais elevados a cada
ponto & variavel independente, associada & distribuicao dos nimeros primos e
a Hipotese de Riemann); expansoes assimptdticas em séries de poténcias
(dando aproximagoes de fungdes num ponto por séries que podem divergir);
Férmula de Jensen (para o valor de uma fung¢do no centro de um circulo
fechado em que é Holomorfa); fungoes Elipticas, i.e. fun¢oes Meromorfas
biperiddicas, incluindo a funcao-gp de Weierstrass; dominio maximo de
existéncia de funcao Holomorfa e dominio de Holomorfia de funcao
(incluindo a prova de toda regiao em C ser dominio de Holomorfia de alguma
funcao); Teorema de Runge (de aproximacao de fungdes Holomorfas por
fun¢oes racionais com polos pre-fixados fora do conjunto de Holomorﬁa).

A parte final do livro consiste em cinco capitulos adicionais em temas
fundamentais, com incidéncia em aspectos geométricos e topologicos
julgados especialmente tuteis para continuacao do estudo de Anélise Com-
plexa de funcoes de uma variavel. Podem ser usados como base para a
segunda parte de uma disciplina de um semestre ou para partes de discipli-
nas subsequentes. Em particular, o altimo capitulo pode ser a base de uma
disciplina sobre dinamica definida por iteracao de funcoes Holomorfas, com
recurso a topicos de capitulos anteriores que os alunos ainda nao dominem,
visto que usa praticamente toda a matéria anterior. Contudo, a principal ra-
zao para incluir estes cinco capitulos é despertar a curiosidade de estudantes
pelos temas abrangidos e apoiar o estudo individual desses assuntos.

O capitulo 9 é sobre funcoes Harmonicas, que sao as solugoes da equa-
¢ao diferencial parcial de Laplace. Tém um campo de aplicacao vasto porque
correspondem a potenciais de campos vectoriais conservativos com divergén-
cia nula e descrevem solucoes de equilibrio em meios continuos, por exemplo
para campo gravitacional num conjunto sem massas, campo eléctrico num
conjunto sem cargas eléctricas, campo de velocidades de um fluido incom-
pressivel estacionario e irrotacional, densidade em processos de difusdao (em
fisica, quimica, biologia). Considera-se o Problema de Dirichlet de deter-
minacao de uma fun¢ao Harmoénica num conjunto limitado que na fronteira
tem valores dados por uma funcao continua, primeiro em circulos e depois
em conjuntos mais gerais com o Método de Perro de 1923, que é si-
multaneamente simples e geral, e permite separar a questao de existéncia

*"Hadamard, Jacques (1865-1963). Mittag-Leffler, Magnus Gosta (1846-1927). Jensen, Johan
Ludwig (1859-1925). Runge, Carl David (1856-1927).
25 perron, Oskar (1880-1975).
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de solugoes no interior do conjunto da sua continuidade na fronteira com
a utilizacao de fungoes Subharmonicas para obter sucessoes de fungoes que
convergem para a solucao. Este capitulo abre a porta para o estudo de Teoria
do Potencial, Equagtes Diferenciais Parciais e Célculo de Variagoes.

O objectivo principal do capitulo 10 ¢é identificar condigdes em que exis-
tem Transformagoes Conformes entre duas regides do plano complexo, o que,
em particular, permite obter funcoes Harmoénicas numa das regioes a partir
de funcoes Harmonicas na outra regiao e alarga os métodos para obter solu-
¢oes da equacao de Laplace. O Teorema do Mapeamento de Riemann
estabelece o forte (e possivelmente surpreendente) resultado de existéncia de
Transformagoes Conformes de qualquer regiao simplesmente conexa propri-
amente contida em C sobre o interior de um circulo. Foi afirmado por B.
Riemann in 1951, mas permaneceu sem prova durante 49 anos. A primeira
prova foi em 1900 por W.Osgood, embora H.Schwarz o tivesse provado para
regioes poligonais in 1870 e para regioes com fronteira concatenagao de um
numero finito de curvas analiticas em 1890. Em 1912 C. Carathéodory ob-
teve uma prova com o Lema de Schwarz (que estabelece que uma func¢ao
Holomorfa que mantém a origem fixa e transforma o circulo aberto com raio
1 e centro na origem nele préprio é uma rotacdo em torno da origem ou
aproxima da origem todos os outros pontos (nao necessariamente sobre o
mesmo raio) e sucessoes de Transformagoes Conformes entre Superficies de
Riemann obtidas resolvendo equacgoes algébricas de graus 1 e 2 e o Teorema
de Montel sobre compacidade sequencial de conjuntos de funcdes Holomor-
fas. Ainda em 1912 P. Koebe simplificou essa prova evitando Superficies de
Riemann e em 1915 obteve uma prova construtiva. Em 1922 L. Fejér and F.
Riesz descobriram que podia ser obtida uma prova resolvendo um problema
variacional de maximizacdao do médulo da derivada da transformacao num
ponto da regidao, o que permitiu obter uma prova muito mais simple@. A
prova apresentada neste capitulo, dada por C.Carathéodory in 1929, evita o
uso de derivadas, resultando numa prova ainda mais simples. Considera-se
também a extensao por continuidade de Transformagoes Conformes & fron-
teira da regidao e a identificagdo de propriedades da fronteira que permitem
uma tal extensao, incluindo as noc¢oes de Fim Primo de regiao simplesmente
conexa em C introduzida por C. Carathéodory em 1913 e de Comprimento
Extremo de um conjunto de curvas rectificiveis num subconjunto aberto
de C introduzida por L. Ahlfors e A. Beurling em 1946. A penultima secgao
do capitulo é dedicada a uma unificagao de caracterizacoes de regioes
simplesmente conexas do plano complexo por propriedades de natureza
muito diferente (topolégicas da regido, topologicas do complementar da re-
gido, analiticas, algébricas). O capitulo termina com resultados muitissimo
interessantes sobre funcoes Holomorfas injectivas — fungoes univalentes —

20 Esta, prova, publicada em 1922 por Tibor Radé (1895-1965) em nome de Leopold Fejér (1880-

1959) e Friegyes Riesz (1880-1956), é a mais difundida, talvez porque é a de livros de Anélise
Complexa muito divulgados como os de L. Ahlfors, W. Rudin and B. Chabat mencionados abaixo.
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sobre restri¢oes aos coeficientes de séries de Taylor que sao exploradas para
obter que fungdes univalentes nao podem contrair regioes do plano mais do
que uma certa grandeza, pelo que os contradominios de tais funcoes defini-
das num conjunto aberto de C contém circulos abertos com raios pelo menos
iguais ao produto de 1/4 do valor absoluto da derivada da fun¢do num ponto
pela distancia do ponto & fronteira do conjunto, e relagdes de limitacao da
distor¢ao resultante de aplicacao de tais fungdes. Em 1916 L. Bieberbach
provou que o valor absoluto do coeficiente do termo de ordem 2 da série
de Taylor em 0 de uma fungdo f univalente no circulo aberto com raio 1
e centro na origem Bj normalizada com f(0) =0 e f/(0) =1 é majorado
por 2, com que procou o Teorema de Um Quarto de Koebe, que tinha
sido conjecturado por P. Koebe em 1907, segundo o qual os contradominios
destas fungbes contém o disco aberto com centro 0 e raio 1/4, que é 6ptimo
no sentido de tal disco aberto ser o maior com centro na origem contido nos
contradominios de todas fun¢bes com as propriedades de f. Na altura, L.
Bieberbach formulou a famosa Conjectura de Bieberbach do valor absoluto
do coeficiente do termo de ordem n da série de Taylor em 0 ser majorado
por n e esta majoracao ser dptima. Esta conjectura ficou em aberto 69 anos
e a sua prova foi grande noticia matematica em 1985 quando foi provada por
L. de Branges; ¢ um exemplo de varios resultados importantes obtidos em
décadas recentes. Em 1991 L. Weinstein publicou uma prova mais directa,
que é a prova da Conjectura de Bieberbach que se apresent.

No capitulo 11 estudam-se aspectos globais de fun¢oes analiticas, como
prolongamento analitico, fungoes analiticas globais, Superficies de
Riemann, caracterizagao algébrica de regioes Conformes. A consi-
deracao de Superficies de Riemann, concebidas por B. Riemann em 1854,
teve importancia determinante para o desenvolvimento da Geometria Dife-
rencial e, em particular, da Geometria Riemanniana, mas s6 em 1913 foram
rigorosamente descritas por H. Weyl como variedades complexas, com uma
definicao semelhante & de variedade diferencial de dimensao 2 mas com vi-
zinhangas de coordenadas complexas relacionadas por Transformacoes Con-
formes entre subconjuntos abertos do plano complexo em vez de homeomor-
fismos entre subconjuntos abertos do plano real. Relacionam-se conjuntos
de zeros de polinomios em duas variaveis complexas (mais precisamente, de
curvas planas afins irredutiveis nao singulares e de curvas algébricas no plano
projectivo) com Superficies de Riemann. Inclui-se a caracterizacao algébrica
de regides Conformes do plano complexo por isomorfismos das algebras de
funcoes Holomorfas pelo Teorema de Bers de 1948 e de regices Conformes
de Superficies de Riemann pelo Teorema de Iss’sa de 1965. Também se
inclui o estudo da Métrica de Poincaré ou Métrica Hiperbdlica numa
regiao simplesmente conexa e da Métrica Ultrahiperbdlica numa regiao,
introduzida em 1938 por L. Ahlfors. O capitulo termina com uma secgao

2"0Osgood, William (1864-1943). Koebe, Paul (1882-1945). Beurling, Arne (1905-1986). Bie-
berbach, Ludwig (1886-1982). de Branges, Louis (1932-). Weinstein, Lenard.
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sobre tamanho do contradominio de fun¢oes Holomorfas numa regiao do
plano complexo, em particular sobre conterem circulos com raios estimados
em termos da derivada da funcao num ponto e na distancia desse ponto a
fronteira, principalmente com resultados obtidos entre 1924 e 1938, mas sim-
plificados e refinados até ao final do séc. XX. Estes resultados sao aplicados
para estabelecer o Pequeno Teorema de Picard (fungoes inteiras nao
constantes assumem todos valores complexos excepto possivelmente um) e o
Grande Teorema de Picard (fun¢oes Holomorfas assumem em vizinhan-
cas de singularidades essenciais isoladas todos nimeros complexos excepto
possivelmente um, infinitas vezes). Estes dois teoremas foram provados pela
primeira vez por E.Picard em 1879, mas foram obtidas varias provas mais
simples ao longo de praticamente todo séc. XX@.

O capitulo 12 é principalmente dedicado ao Teorema de Uniformiza-
cao de Superficies de Riemann simplesmente conexas, que L. Ahlfors consi-
derou “talvez o teorema mais importante em toda a teoria de funcoes ana-
liticas de uma variavel” e D. Hilbert incluiu como penultimo dos Problemas
de Hilber@. Estende para Superficies de Riemann simplesmente conexas
o Teorema do Mapeamento de Riemann para regioes simplesmente cone-
xas propriamente contidas no plano complexo: a menos de Transformagoes
Conformes, além de plano complexo ou circulo aberto s6 ha a possibilidade
adicional de superficie esférica. Para a prova deste teorema, sao introduzidas
as importantes nogoes em Topologia de Grupo Fundamental e de Reves-
timento, esta ultima noc¢ao criadas em 1882 por H. Schwarz precisamente
para provar o Teorema de Uniformizacao. Prova-se que curvas planas afins
relacionam-se naturalmente com Superficies de Riemann compac-
tas, e considera-se o Método de Perron em Superficies de Riemann inspirado
no método com o mesmo nome para funcoes Harmonicas. Estabelece-se
que toda Superficie de Riemann admite uma Métrica de Riemann
Conforme com curvatura de Gauss constante e que o correspondente
espaco métrico é completo e localmente compacto; prova-se que uma funcoes
Holomorfas entre Superficies de Riemann com tal métrica com curvatura
negativa sao contraccoes (Teorema de Pick). Incluem-se no final do capi-
tulo o Teorema de Riemann-Roch e o Teorema de Abel-Jacobi para

28Weyl, Hermann (1885-1955). Bers, Lipman (1914-1993). O Teorema de Iss’sa foi publicado
sob o pseudénimo Hej Iss’sa pelo matemético Heisuke Hironaka (1931-). A palavra japonesa
pronunciada como “Issa” significa “um cha” ou “uma chdvena de chd” ou “um gole de chd”, que
jé tinha sido usada no pseudénimo Kobayashi Issa adoptado pelo poeta japonés de nome de
nascimento Kobayashi Nobuyki (1763-1828), um expoente da forma de poesia curta japonesa
Haiku cuja esséncia é a captura de uma imagem ou sensacao com linguagem sensorial, como no
seu poema traduzido em inglés por Summer night — even the stars are whispering to each other.

2Um conjunto de 23 problemas propostos por David Hilbert (1862-1943) no Congresso In-
ternacional e Matematicos de 1900, em Paris, que este esperava poderem ter um contribuicdo
significativa para o avango da Matemaética no séc. XX, a maioria dos quais influenciaram impor-
tantes desenvolvimentos; Paul Cohen (1934-2007) recebeu a Fields Medal em 1966 por trabalho no
1° Problema de Hilbert, sobre a Hipétese do Continuum, designadamente, que nao ha conjuntos
com cardinalidade entre a de N e a de R, provando em 1963 que nao pode ser provada verda-
deira no quadro da légica usual da teoria dos conjuntos baseada na axiomética Zermelo-Fraenkel,
mesmo com o Axioma de Escolha (Kurt Gédel (1906-1978) tinha provado em 1940 que néo pode
ser provada falsa). Zermelo, Ernst (1871-1953). Fraenkel, Abraham (1891-1965).



Introdugao xix

Superficies de Riemann compactas; o primeiro relaciona a topologia de uma
Superficie de Riemann, através da Caracteristica de Euler ou do Genus,
com as dimensoes dos espacos lineares de possiveis funcoes Meromorfas de-
finidas na Superficie com poélos e zeros com ordens majoradas por nimeros
especificados; o ultimo d4a uma condicao mecessaria e suficiente in termos da
localizacao e das ordens de zeros e poélos para existéncia de fungoes Mero-
morfas. Em 1969 D. Mumford e em 1976 P. Griffiths estenderam as ideias
de N.H. Abel associadas ao Teorema de Abel-Jacobi para obter resultados
importantes em Geometria Algébrica. O Teorema de Abel obtido por
N.H. Abel em 1826 dando formulas de adicao para integrais abelianos, que
em geral ndo podem ser avaliados em termos de “func¢oes elementares”, es-
tendendo as bem conhecidas formulas de adigao de funcoes trigonométricas
quando expressas em forma integral também é incluidda?.

Conclui-se com um capitulo (cerca de 1/4 do livro) sobre Dinamica
Complexa de iteracao de funcoes Holomorfas, em particular de funcoes ra-
cionais, com propriedades da dindmica na vizinhanca de pontos de equilibrio
ou orbitas periodicas e dos conjuntos de Julia, Fatou e Mandelbro.
Escolheu-se este tema para finalizar o livro por varias razoes: utiliza grande
parte dos aspectos geométricos apresentados nos ultimos capitulos anteri-
ores, ¢ uma excelente base para o estudo de sistemas dindmicos de outros
tipos, evidencia o poder da Andlise Complexa num contexto interessante e
com aspectos dificeis e surpreendentes, teve contribuicoes importantes em
décadas recentes e continua a ser um tema em que se levantam questoes que
desafiam alguns dos melhores matematicos da actualidade®d.

As primeiras contribui¢oes para Dinamica Complexa foram em 1870-
1920, mas houve um renascimento a partir 1965, especialmente vigoroso
depois de 1982 e que ainda prossegue, muito em consequéncia da curiosidade
despertada pelo calculo em computador a partir de 1978 de figuras impres-
sionantes dos conjuntos de Mandelbrot e de Julia com geometria intrincada
revelando autosemelhanca local a varias escalas e fractalidade. Outra con-
tribui¢ao para este renascimento foi a descoberta por M. Feigenbaum e por
P. Coullet e C. Tresser (em 1978 e também com simulagbes com computa-
dor) de propriedades quantitativas universais de bifurcagoes de duplicacao
de periodo com a variacdo de um parametro que move o maximo da func¢ao
unimodal num intervalo de niimeros reais, e as associadas 6rbitas cadticas
destes sistemas dindmicos deterministicos muito simples, seguidas de contri-
buicoes importantes de muitos investigadores, pois a dinamica de iteragao
de fungoes Holomorfas é a extensao mais simples a func¢oes em subconjuntos
de um plano da dindmica de iteracoes de funcoes num intervalo rea

30Pick, Georg (1859-1942). Roch, Gustav (1839-1866). Abel, Niels Henrik (1802-1829). Jacobi, Carl
Gustav (1804-1851). Griffiths, Philip (1928-). David Mumford (1937-) recebeu a Fields Medal em
1974 por contribuigoes para as teorias de variedades de moédulos e de superficies algébricas.

31 Julia, Gaston (1893-1978).Fatou, Pierre (1878-1929). Mandelbrot, Benoit (1924-2010).

32V 4rios laureados com a Fields Medal: J. Milnor (1962), A. Connes (1982), W. Thurston (1982),
J.-C. Yoccoz (1994), C. McMullen (1998), S. Smirnov (2010), A. Avila (2014), M. Mirzakhani (2014).

33A 12 referéncia a grande sensibilidade a condigbes iniciais em sistemas deterministicos foi
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Além da dindmica local em vizinhancas de pontos fixos, esclarecida prin-
cipalmente entre 1871 e 1904, e dos resultados bésicos sobre os conjuntos
de Julia e de Fatou obtidos por P. Fatou e G. Julia em 1918-20, o capitulo
final inclui, entre outros toépicos: aplicacoes da Teoria KAM a provar o
Teorema de Siegel de existéncia de linearizacao local num ponto fixo de
funcdo Holomorfa com nimero de rotacao irracional diofantino obtida por
C.L. Siegel e J. Moser em 1956, e o Teorema de Arnold de existéncia de
conjugacao a uma rotacao de um homeomorfismo numa circunferéncia com
numero de rotacao diofantino e prolongavel a fungdo Holomorfa numa co-
roa circular obtida em 1961 por V.I. Arnold; o Teorema de Classificagao
de Sullivan para componentes conexas periddicas do conjunto de Fatou de
fungoes racionais formulado em 1983 por D. Sullivan (no essencial provado
por P.Fatou em 1920 embora na altura nao estivesse provada a existéncia de
dominios de rota(;zi); o estudo do conjunto de Mandelbrot por A.Douady
e J. Hubbard de 1983 a 1985, incluindo a andlise de raios exteriores base-
ada no Teorema do Mapeamento de Riemann aplicado & bacia de atraccao
do ponto fixo superatractor oo de f.(z) = 22 +c para estudar a fronteira
do conjunto de Julia; a prova de abundancia de Discos de Siegel de
fo(2)=2(2+€"™) | no sentido de existirem para w € [0, 27| exceptuando um
conjunto de medida de Lebesgue nula, dada por J.-C.Yoccoz e 1987.

A contribuicao mais importante em décadas recentes para dindmica da
iteracao de fungoes racionais complexas foi a introdugao por D. Sullivan em
1982 de métodos baseados em perturbacoes por Transformagoes Quasecon-
formes e a analogia com grupos de Klein, que sdo subgrupos do grupo das
matrizes complexas 2x2 com determinante 1 médulo o seu centro e é repre-
sentado pelas Transformagoes Conformes da Superficie Esférica de Riemann
Cx (a compactificagao do plano complexo acrescentando infinito como um
ponto, que pode ser modelada pela projeccao estereogréfica do plano com-
plexo sobre uma superficie esférica tangente no po6lo Sul ao plano na origem
como obtida por semirectas emanando do polo Norte da superficie esférica).
As Transformagcoes Quaseconformes sao Homeomorfismos que preservam a
orientacao nao necessariamente diferenciaveis como func¢oes complexas, mas
diferenciaveis quase em toda a parte como funcoes de duas varidveis reais
ecom derivadas em cada ponto em que existem a transformarem circunferén-
cias em elipses de excentricidade limitada que pode variar com o ponto, assim
como a orientacao dos eixos das elipses. Contrastam com Transformacoes

de H. Poincaré em 1890, a propdsito do Problema de 3 Corpos — Lua, Terra e Sol — sob acgao
da gravidade. Em 1898 J. Hadamard apresentou resultados sobre o movimento caético de uma
massa pontual a deslizar sem friccdo numa superficie com curvatura negativa constante. Quase
todos os laureados com a Medalha Fields que contribuiram para o estudo de dindmica complexa
mencionados na nota de pé de pagina precedente também contribuiram para o estudo de dinamica
num intervalo real. Feigenbaum, Mitchell (1944-). Coullet, Pierre (1949-). Tresser, Charles (77-).

34 A de discos de Siegel s6 foi provada em 1942 por Carl Ludwig Siegel (1896-1981) e a de anéis
de Herman em 1979 por Michael Herman (1942-2000).

35 Denis Sullivan (1941-) recebeu o Oswald Veblen Prize in Geometryda AMS — American Mathe-
matical Societyem 1971, o Steele Prize for Lifetime Achievementda AMS em 2006, e o Abel Prizede
2022. Douady, Adrien (1935-2006). Hubbard, John (1945-). Lebesgue, Henri (1875-1941).



Introdugao xxi

Conformes, que sao diferencidveis como func¢oes complexas em todos pontos
e tém derivadas que transformam circunferéncias em circunferéncias. A fle-
xibilidade conseguida perturbando funcoes Holomorfas por Transformagoes
Quaseconformes tem sido particularmente fértil para analisar a dindmica da
iteracao de funcdes complexas que sao inacessiveis no ambito estrito de fun-
¢oes Holomorfas. Este valioso filao nao é explorado neste livro porque a
inclusdo de descri¢goes dos aspectos de Analise Real necesséarios de modo a
poderem ser apreendidos no nivel universitario precoce a que este livro se
destina o ampliaria para além do que pareceu razoavel. Estes aspectos sao
objecto de um outro livro do autor@ que é continuacao natural deste.
Incluem-se 4 apéndices. O primeiro é sobre aspectos de Topologia usados
em varios capitulos, comegando com Topologia Geral, mas com uma prova
do Teorema da Curva de Jordan com Homologia (em exercicios indica-se
como obter outras duas provas, uma, embora longa, conceptualmente ele-
mentar por se basar em compacidade e aspectos elementares de Grafos) que
s6 & usado nos capitulos 10 (para Fins Primos) e 13 (pontualmente) e com
a prova que toda superficie compacta conexa e, portanto, toda Superficie de
Riemann, é Triangularizavel e a sua aplicagdo & classificacdo de superficies
compactas conexas. O apéndice IT é sobre nocoes basicas de integral e me-
dida de Lebesgue, usadas pontualmente e s6 nos capitulos 10 e 13 e em dois
exercicio nos capitulos 6 e 7 sobre Transformacoes de Fourier e de Laplace.
O apéndice III, sobre invariancia de integrais de linha de campos vectoriais
fechados em caminhos Homotopicos, é incluido para possivel beneficio de lei-
tores que possam nao ter estudado no ambito de Anélise Real, uma prova com
Molificacao, que é um método de regularizacao de fun¢ées muito util; esta
propriedade é usada no capitulo 7 para estabelecer invariancia de integrais de
funcoes Holomorfas em caminhos seccionalmente regulares Homotopicos. O
ultimo apéndice contém notas biogréaficas de 15 dos mais decisivos criadores
da Analise Complexa de Uma Variavel. As introdugoes dos capitulos tém re-
feréncias historicas mais detalhadas, usadas para apresentacao dos assuntos
e informacao sobre como foram desenvolvidos, permitindo uma visao geral
do desenvolvimento histérico dos conceitos com a preocupacao sistematica

de os situar historicamente & medida que sdo apresentados.

Embora o objectivo principal dos primeiros oito capitulos seja apoiarem
um curso de meio semestre de inicia¢ao a Analise Complexa, estao concebidos
para serem uma base coerente e solida para estudos subsequentes sem que se
justifique refazer com mais profundidade partes dos assuntos incluidos, nao
s6 de Analise Complexa mais avancada, como de Geometria Riemanniana,
Geometria Algébrica, Topologia Algébrica e Andlise Harmonica.

A maior parte dos assuntos sao classicos, mas mais de metade do livro
é sobre resultados obtidos no séc. XX, incluindo véarios nas 4 décadas mais
recentes, como: propriedades do conjunto de Mandelbrot dos valores ¢ do
plano complexo para os quais a orbita de 0 por iteracao da funcao quadratica

36Magalhées7 L.T., Quasiconformal Mappings in the Plane and Complex Dynamics, to publish.
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fe(2) =2%+cnido tende para oo, que foi desenhado pela primeira vez em 1979
no contexto de grupos de Klein por R. Brooks e J.P. Matelski; a prova de
existéncia de anéis de Herman em 1979 por M. Herman; o Teorema de Clas-
sificacao de Sullivan da dinamica de componentes de Fatou formulado por D.
Sullivan em 1983; a introducao do conceito de fungoes racionais Subhiperbo-
licas em 1984-85 por A.Douady e J. Hubbard, inspirados nas contribui¢oes de
W. Thurston sobre Orbifolds em 1982, permitindo Pontos Criticos com 6rbi-
tas eventualmente periédicas no conjunto de Julia e a sua caracterizacao por
orbitas Poscriticas; o estudo de A.Douady e J.Hubbard em 1985 do conjunto
de Mandelbrot com a utilizacado do Teorema do Mapeamento de Riemann e
o associado prolongamento continuo a fronteira; a prova por J.-C.Yoccoz em
1987 de abundéncia de discos de Siegel para fungoes racionais de grau > 2
fo(2) = 2(2+€™) no sentido de existirem para todos w € [0, 27| excepto
um conjunto de medida de Lebesgue nula; exemplos de sistemas de controlo
desenvolvidos e aplicados em 1986 e 1990; a prova muito simplificada do
teorema, de Bloch-Ahlfors do contradominio de toda fun¢ao Holomorfa no
circulo com raio 1 e centro 0 normalizada a valor absoluto da derivada em 0
ser igual a 1 conter um circulo com raio i\/g obtida por M. Bonk in 1990;
a simplificacdo da prova da Conjectura de Bieberbach por L. Weinstein em
1991 (com a simplificagdo de S. Ekhad e D. Zeilberger em 1994) seguindo-se
a prova da conjectura por L.de Branges em 1985 (provando a Conjectura de
Milin de 1971 que, devido a 2* Desigualdade de Lebedev-Milin obtida em
1965, implica a validade da Conjectura de Robertson de 1936 que, por sua
vez, implica a da Conjectura de Bieberbach); a prova que conjuntos de Julia
de fungoes racionais de grau > 2 sao subconjuntos uniformemente perfeitos
de Cy de R.Mané e L.F. Rocha em 1992; a prova alternativa do Pequeno
Teorema de Picard por A. Eremenko e M. Sodin em 1992 baseada na De-
sigualdade de Harnack e no Teorema de Unicidade de fungoes Harmonicas,
e a simplificacao subsequente com um resultado de encaixe do supremo de
uma fun¢do Harmonica em bolas com raios r e 10r obtido por J. Lewis em
1994; as provas conceptualmente elementares obtidas em 1992 por C. Tho-
massen de toda superficie compacta conexa ser Triangularizavel (provado
por T.Rad6 em 1925) e da classificacao dessas superficies (provada por M.
Dehn e P. Heegard em 1907 e simplificada por H. Seifert e W. Thelfall em
1934), a prova simples por J.-M.Gambaudo, P.Le Calvez e E.Pécou em 1996
do nimero de rotagdo de um ponto fixo neutro de uma funcao Holomorfa
numa Superficie de Riemann ser um invariante topolégico , um resultado
inicialmente estabelecido em 1982 por V.A. Naishul 31,

37Brooks, Robert (1952-2002). Matelski, John Peter (??-). Newman, Donald (1930-2007). Bloch,
André (1893-1948). Bonk, Mario (1963-). Ekhad, Shalosh. Zeilberger, Doron (1950-). Lebedev, Nikolai
Andreevich (1919-1982). Milin, Isaac (1919-1992). Robertson, Malcolm (1906-1998). Maiié, Ricardo
(1948-1995). da Rocha, Luiz Fernando (?7-). Thomassen, Carsten (1948-). Dehn, Max (1878-1952).
Heegard, Poul (1871-1948). Seifert, Herbert (1907-1996). Thelfall, William (1888-1949). Eremenko,
Alexandre (1954-). Sodin, Mikhail (??-). Harnack, Carl Gustav Alex (1851-1930). Lewis, J. (?7-).
Gambaudo,Jean-Marc (1958-). Le Calvez,Patrice (1958-). Pécou,Elisabeth (?7-). Naishul’,V.A (?7-).



Capitulo 1

Plano complexo

1.1 Introducao

Os numeros complexos comecaram por ser introduzidos para dar sentido a
resolucao de equagoes polinomiais do 2° grau com coeficientes reais como,
por exemplo, 224+1=0. Como os quadrados de niimeros reais sio sempre
maiores ou iguais a zero, esta equacao nao tem solugoes reais. Resolvé-la
corresponde a introduzir nimeros que sejam raizes quadradas de ntumeros
reais negativos. A primeira referéncia a esta possibilidade parece ter sido em
1545 por H. Cardano. Foi seguida da exposicao das propriedades algébricas
destes nimeros por R. Bombelli em 1572, que também introduziu o simbolo
v/—1.Em 1747 L.Euler designou este simbolo por 7, a que se chamou unidade
0 — cos@+isinf, de que obteve como
caso particular a curiosa relacido e/™ = —1 que relaciona numa igualdade os
nimeros 1, e, 7,7 que surgiram em contextos muito diferente@.

imaginaria e introduziu a expressao e

A consideracao de ntumeros complexos nao s6 apareceu como necessaria
para resolver certas equacoes polinomiais do 2° grau com coeficientes reais
como forneceu todas as possiveis solucoes de equacoes polinomiais de qual-
quer grau, tanto com coeficientes reais como complexos. A 1? formulagao
clara deste resultado, hoje conhecido por Teorema Fundamental da Alge-
bra, foi publicada por L. Euler em 1743 para o caso particular de equagdes
polinomiais com coeficientes reais e a propoésito da resolucao de equacoes
diferenciais lineares com coeficientes constantes. O Teorema Fundamental
da Algebra e as correspondentes observacoes historicas aparecem mais deta-
lhadamente no capitulo 6, em que é provado com Anélise Complexa.

O termo nimero complexo deve-se a C.F. Gauss tal como a dissemina-
¢ao da concepc¢ao dos numeros complexos como pontos de um plano, no
seguimento de uma publicacao sua em 1831. FEsta relagdo estd implicita
na tese de doutoramento de C.F. Gauss de 1799 sobre o Teorema Funda-
mental da Algebra e aparece claramente numa carta que enviou a F.W.
Bessel em 1811, mas a representacao geométrica dos ntimeros complexos
num plano apareceu também em 1799 num trabalho de C. Wessel, pre-

38 Cardano, Hieronimo (1501-1576). Bombelli, Rafael (1526-1572).
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cedido em 1673 pela representacao no plano de raizes da equacao polino-
mial do 2° grau por J. Wallis. Também foi descoberta por J.-R. Argand e
A.-Q.Buée em 1806 e J. Warren em 1828, embora tenha passado despercebida
aos matemaéticos desse tempo e ndo tenha sido explorada para prosseguir o
estudo dos numeros complexos. Esta ideia permitiu uma definicdo concreta
destes niameros e abriu caminho ao desenvolvimento do estudo dos niameros
complexos e das fungoes complexas. Na publicacao de 1831 j4 referida C.F.
Gauss propos definir os ntimeros complexos como pares ordenados de niime-
ros reais com propriedades algébricas especificas e explorou esta defini¢ao
e a sua identificacdo com pontos de um plano. Esta definicao depende da
definicado de niimeros reais, que sé foi dada com rigor em 1872 por G. Can-
tor. A notacao (a,b) para numeros complexos foi iniciada em 1837 por W.R.
Hamilton>7.

1.2 Estrutura algébrica

Os niimeros complexos sdo pares ordenados de nimeros reais (z,y) € RxR
com uma adicao e uma multiplicacao definidas por

(@1, y1)+ (22, y2) = (@14 @2, y1+y2) . (@1,91) (22, y2) = (T122 — Y1y2, T1y2 +y122) -
Estas operacoes sao comutativas, associativas e tém elemento neutro ou iden-
tidade (resp., zero (0,0) e unidade (1,0)). Cada namero complexo (z,¥)
tem um simétrico (—z, —y) e, quando diferente de zero, tem um reciproco
(%ﬂﬂ, ﬁ) A multiplicacdo é distributiva em relagao a adicdo. Um
conjunto com estas propriedades algébricas chama-se corpo. Portanto, os
nimeros complexos com estas adicao e a multiplicagao sao um corpo, e
também sao um espaco linear complexo; designam-se ambas estruturas
algébricas assim como o conjunto dos niimeros complexos por C, dado que
a ambiguidade nao traz problemas.

Como (z,0) + (y,0) = (z+y,0) e (x,0)(y,0) = (xy,0), & usual
identificar cada namero real z com o ntmero complexo (z,0) e, deste
modo, considerar C como uma extensao de R, e R como subconjunto de C.
Designa-se ¢ = (0,1), chamada unidade imaginaria (note-se que
i = (0,1)(0,1) = (=1,0) = —1). Logo, para cada ntimero complexo
z=(x,y) = (1,0)x+(0,1)y = x+1iy; chama-se a = e y, resp., parte real
e parte imagindria de z=(z,y) =x+1y, e designa-se t=Rez e y=Imz.
Aos nimeros complexos (0,y) =1y, com y € R, chama-se imaginarios pu-
ros. Ei%=1,i'=i, i2=—1, i3=—1, i*=1, e assim sucessivamente, pelo que
k=1, =g 2= 1 3= i para k€Z; em particular, 1 =—i.

Como os numeros complexos sao pares ordenados de numeros reais,
podem ser representados num plano (Figura [[LT)). O eixo das abcissas é
{(z,0) € C} e é chamado eixo real. O eixo das ordenadas é
{(0,y) € C} e & chamado eixo imaginario. Como se vé na Figura [[]

39Bessel, Friedrich (1784-1846). Wessel, Caspar (1745-1818). Wallis, John (1616-1703). Ar-
gand, Jean-Robert (1768-1822). Buée, Adrien-Quentin (1746-1826). Warren, John (1796-1852).
Hamilton, William Rowan (1805-1865). Cantor, Georg (1845-1918).
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a utilizacao de coordenadas polares d4 a representagao polar (ou repre-
sentacao trigonométrica) de niimeros complexos, z=(x,y)=r(cos #,sin §) ou
z=x+iy=r(cosf+isinfh). A |z| =r =+ /22+y? chama-se médula® ou
valor absoluto de z e a 6 chama-se argumento de z. Assim, o argumento
de z #0 é definido a menos da adicao de miltiplos inteiros de 27. Ao ar-
gumento de z em |—m, 7] chama-se argumento principal de z, designado
Argz. Com a fungao real arco tangente cujo contradominio é o intervalo

|-%. 5[, tem-se (Figura [LT):
arctan 2% + 1 . se Rez<0, Imz>0

Rez
+3 , se Rez=0, Imz>0
(1.1) Arg z = { arctan %ZZZ , se Rez>0
-5 , se Rez=0, Imz<0
arctan%?j -7, se Rez<0, Imz<0
Im

z=(x,y)=x+iy
=r(cos6,sinbd)

=
. "
i e
r=|z|//

-

7T Nb=drg =

7 xRe

Figura 1.1: Representacao cartesiana e polar de niimeros complexos

A adicao de niimeros complexos coincide com a de pares ordenados de
ntimeros reais no espaco linear real R? (Figura[[2)); corresponde & usual regra
do paralelogramo para a soma de vectores. A multiplicacdo de niimeros reais
por numeros complexos coincide com a multiplicacao por escalares reais no
espaco linear real R?; corresponde & expansido ou contraccio da distancia
a origem, conforme o numero real tem moddulo maior ou menor do que 1,

mantendo ou invertendo o sentido conforme o nimero real é positivo ou
negativo (Figura [[2]).

Im Im

ztw

A

/ /
/ /
2z
/ /

i 7/ //”z ; /f”

1 ¢ _Z—zgy 1

L

Figura 1.2: Adicao de complexos e multiplicagao de reais por complexos

40 = . . . . .

A notacdo |z| para o mddulo, tanto de nidmeros reais como complexos, foi introduzida por

K. Weierstrass em notas de 1841 s6 publicadas em 1894, e foi usada numa sua comunicacao a
Academia de Ciéncias de Berlim em 1859.
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O que destingue o espaco linear complexo C do espaco linear real R?, ou
seja o plano complexo do plano real, é a multiplicacdo de ntimeros complexos
(ndo reais). Por exemplo, a multiplicacdo de numeros complexos z = (z,y)
pela unidade imaginaria i da iz = (0,1)(x,y) = (—y,z), 0 que corresponde
a uma rotacao de 5 em relacao & origem. Em geral, a multiplica¢ao por
nimeros complexos pode envolver expansoes/contrac¢oes e rotagoes, ou seja
pode ser decomposta numa homotetia seguida de uma rotacao, ambas cen-
tradas na origem (Figura [[3)), a multiplicacao de z; = ri(cosfq,sinfy) e
2o =79(cos B9, sin b)) dé 2120 =179 ( cos(fy+6s),sin (6, —1—92)) .

Im

w

i3=-i
Figura 1.3: Multiplicagao de ntimeros complexos

Convém introduzir ji a notacao exponencial para a representagdo po-
lar de numeros complexos, definindo a exponencial de imaginarios puros por
¢ =(cosf,sin ), para §€R. A exponencial complexa satisfaz:
e0=1, 0+e) —ei¥eiv 5= e (e9)"=em, para 0,pcR, neZ.
A representacao polar de um ntimero complexo pode-se escrever z = |z| e,
em que # €R é um argumento de z, e o produto de complexos z; = |z| it
e 29 =|z| €% pode-se escrever zjzy=|z||zo| €' (1102),

Dado um ntimero complexo z=(z,y) =x+iy , define-se o seu conjugado
por Z=(x, —y) =x—iy. Geometricamente Z é a reflexdo de z em relacao ao
eixo real. Verifica-se Z=z, 2Z2=|z|? e, para z,w€C é 2+ w =24+, ZW=ZW ,

2

e,se w#0, (£)=2. Além disso, Rez = 22 e Im z = %* . Também &
o > \w w ) 2 21
e =" para 0cR.

Para a divisdo ! de ntimeros complexos z1 = (z1,y1) =|21(cos 61, sin 61),

2o = (2, y2) =|22|(cos B2, sin 03) #0 , tem-se qualquer uma das formulas

f;ﬁ, m(mxg—i—ylyg,—xlyg—l—xgyl), @(605(91—92),sin(91—92)), %e“el_ﬁb).

Zzl

As poténcias de expoente inteiro positivo k € N de um namero
complexo z = |z|(cos @,sin ), com 6 € R, satisfazem z¥ =|z|¥(cos k6, sin k6).
Atendendo a que o argumento de um numero complexo é definido a menos
da adicao de um multiplo inteiro de 27, obtém-se para raizes de ordem k€N
de z os k nimeros complexos

w; = W(cos (%%—%),sin (%%—%)), para j€{0,1,...,k—1},
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ou, em notacao exponencial,

wj = \k/‘zle%jL%’ para j€{0,1,...,k—1},

Portanto, todo niimero complexo z# 0 tem k € N raizes de ordem k, igual-
mente espagadas sobre a circunferéncia com raio {/|z| e centro na origem no
plano complexo (Figura [[4]).

s a2 if [0
g P L0 o5
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A ’ . [
\ | ’ . ¢
\ l| ’

\ ‘\ ’

\‘ 4

|z

i0+4m)/3

Figura 1.4: Raizes cibicas de niimero complexo z

Como é natural, sao satisfeitas as propriedades seguintes de raizes in-
teiras positivas de niimeros reais que sdo reais: (i) as raizes reais de ordem
par de ntmeros reais positivos sao sempre duas e simétricas uma da outra,
(7i) ndo hé raizes reais de ordem par de numeros reais negativos, (iii) as
raizes reais de ordem impar de niimeros reais nao nulos sao uma e s6 uma
para cada ordem e o sinal da raiz é o do naumero considerado. Observa-se que
a existéncia de raizes inteiras reais tem uma descricao um pouco complicada
que fica clarificada e simplificada no ambito dos nimeros complexos. E um
1° exemplo de diversas situacoes que ficam simultaneamente clarificadas e
simplificadas quando se passa de nimeros reais para niumeros complexos.

Um caso particular de interesse sao as raizes da unidade. Para qualquer
ordem k € N das raizes, uma das raizes de ordem k da unidade é a propria
unidade e as outras k—1 raizes complexas da unidade sao os nimeros com-
plexos que correspondem aos pontos na circunferéncia com raio 1 e centro
0 no plano complexo que a separa em k arcos do mesmo comprimentos, a
partir da unidade (Figura[L3]). Por exemplo, as raizes quadradas da unidade
sao £1, as raizes cubicas da unidade sao 1, —@ +1q % , as raizes de ordem 4

da unidade sao £1, +i, etc. Com w = cos (27”) + i sin (27“), as k raizes de
ordem k da unidade sdo 1,w,w?,..., w1 e

’wk:l, 1+w+w2+-~+wk71:0,
em que a ultima igualdade resulta de (1 —w) Z?;é w =1—-wk = 0.

Se {/z designa uma qualquer das raizes de ordem k de um complexo z#0),
todas as raizes de ordem k de z sio w’/¢/z, com j=0,1,...,k—1.
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w

ism/5

5—

wi=e wio=pll

Figura 1.5: Raizes inteiras positivas da unidade de ordens k=2,3,4,5,6,7

As poténcias inteiras negativas de numeros complexos z # 0 definem-se,
2
como no caso real, por z ¥ = ZLIC’ para k€N. As poténcias racionais z 4, com

pEZ e qeN, definem-se pelas raizes de ordem ¢ do numero complexo zP.

1.3 Estrutura métrica

O valor absoluto |(z,y)|=+/2?+y? de um namero complexo (z,y) é uma
norma no espago linear C, e a mesma formula define uma norma no espago
linear real R?. Em particular, para z,w € C tem-se a desigualdade trian-

gular |z+w| < |z|+|w|, com igualdade se e s6 se um dos z,w é miltiplo

2N
]

A distancia de dois nimeros complexos z,w é |z—w]|. Assim, as no¢oes de
norma e distancia coincidem no espaco linear complexo C e no espaco linear
real R%2. Portanto, as nocdes métricas em C e em R? sio coincidentes: C
e R? sdo indistinguiveis metricamente. Por exemplo, um conjunto do
plano ¢ limitado em C se e s6 se é um conjunto limitado em R?.

positivo do outro ou ¢ zero. Também |zw|= |z[|w]| e, para w#0, |Z|=

1.4 Estrutura topoldgica

A estrutura métrica de C define uma topologia com base que sdo os cir-
culos abertos By(z) ={w: |w—z| <r} de raios r >0 e centros em pontos
2z€C. Como as estruturas métricas de C e R? coincidem, também coincidem
as resp. estruturas topologicas: C e R? sao indistinguiveis topologica-
mente. Em particular, um conjunto do plano é aberto, fechado, conexo,
simplesmente conexo, compacto em C se e 56 se 0 ¢ em R?. Analoga-
mente, as nocoes de ponto interior, exterior, fronteiro, de acumulagao
(ou limite), isolado de um conjunto e de conjuntos interior, exterior,
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fronteira, fecho (ou aderéncia)@ de um conjunto sao coincidentes em C
e em R2. Chama-se regiao em C a um subconjunto de C nio vazio, aberto
e conexo.

Exercicios

1.1

1.2

1.3
1.4

1.5

1.6

1.7
1.8

1.9

1.10

1.13

1.14

1.16

Indique as representagoes cartesianas e polares do nimero complexo:
a) (1+i)°  b) 22 ) " +i'C.

Determine os subconjuntos de R tais que:

a) r+iy=|z+iy| b) xtiy=(r—iy)? c) ztiy=3 it

Calcule as raizes quadradas de: a) ¢ b) —i ¢) 1+4.

Prove: Trés numeros complexos de médulo 1 com soma 0 sao vértices de um trian-
gulo equildtero inscrito na circunferéncia com raio 1 e centro em 0 .

Prove que z,v,w € C sdo vértices de um tridngulo equilatero se e s6 se

2242 +w? =zv+zwtow.

Prove: Para z,w € C verifica-se:

a) [z—w|> < (1+]z[)(1+|w[?).  b) |z—w|=|z|+|w|, com w#0, se e s6 se Z>0.
Determine em que condigoes a equagao az+bz+c=0 em C define uma recta.
Prove: Para a,b,c € R, com a # 0, a equacio azZ+bz+bz+c =0 define uma
circunferéncia no plano complezo.

Prove: Todas circunferéncias que passam por pontos a, % € C intersectam ortogo-

nalmente a circunferéncia |z|=1.

la=b] _
[T—ab]
deve ser feita se |a|=|b|=1.

a) Prove: 1 se |la|=1 ou |b| =1 mas nao ambos, e indique que excep¢ao

b) Mostre que a igualdade em a) d4 lugar a uma desigualdade se |a|, [b|<1.

Descreva geometricamente a transformagao do dominio para o contradominio defi-

: 5 __ 242
nida pela fungao complexa f(z)= 3.
Determine uma fungao da forma f(z)= zzzj:g que transforme a circunferéncia |z| =2
na circunferéncia |z+1|=1, o ponto —2 na origem e a origem em 7 .

az+b

Determine as transformagées da forma f(z) = &5

cia [z|=R, com R>0, em si mesma.

que transformam a circunferén-

Prove: Uma transformagao em C que deiza a origem fixa e preserva distancias é
uma rotacdo ou uma rotacao sequida de uma reflexao em relagdo ao eixo real.

Prove: Identidade de Lagrangﬂ para numeros complexos
n _ n 2 n 2 n — — 12
‘ Zk:1zkwk’ =2 p= 2] 200 (wkl *Zlgjgkgﬂzjwkfzkwﬂ .
Assim como os niimeros reais podem ser representados numa circunferéncia em
que um dos pontos representa oo (recta real estendida Ro.) também os nimeros

complexos podem ser representados numa superficie esférica com o pélo Norte cor-
respondente a oo (plano complexo estendido C.).

a) Determine uma representacio deste tipo na superficie esférica em R®
(@1)” + (22)* + (3)* = 1,

dada pela correspondéncia biunivoca entre os niimeros complexos z representados
no plano equatorial z3 =0 (com o eixo dos x; identificado com o eixo real e o eixo

410s tltimos dois designados aqui para conjuntos S por, resp., dS e clS (ndo se usa
a notacdo comum mais leve S para o fecho para evitar confusdo com o conjunto dos
conjugados dos elementos de SCC).

42Lagrange, Joseph-Louis (1736-1813).
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dos w2 com o eixo imaginario) e os pontos da superficie esférica que pertencem a
uma mesma recta que passa pelo polo Norte, provando que (Figura [L6])

2—z 1*‘ﬂ2

T1+izg —_—
1+[z[2 ? xr3= T+[z2 °

l—xz3 7

— z+Z
1422

z= T To=—1

Chama-se Superficie Esférica de Riemann, designada Co, a esta represen-
tagdo do plano complexc@ e projeccao estereografica a correspondéncia assim
definida de cada ponto do plano complexo para cada ponto da superficie esférica.

b) Prove: z e w sao pontos diametralmente opostos da Superficie Esférica de Rie-
mann se e sé se zw=—1.

c) Prove: As projecgoes estereogrdficas de rectas ou circunferéncias no plano com-
plexo sao circunferéncias na Superficie Esférica de Riemann.

Figura 1.6: Superficie Esférica de Riemann e projecgao estereografica

Exercicios com aplicagoes a circuitos eléctricos e a sistemas mecanicos

1.17 A relagdo entre tensdo e corrente sinusoidais num circuito eléctricd™ com resis-
téncias, condensadores e bobinas pode ser facilmente expressa com ntimeros com-
plexos, dado que uma fungao real ¢t — asin(wt+¢), com a,w,p € R, a que se
chama, resp., amplitude, frequéncia angular, fase, é igual a parte imaginaria
de a @) =g et = A ™! com AeC, chamada amplitude complexa].
a) Considere um circuito RLC em série (Figura[[.7). Sabendo que a relagao entre
a tensdo V(t) e a corrente I(¢) no instante ¢ nos terminais de uma resisténcia R,
de uma bobina de indutancia L e de um condensador de capacidade C', é, resp.,

V(t)=RI(t), V(t)=LI'(t), V)= l/I(t) dt,

c

437 representagao do plano complexo estendido numa superficie esférica foi proposta por B.
Riemann em 1851.

A 125 leis gerais da andlise de circuitos eléctricos foram formuladas em 1845 pelo matematico
Gustav Robert Kirchoff (1824-1887) na sequéncia do matemético Georg Simon Ohm (1789-1854)
ter estabelecido em 1827 a relacdo de proporcionalidade da corrente eléctrica através de um con-
dutor com a diferenga de potencial eléctrico entre os terminais (Lei de Ohm). A 1* lei de Kirchoff
é a soma das correntes que entram por ramos ligados a um né de um circuito é igual & soma das
correntes que saem por ramos ligados ao mesmo né e a 2% lei de Kirchoff é a soma das forgas
electromotrizes ao longo de uma malha de um circuito é igual & soma das diferengas de potencial
nos ramos da malha.

450 representagao complexa de sinais eléctricos sinusoidais e de impedancias foi introduzida
em 1893 pelo engenheiro Charles Steinmetz (1865-1923) e contribuiu para o rdpido progresso da
engenharia de sistemas eléctricos de corrente alternada no inicio do século XX. E usada rotineira-
mente na andlise de circuitos e sinais e no controlo de sistemas. A sélida preparacao obtida por
C. Steinmetz na Alemanha como estudante universitdrio de matematica permitiu-lhe dispor de
conhecimentos de anédlise complexa invulgares nos engenheiros da época.
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mostre que se a tensao aplicada nos terminais do circuito é sinusoidal com frequéncia

angular w e amplitude complexa Vo, entdo a corrente no circuito é sinusoidal

com frequéncia angular w e amplitude complexa Iy, e a relagio entre ambas é
— i 1

Vo= [R—H(wL wC)]IO .

I
%
I0)=’®
20, I »(®

—]

C

Figura 1.7: Circuito em série RLC' e sistema mecéanico andlogo

b) Chama-se impedancia de um circuito eléctrico bipolar (Figura [[8]) com
tensao e corrente sinusoidais nos terminais com amplitudes complexas, resp., Vo, Ip
aZ= \I’Jol . Determine a impedancia dos circuitos das Figuras [[.7 e [[L8] supondo no
dltimo caso que Zjx é a impedancia de um circuito bipolar com terminais que sao
os nos do correspondente ramo do circuito.

Observacdo: F anilogo para sistemas mecanicos lineares de massas e molas com atrito,
substituindo tensao eléctrica por forca, intensidade de corrente por velocidade, bobinas
de indutancia L por massas de grandeza L, condensadores de capacidade C' por molas
com forca de restituigdo proporcional ao deslocamento do ponto de equilibrio com factor
de proporcionalidade % e resisténcias por amortecedores com forcas de atrito proporcio-
nais a velocidade com factor de proporcionalidade R (Figura [[7). Também se considera
analogamente a nogdo de impedancia mecanica.

Q

-1
L=

Figura 1.8: Circuito bipolar e circuito com impedéncias






Capitulo 2
Funcoes

2.1 Introducao

Neste capitulo consideram-se varios exemplos de funcoes complexas e
ilustram-se representacoes geométricas destas fungoes que contribuem para
a apreensao geométrica dos seus efeitos e para a compreensao de como po-
dem estender funcoes reais. O exemplo mais importante é o da exponencial
complexa, em associagdao natural com fungoes logaritmo que sao inversas da
exponencial restrita a conjuntos em que esta é uma fung¢ao injectiva.

Consideram-se ainda outras funcoes complexas definidas com a exponen-
cial, como funcoes trigonométricas, hiperbolicas, poténcias e exponenciais.

Para o leitor que s6 lidou com estas funcoes no ambito de niimeros reais
pode parecer surpreendente que as fungoes trigonométricas possam ser ob-
tidas das funcoes exponenciais, dada a grande diferenca de graficos destas
funcoes no caso real (em caracteristicas como monotonia, periodicidade, si-
nal, limitac¢do, dominio) e porque originaram em contextos muito diferentes.

L. Euler identificou a relacao de fungoes trigonométricas e exponencial
numa carta de 1740 a J. Bernoull em que escreveu 2 cos =’ +e7,

A exponencial complexa, além do crescimento geométrico da exponencial
real, contém as oscilacoes das funcoes trigonométricas reais seno e coseno.
Como fungoes complexas, as fungoes hiperbdlicas coincidem com as fungoes
trigonométricas mediante uma simples rotacao de varidveis. Este é um 1°
exemplo do poder unificador e simplificador do contexto complexo em com-
paracao com o real que se encontra em vérias outras situagoes.

O capitulo termina com as nocoes de limite e continuidade.

2.2 Representacao geométrica de funcoes

As fungoes complexas sao definidas num conjunto de nimeros complexos e
tém valores complexos, f:5— C com SCC. Para z=x+iye S, z,yeR, a
fungao pode-se escrever f(z+iy)=u(z,y)+iv(x,y), com u(z,y),v(z,y)ER.
Chama-se as fungoes u, v, resp., parte real e parte imaginaria da fungao
f, e escreve-se f=(u,v).

46Bernoulli, Johann (1667-1748).
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Analogamente a fungoes reais, se uma funcao complexa é dada por uma
expressao sem indicacao do dominio, considera-se que o dominio é 0 maximo
subconjunto S C C para que a expressao da valores complexos.

A visualizacao do efeito de funcoes complexas é semelhante a de funcgoes
com valores e varidveis em R?, por: imagens de curvas no dominio, pares de
graficos (das partes real e imaginéria, ou das fun¢oes modulo e argumento),
pares de conjuntos de nivel (das partes real e imaginaria). Com computado-
res é possivel representar cada um dos pares referidos numa sé figura com o
uso de cor ou gradacao de cinzento para um dos elementos do par.

(2.1) Exemplo: A funcio complexa f(z)= 22 definida no semiplano supe-
rior complexo S={(z,y)€C: y>0}.

Uma possibilidade de visualizar a fungdo é a representagao de ima-
gens de conjuntos de curvas com uniao igual ao dominio de modo a
dar uma ideia geométrica de como a fungao deforma regioes do plano quando
se passa do dominio para o contradominio.

E pratico analisar o efeito da funcio considerada neste exemplo w= f(z)
em coordenadas polares, com z = r(cosf,sinf) e w = p(cosp,siny). A
relacdo entre w e z pode ser expressa por p =12 e ¢ =20. Cada semicir-
cunferéncia com raio ry e centro na origem no semiplano superior complexo
transforma-se no subconjunto da circunferéncia com raio p=(rg)? e centro na
origem obtido retirando-lhe apenas o ponto no semieixo real positivo (Figura
21). Cada semirecta do semiplano superior complexo com origem no ponto
zero com pontos de argumento 6y transforma-se na semirecta com origem
no ponto zero e com pontos com argumento ¢ = 26y (Figura 21). Assim,
o semiplano superior complexo transforma-se no plano complexo menos o
semieixo real positivo e a origem.

Figura 2.1: Transformacao definida pela funcao f(z)=2?% para Zmz>0

A funcao pode ser representada em coordenadas cartesianas, com
2= (a,y) e w=f(z)=(u(z,y), v(x,y)) . Obtém-se
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Cada recta horizontal y =1y do semiplano superior complexo é transformada
na curva de equagdes paramétricas u=x>— (yo)?, v=_2zyo, com parametro
2 > 0. Eliminando x, obtém-se a equacdo da pardbola u = % — (y0)?
(Figura22). Cada semirecta vertical do semiplano superior com origem no
eixo real, x = xg, y > 0, transforma-se no arco de parabola com equagdes
paramétricas u = (19)? —y?, v = 229y, y > 0. Eliminando y obtém-se a
equacao da parabola u= (mo)Q—(z;—i)Q, que é simétrica da parabola anterior
com o =1 em relagao ao eixo imaginario (Figura 2.2]).

Figura 2.2: Transformagao definida pela fungio f(z)=22 para Zm z>0

Outra representagao geométrica possivel é pelos graficos das partes
real e imagindria da funcgao. Estas funcdes reais sio u(z,y) =22—y? e
v(x,y)=2zxy, com y>0 (Figura 23).

Figura 2.3: Graficos das partes real e imaginéria de f(z)=22 para Zm z>0

Também se pode representar geometricamente uma funcao complexa f
pelos conjuntos de nivel das partes real e imaginaria de f, o que
corresponde a determinar os conjuntos de pontos do dominio que sao trans-
formados em rectas verticais u=wug e em rectas horizontais v=wvg, que neste
exemplo sdo, resp., os arcos de hipérboles de equacdes cartesianas z°—y? =uq,
com y>0, e o arco de hipérbole xy= =, com y>0. Sao hipérboles equila-
teras com assimptotas, resp., as bissectrizes dos quadrantes definidos pelos
eixos dos coordenados (Figura [27]).
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Figura 2.4: Curvas de nivel das partes real e imagindria de f(z)=z2para Zm z>0

Outra representacio geomeétrica util é o grafico de (x,y) — |f(z+1iy)|,
a que se chama relevo de f; juntamente com o grifico de um argumento
de f, (z,y)— arg f(x+iy), obtém-se representacoes geométricas completas
da fungao f (como o argumento de um numero complexo é determinado
a menos de um maultiplo inteiro de 2m, para facilitar a visualizacao pode
ser util assegurar a continuidade do grafico nos pontos em que seja possivel
pela utilizacao de valores apropriados do argumento em regides diferentes
do dominio, em vez de uma escolha predeterminada como, por exemplo,
o argumento principal). Neste exemplo |f(re??)| = r? e pode-se escolher

arg f(re) =20 (Figura 23).

Figura 2.5: Relevo e grafico de um argumento de f(z)=22 para Zm z >0

A funcdo f(z)=2z? com dominio no semiplano superior é uma bijeccio
para todo o plano menos o semieixo real positivo e a origem. Se f(z) = 22
com dominio todo o plano complexo, o contradominio seria todo o plano
complexo e cada ponto nao nulo deste plano seria imagem de dois pontos
distintos, um no semiplano superior unido com o semieixo real positivo e
outro simétrico desse em relagdo a origem, e, portanto, na unido do semi-
plano inferior complexo com o semieixo real negativo, ou seja os valores de
f:C—C, com f(z) =22 cobrem o plano (com excepcio da origem) duas
vezes. f nao é injectiva e diz-se que a relacao inversa é plurivoca com dois ra-
mos continuos maximos que tém contradominio o semiplano superior (resp.,
inferior) unido com o semieixo real positivo (resp., negativo). A relagao in-
versa neste caso da as raizes quadradas de cada niimero complexo, que sdao
duas para numeros diferentes de zero, simétricas em relagao a origem.
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(2.2) Exemplo: A funcio complexa f(z)= 1.

1
O dominio de f & C\{1}. Com z=(z,y) e w=f(2) = (u(z,y),v(z,y)),

. z—1)—1
U(.%',y)—i-l’l)(l‘,y) = (:vfll)Jriy = (;_1))2_’_32 .

O conjunto de pontos transformados na circunferéncia com centro na origem
e raio rp, com equacio cartesiana 22 +y? = (rg)?, é a curva com equacio
1

cartesiana (z—1)? +¢% = o2 logo, é uma circunferéncia com centro em

(1,0) e raio % . O conjunto de pontos que sao transformados na unidao das
semirectas de declive m com extremidade na origem das coordenadas, que
tém equagao cartesiana v=mu, com (u,v)#(0,0), tem equagao cartesiana
y=—m(az—1), com (z,y)#(1,0), que é a unido das semirectas de declive —m
com origem no ponto (1,0) (Figura 2:6). O conjunto de pontos do dominio
que sao transformados no eixo imaginario, u =0, é a recta vertical x =1

(Figura2.6). O contradominio de f & C\{0}.

Figura 2.6: Transformagao definida por f(z)= -1

z—1

O relevo de f é o grafico da fun¢do (x,y) — |f(x+iy)|, indicado na
Figura 271 O gréfico do argumento principal de f pode ser obtido notando

que Arg f(z+iy)=Arg m =—Arg(x—1,y) (ver Figura [ZT).

Figura 2.7: Relevo e grafico do argumento principal de f(z)=

z—1
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2.3 Funcgoes polinomiais e fungoes racionais

Chama-se fungao polinomial complexa de grau n a uma func¢ao da forma

n
P(z) = Zakzk = aptaiz4asz®+ - +apz",
k=0
com a, #0, em que os coeficientes ay, k€{0,...,n} sdo numeros complexos.
Podem também ser consideradas funcoes polinomiais complexas com coefi-
cientes reais. Chama-se fungao racional complexa a uma funcao que é o
quociente de duas funcdes polinomiais complexas.

2.4 Funcgao exponencial

Define-se a funcao exponencial complexa por (Figuras e 2.9))
e” = e = ¢%(cosy+isiny), paraz=(z,y)eC.

A expressao no lado direito s6 envolve funcoes reais de variavel real que
podem ser definidas pelas séries reais de poténcias

. ) :Ek . ) (_1)kx2k . . 00 (_1)kx2k+1
=Yoo, cosz=> 10, BT sinz=> ", RDT

e multiplicando as séries obtém-se e* =37 Zk—lf . A exponencial complexa
é uma extensdo da exponencial real, pois €T = e¢%(cos 0+isin0) = %, e
satisfaz as propriedades bésicas da exponencial e #0, e*TW =¢e?, e = eiz,
para z,w € C. Além disso, €Z = €* e |e?| = e”*** para 2 € C, |e"|=1 para
y€R, e Zmz é um argumento do nimero complexo e*. O contradominio
da funcdo de variavel real y+e® ¢ a circunferéncia no plano complexo com
raio 1 e centro em 0 e o contradominio da exponencial complexa ¢ C\{0}.
A exponencial complexa nao é injectiva, mas e* =¢e" se e s6 se z—w = k27w
com k€Z.

Re 272n

Figura 2.8: Graficos das partes real e imaginaria da exponencial
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10

le?]

Figura 2.9: Relevo e grafico do argumento principal da exponencial

Analogamente a funcoes reais, diz-se que uma fungao complexa f é pe-
riédica de perfodo weC\{0}, ou w é um periodo de f, se f(z+w)=f(2)
para todo z no dominio de f ; todos multiplos inteiros de w, kw com k € Z\{0}
também sao periodos de f. Diz-se que w é um periodo minimo de f se é
um periodo e nenhum seu submiiltiplo inteiro positivo é periodo de f. Em
contraste com funcdoes reais, uma funcao complexa pode ter mais de um pe-
riodo minimo (e.g. f(z+1iy)=cosx+isin(2y) para (z,y) € C tem periodos
minimos 27 e i7 ; todos n2w+imm, n, m € Z nao ambos 0, sdo periodos de f).

A exponencial complexa é periddica com unico periodo minimo com parte
imagindria positiva 2 .

2.5 Funcoes trigonométricas e hiperbdlicas

E imediato da definicio de exponencial complexa que para y € R é
cosy = 2(eW+e W) e siny = £ (e —e ). As funcdes complexas coseno
e seno definem-se estendendo estas formulas para nimeros complexos e as

funcoes tangente e cotangente sao, resp., tan z= 322 cot z= 52, ou seja
COos z sin z
(Figuras 212 a [Z.14)
o eiz+67iz . o 67«‘276*1‘2 o . 67:276*7:2 . eiz+67iz
COSZ—#, San—T, tanz-—zm, COtZ—ZW.

v

Figura 2.10: Relevo e grafico do argumento principal do coseno complexo
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Re
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- -ni/2 -ntl2 bg

Figura 2.11: Curvas de nivel das partes real (a grosso)
e imagindria (a fino) do coseno complexo

Im

Re

-2 2

Figura 2.12: Imagens de rectas verticais Re z=kg, k=0,1,2,3,4,5,6 (a
fino) e horizontais Zm z=k7%, k=0, 1,2, 3 (a grosso) do coseno complexo;
cos z transforma cada faixa vertical [jr, (j+1)7]+iR, j€Z, em C

Figura 2.13: Graphs of real an imaginary parts of the sine

Como a exponencial é peridédica com periodo 27, as fungoes complexas
coseno e seno sao periddicas de periodo 2w, e, como este é o periodo minimo
das funcoes reais coseno e seno, também é um periodo minimo destas funcoes
complexas. Da funcao real tangente ser periodica com periodo minimo 7 e
da definigao da fungdo complexa tangente, esta também é periddica com
periodo minimo 7 e este é o inico periodo minimo com parte real positiva.
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Im 72

Figura 2.14: Relevo e gréfico do argumento principal da tangente

As funcoes complexas coseno e seno satisfazem as relacoes

cos(—z)=3(e"*+e*)=cos z, sin(—z) =g (e —e"*)=—sinz,
cos (z435)=1(eet2 fe e T ) = F (eFite *(—i)) = — 55 (e —e ) = —sinz,
sin (z43) =5 (ee'? —e e % ) = L (e™i—e *(—i)) = 3 (e*+e*) =cos 2,
cos?z+sin?z = (Lt2ke ) — (¢ e —2he” m)
o) = U ][0 o) e ) (5o

= (cos z)(cosw)—(sin z) (sin w) ,
sin(z+w)=— cos (z+w+3%) =—(cos (243)) (cosw)+ (sin (243 )) (sin w)
= (sin z)(cos w)+(cos z)(sinw) ,
estendendo correspondentes férmulas vilidas para z€R.
Definem-se analogamente as fungoes complexas coseno hiperbdlico,
seno hiperbdlico e tangente hiperbdlica como extensoes das correspon-
dentes fungoes reais (Figuras a 217):

_ 6z+e—z . _ 6276—2 _ 76_2
cosh z=“~F—, sinh z = “——, tanh z = ez+e = .
E claro que
cosh z=cos(iz), sinh z=—1 sin(iz), tanh z=—1i tan(iz).

Logo, as fungoes complexas coseno hiperbdlico e seno hiperbolico sao perio-
dicas de periodo 27, a tangente hiperbélica é periddica de periodo i e estes

sa0 os unicos periodos minimos com parte imaginaria positiva. O coseno hi-

perbolico pode ser obtido por uma rotacao de 7 em torno de 0 seguida da

aplicacao do coseno trigonométrico. O seno hiperbdlico e a tangente hiper-
bolica podem ser obtidos por uma rotacao de 5 em torno de 0 seguida da
aplicacao da correspondente funcao trigonométrica e, depois, uma rotagao de
—% em torno de 0, sendo esta tltima equivalente a trocar a parte real com a
imaginaria e, no final, mudar o sinal da parte imaginaria. Estas observagoes

sao facilmente identificadas nos graficos dados nas figuras. Verifica-se
cosh?z — sinh?z = i [(ez—i—e*Z)2 —(€* —e*Z)2] =1,

i.e. cosh? z—sinh? z=1 para z€C, estendendo a formula valida para z€R.
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Im n

|cosh(z)|

-n/D

Figura 2.17: Relevo e gréafico do argumento principal da tangente hiperbdlica

2.6 Logaritmos

Dado um némero complexo em representacio polar z = e’ # 0, uma vez
que z=e'987¢¥ =08+ define-se o seu logaritmo por

log z = logr + 6 ,
em que logr designa o logaritmo real de r >0 (Figuras e 219). Como
o contradominio da exponencial é C\ {0}, todos nuameros complexos # 0
tém logaritmos. Em particular, os ntimeros reais negativos tém logaritmos
complexos, apesar de ndo terem logaritmos reais.



2.6 Logaritmos 21

Figura 2.18: Gréaficos das partes real e imaginaria do logaritmo

Im

Ve
Qotil“g? l:

,0’0 SR
‘:::’0’0'0‘;‘ ;,‘;s"
3 VAR
\\‘Q’Q’O"ﬁ
“”0""’
W

0

Figura 2.19: Relevo e grafico do argumento principal do logaritmo

Como o argumento 6 de cada z#0 pode ser escolhido num conjunto infi-
nito de valores que diferem de multiplos inteiros de 27, o logaritmo complexo
pode ser escolhido entre infinitos valores que diferem de multiplos inteiros de
12m. Para assegurar a unicidade de valor e a continuidade de log z pode-se
restringir # a um intervalo semiaberto I C R de largura 27 (corresponde a
separar diferentes “ramos” do logaritmo com “cortes” ao longo de uma semi-
recta com origem no ponto zero). Cada uma destas escolhas conduz a um
Ramo continuo do Iogaritm, log z=log r+i#, com 6 € I. Chama-se valor
Principal do logaritmo de z a log z =log r+ifly, em que 0 € |-, 7] designa
o argumento principal de z. Os logaritmos complexos assim definidos sao
extensoes do logaritmo real e tém propriedades bésicas semelhantes, como

log(zw)=log z+logw, log =2 =log z—logw, log 2" =n log z ,
(a menos de ik2m, com keZ). Por convencao, o logaritmo de um ntimero
real positivo é sempre considerado como o seu logaritmo real e, portanto, é
definido univocamente, a menos que se diga o contrario.

4TPodem-se obter outros Ramos, e.g. considerando “cortes” ao longo de linhas curvas ilimitadas
com origem no ponto zero e sem auto-intersecgoes.

48134 nimeros log z + log w que néo sdo da forma log(zw) , embora deles difiram de um multiplo
inteiro de 27 ; no sentido contrario nao acontece. E andlogo para as outras férmulas.



22 Funcoes

2.7 Poténcias e exponenciais de base complexa

Dados z € C\ {0} , w € C\Q, define-se a poténcia complexa de base
complexa e expoente complexo w por (Figura [Z20)

2z 2V = ewlosz,

L2
.':"',

277>

R B2
o

A/ 7725
(I

Figura 2.20: Relevo e grifico do argumento principal da poténcia z +— z*
(Zi: etlogz_ ei(log |z|+iArg z) __ e—Argz,ilog |z|, |Zl| —e—Arg 2 AI‘g P IOg |Z| )

2

Se z é um namero real positivo, logz é real e z* tem um tnico valor.
Caso contrério, logz é um logaritmo complexo e, portanto, z* pode ser
definido por uma escolha em valores que diferem de factores de €27 com
ke€Z . Chama-se valor principal da poténcia complexa z+— z% a funcao
que se obtém pela expressao acima tomando log z igual ao valor principal
do logaritmo de z. Se z nao é um numero real positivo, z% tem um tdnico
valor possivel se e 86 se w € Z . Neste caso, 2z é uma poténcia inteira de z
e coincide com o correspondente valor da poténcia inteira como definida no
capitulo 1. Sewe@Q, é wzg com peZ e geN que podem ser considerados
sem factores primos comuns, pelo que z% pode ser definido por uma escolha
entre ¢ valores que coincidem com as ¢ raizes de ordem ¢ de zP e, portanto,
20 = &P que também estéd definida para z=0 se w= % >0.

2-2
Re

Figura 2.21: Relevo e grafico do argumento principal da exponencial de base
i complexa wi% (iY=e"°8i=e"3; logo, |[i¥|=e"2IM" Argi"=ZRew)
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As poténcias complexas satisfazem z7% = Ziw, ZWITW2 — W1 W2 mgg
(eW1)W2 = ew1w2ik2Tw2 o oo 2 —qplog z4-ik2m, com kEZ .
Se z,weC, z#0, exponencial complexa de base z ¢ (Figura 2.2T])

W Zw:ewlogz’

com observacoes semelhantes as para a poténcia complexa de base complexa,
e valor principal da exponencial complexa de base z ¢ a funcao dada
pela expressao acima com log z o valor principal do logaritmo de z.

2.8 Funcoes trigonométricas inversas

Para definir inversas da funcdo complexa coseno, por w = arccosz com
z=cosw = 5(e™ +e ), nota-se que tal equivale a (e™)? —2ze™ +1 =
0; logo, e = z++22—1, com s = /z definida por s = z e args €
] m™ T

-5, 5] , €, portanto, arccos z=w =—1log (z:l:\/z2—1), ou, atendendo a que

(z4V22—1)(2—V22—1) =1, pelo que z+v/22—1 sdo niimeros reciprocos,
é arccos z = Filog (2+v22—1) (Figura 2Z22)

/7

5

|arccos(z) Arg arccos z (

lzr/: -

-2
2 1T :

Figura 2.22: Relevo e gréfico do Argumento Principal de Ramo do arcos z complexo

Como o logaritmo de um numero complexo # 0 pode ser definido por uma
escolha num numero infinito de valores que diferem de miltiplos inteiros de
127, também arccos z pode ser definido através de uma escolha em infini-
tos valores que diferem de miltiplos inteiros de 27. Os valores possiveis de
arccos z também incluem os simétricos do logaritmo considerado (pois o co-
seno é uma fungao par, i.e. cos(—z) =cosz) que, em geral, formam um
conjunto diferente de pontos que diferem entre si de miltiplos inteiros de 27
(os dois conjuntos coincidem se e s6 se z+v/ 22 —1 ¢ um nimero real positivo).

A inversao da func¢ao complexa seno ¢ imediata de sin w = cos (% —w), e
dé arcsin z= § —arccos z e

arcsin z = S Filog (2+v22—1).

que também pode ser definido por uma escolha em infinitos valores que
diferem de multiplos inteiros de 2.
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2.9 Limite e continuidade

Como as estruturas topolégicas de C e R? coincidem, dada uma funcio

f:S—=C,com SCC, eum ponto zyg = (z9,y) € C, diz-se que o limite

de f = (u,v) em zp existe e ¢ Z = (X,Y), e escreve-se lim f(z) = Z, se
Z—r20

1(im)[(1(1, v)](z,y)=(X,Y) no sentido dos limites de funcoes em R?. Também

z,Y)—(T0,Y0

se consideram limites infinitos e no infinito:

lim f(z)=o00, se lim u,v)(z, =00,
Jim £() m @)

lim f(z)=2Z, se lim  (u,v)(z,y)=(X,Y),
Z—r00 Il ()| =00

lim f(z)=00, se lim u,v)(x,y)||=00.
Tim £(2) ) (e)]

Diz-se que f ¢ continua num ponto zg € .S se ILm f(z)= f(20) . Diz-se
que f é continua num conjunto C'C S se é contirfuaz%m cada ponto de C',
e diz-se que f é continua se é continua em todo o dominio S. E claro que,
f=(u,v) é continua em zo=(xo,yo) se e s6 se (u,v) é continua em (zq, yo)
como funcdo real de variavel em R2.

Em consequéncia, o limite da soma, produto e quociente de fun¢oes com-
plexas num ponto é, resp., igual & soma, produto e quociente dos correspon-
dentes limites das parcelas (no caso do quociente, se o limite do denominador
nao é zero).

Analogamente, somas, produtos, quocientes, composicoes de fungoes con-
tinuas sao fungbes continuas (no caso do quociente nos pontos em que o
denominador nao é zero). Em particular, as fun¢oes polinomiais complexas
sdo continuas em C. As fungoes racionais sdo continuas em todos pontos do
dominio, i.e. em todos pontos em que o denominador nao se anula.

A funcao que a cada complexo faz corresponder o seu conjugado,
z+>Z é continua em C, assim como as fungoes Rez, Imz, |z|. A funcao
Argz ¢é continua em C\{(z,0): x <0}. As funcbes complexas exponencial,
coseno, seno, coseno hiperbdlico e seno hiperbolico sdo continuas em C. A
tangente complexa é continua no dominio, i.e no conjunto de pontos em que
o denominador no quociente de funcoes que a define ndo se anula, ou seja
em (C\{z €C: z2=5+km, k:eZ}. Aplica-se 0 mesmo & tangente hiperbdlica,
que tem dominio C\{z€C: z=if +ikm,k€Z}.

Exercicios

2.1 Determine os valores de 2°,4*, (—1)* na forma a+ib, com a,beR.
2.2 Determine os valores de sini, cosi, tan(i+1) .
2.3 Determine todos os valores de z € C para os quais e é igual a 2, —1, 1, —%, —1—4, 1424 .

2.4 Obtenha expressoes para arctan w, em que w é um nimero complexo, em termos
de logaritmos.

2.5 Prove que |z°|<e™, para z€C\{0}.
2.6 Prove que a func¢do complexa | cos z| é ilimitada.
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2.7 Prove que para a €R e — <0 <7 & (cos 0+i sin )= cos(ab)+i sin(ab) e mostre que
a restricao aos valores de 6 é necessaria. Mostre que se a € Z, a férmula verifica-se
para todo 8 €R; neste caso é conhecida por férmula de De Moivre@.

2.8 Determine equagoes cartesianas para os conjuntos do plano complexo que sao trans-
formados em rectas paralelas aos eixos coordenados pela funcdo complexa definida
por z+e” e represente-os graficamente.

2.9 Mostre que lim (1+%)n existe para todo z€C e é igual a e”.
n—-+oo

2.10 Determine o contradominio da restrigao da fungdo complexa tan z a faixa vertical do
plano complexo |Re z| < § e indique as imagens das rectas verticais e dos segmentos
de rectas horizontais desta faixa.

19A férmula de De Moivre apareceu publicada pela primeira vez em 1748 no livro de L. Euler
Introductio. De Moivre, Abraham (1667-1754).






Capitulo 3
Derivada

3.1 Introducao

O 1° estudo sistemético das funcoes complexas e das suas aplicagoes a proble-
mas de analise matematica, hidrodinamica e cartografia deve-se a L. Euler,
em 1776-77. Funcoes deste tipo tinham sido consideradas antes, principal-
mente por J.R. d’Alember@ que utilizou func¢oes complexas em 1752 no
estudo do movimento de fluidos. L. Euler obteve entao as condigoes de
Cauchy-Riemann necessérias para diferenciabilidade de uma funcdo com-
plexa, mas nao as explorou. Estas condicoes resultam da correspondéncia
bésica de diferenciabilidade de uma fung¢ao num ponto e a possibilidade de
a aproximar bem numa vizinhanca do ponto por uma funcao linear.

Cerca de 1825 A.-L.Cauchy deu um sentido preciso a derivada de func¢ao,
com uma nocao rigorosa de limite da sua razao incremental, seguindo uma
ideia de d’Alembert cerca de 1752. A.-L. Cauchy avancgou decisivamente o
estudo de fungoes complexas com base nas condigoes necessarias de diferen-
ciabilidade obtidas por L. Euler, mas s6 com trabalho de B.Riemann em 1851
estas condi¢oes comecaram a ser plenamente exploradas; é por iSso que sao
chamadas condi¢oes de Cauchy-Riemann. Sao equacOes que relacionam as
derivadas parciais das partes real e imaginaria da fungdo em relacao as partes
real e imaginaria da varidvel independente estabelecendo que a diferenciabi-
lidade de fungoes complexas implica uma forte interligagdo das partes real e
imaginaria da funcio, ausente para diferenciabilidade de funcdes de R? em R?
que restringe severamente fungoes complexas diferencidveis em comparagao
com funcoes diferenciaveis de R? em R2.

As condig¢oes de Cauchy-Riemann sdo necessarias para diferenciabilidade
de fung¢bes complexas num conjunto aberto e sdo suficientes para fungoes
com partes real e imaginaria C' como funcdes das partes real e imaginaria
da variavel independente, pois tais fun¢oes sao diferencidveis como fungoes de
variavel em R2, mas ainda sdo suficientes se a funcio é continua no conjunto
aberto considerado, como provado por D. Mencho em 1936.

504’ Alembert, Jean le Rond (1717-1783).
51Corrigindo uma lacuna prova iniciada em 1923 por de Herman Looman (1896-1983). Men-
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As transformacoes lineares definidas pelas derivadas de fungoes comple-
xas diferencidveis num conjunto aberto correspondem a relagoes geométricas
de semelhanca do dominio para o contradominio, i.e. transformagoes que
preservam angulos entre rectas e em cada ponto expandem (ou contraem)
comprimentos uniformemente em todas as direc¢oes. Como as derivadas de
uma funcao definem transformacoes lineares que sao boas aproximacoes lo-
cais da funcao, as propriedades referidas tendem a ser satisfeitas pela fungao
no limite quando a variavel independente tende para um ponto de diferencia-
bilidade. L.Euler chamou a estas fun¢oes “transformacoes infinitesimamente
semelhantes” para traduzir a ideia de na vizinhanca de cada ponto tenderem
a definir transformacoes de semelhanga no sentido da geometria elementar
(triangulos semelhantes tém angulos correspondentes iguais e lados corres-
pondentes proporcionais com a mesma constante de proporcionalidade). L.
Euler considerou estas transformacoes em trabalhos de 1777 sobre cartas ge-
ograficas da Russia, que tinha sido encarregado de elaborar pela Academia
das Ciéncias de S. Petersburgo. Um aspecto essencial para o uso pratico
de cartas é que o “tragado de rumos” definindo um angulo de direccao de
percurso com uma direc¢do de referéncia (e.g. com o Norte magnético ou
celeste) possa ser feito marcando o mesmo angulo numa carta plana, o que
exige a preservacao de angulos na construcao de cartas planas da superficie
do globo terrestre e, portanto, a propriedade de serem “transformagoes in-
finitesimamente semelhantes”. A designagao Transformacoes Conformes foi
introduzida para transformacoes do plano com as propriedades geométricas
referidas em 1789 por F.T. Schuber, académico de S. Petersburgo.

3.2 Diferenciabilidade e derivada
Seja f:Q — C uma fungdo definida num conjunto aberto nao vazio 2 C C.
Diz-se que f é diferenciavel num ponto zg € ) se existe o limite da razao
incremental de f de zg para z€€) quando z— 2y :
! _ i L= (20

f'(z0) —zlgrzlo%zé)-
A f'(z9) chama-se derivada de f em z;. Se f é diferencidvel em todos
pontos de um conjunto aberto S # (), diz-se que ¢ Holomorf em S, se
S C ) nao é aberto, diz-se que f é Holomorfa em S se tem extensao Holomorfa
a um conjunto aberto que contém S. O conjunto de todas fun¢oes Holomorfas
em S designa-se H(S). Chama-se funcao inteira a uma funcao Holomorfa
em C. Logo, o conjunto das funcoes inteiras ¢ H(C).
(3.1) Exemplos:

s 7

1. A funcdo complexa f(z)=|z|? s6 é diferencidvel no ponto z =0, pois,

choff, Dmitrii (1892-1988). A prova usa o Teorema de Morera, categoria de Baire, medida de
Lebesgue e a Regra de Barrow para integral de Lebesgue. Esta Regra e o Teorema de Loomis-
Menchoff estao incluidos no apéndice I do livro Magalhaes, L.T., Quasiconformal Mappings in the
Plane and Complex Dynamics, to publish.

®23chubert, Friedrich Theodor von (1758-1825).

%3Nome introduzido em 1875 por Charles Briot (1817-1882) e Jean Bouquet (1819-1885).
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0

com h=re? comr>0e ek, é

f(z+h})l—f(z) _ (z+h)(2h+h)—z2 _ zz+zﬁ+hhz+hﬁ—zz _ z%—i—?—}—ﬁ —ze 20454
Lo lim LEFV=FE) e 2047z . Para z#0 este limite varia com 6, pelo
ga, p h p

_>
que nao existe, e para z=0 o limite existe e é zero. Portanto a derivada de
f 86 existe no ponto 0 e f/(0)=0.
2. Para uma fungao complexa constante f(z)=c é
f'(2) = lim JEth) =) _ iy e = .

h—0 h h
Fungoes constantes em C sao fungoes inteiras com derivada nula em todos
pontos de C.
3. Para a fungao identidade f(z)=z é

/ S flz4+h)—f(z) _ 1 zt+h—=z
lim 2SR — gy &=z ]
f(z) Lim 7 lim =5
A funcao identidade é inteira e tem derivada 1 em todos os pontos de C.

4. Para uma funcdo poténcia de expoente inteiro positivo f(z) = 2", com
n €N, da formula binomial de Newtonﬂ é

h—0
k=0

n n
Zn_}_; (Z) anhk_zn] _ ]1’1_% ; <Z> Jn—kpk=1 _ o n—1
Logo, f(z)=2" é uma funcao inteira com derivada f'(z)=nz""! para z€C.

= lim &
h—0 h

As derivadas nos exemplos anteriores foram calculadas directamente a
partir da definicdo, como limites de razoes incrementais. Contudo, da defini-
¢ao de derivada resultam propriedades de derivacao de operacoes de funcgoes
anédlogas as de funcles reais e que se estabelecem da mesma maneira. Em
particular, somas, produtos e quocientes com denominadores ndo nulos de
funcodes complexas diferenciaveis num ponto sao diferencidveis nesse ponto, e
composicoes de func¢oes complexas diferencidveis em pontos correspondentes
na decomposigao sao

(F+9)=F+d. (f9)=Fg+id, (L)=LGL (fog)=(f'og)g.
Logo, somas, produtos e quocientes com denominadores nao nulos de fungoes
Holomorfas num conjunto aberto €2 C C sdo Holomorfas em €2, e composicoes
de fungoes Holomorfas sao Holomorfas, i.e. se g € Q e f € H(g(Q)), é
foge H(S). Em particular, o conjunto H(S) das fungdes Holomorfas num
conjunto S C C é um espago linear complexo com a soma e a multiplicagao
por escalares complexos usuais, e substituindo os escalares por niimeros reais
é um espaco linear real.

*Este limite é a derivada direccional da correspondente fungdo em R? no ponto (z,y) = 2
segundo o vector (cos ,sinf) .
5 Newton, Isaac (1642-1727).
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(3.2) Exemplos:
1. As fungbes polinomiais complexas P(z)=)"}_, ¢ 2" sdo inteiras, pois
sao somas de produtos de constantes por poténcias de expoentes inteiros
nao negativos, que sao funcoes inteiras. As regras de derivagao de operagoes
de fungoes dao P'(z)= Z;é(k:—i— 1)cpy12*. Logo, a derivada de uma funcio
polinomial de grau n é uma funcao polinomial de grau n—1.

- . . P z) ~ ~ . ..
2.~ As fungoes .rac10na1§ Q(z)’ em que P, sao fun(;o.es pol1nom1a1§ e Q
nao é o polinémio zero, sao Holomorfas no resp. dominio, i.e. no conjunto
de pontos em que o denominador Q(z) nao é zero, pois s@o quocientes de
fungoes inteiras. As derivadas de fungoes racionais podem ser calculadas
com a regra de derivacao do quociente de funcées e a férmula de derivagao
de polinémios do exemplo precedente.

Se f: Q02— C, com Q2 CC, é uma funcao diferenciavel no ponto 2y, a
funcao definida por

f(2)=f(z0) =" (20) (2—20)
(3.3) E(z,20) = {0 o : ZSO
satisfaz lim F(z,29) = 0 e a fun¢do T,,: C — C tal que T, (z) = f'(20) 2
é uma Ea%)sformagéo linear no espaco linear complexo C. Portanto, da
correspondéncia entre pontos de C e de R?, a diferenciabilidade de uma
funcao complexa f num ponto zg € C corresponde & diferenciabilidade da
funcdo (u,v) = f de R? em R? no ponto (zg,yo) = 20 cuja derivada é uma
transformacao linear em R? que corresponde a uma transformacio linear no
espago linear complexo C. Designando (A, B)=f"(z), é

T. ((z,y)) = (A+iB)(z+iy) = (Az— BY )+i(Ay+ Bz) = (Az— BY, Ay+ Bux).
A representacao matricial da correspondente transformacio linear em R? na
base canonica coincide com a matriz jacobiana da fungao (u,v) em (zg, yo)
A -B [ = 5 ]
[ B A} "o o |
oxr Oy

0 que é consistente com a observacdo em Algebra Linear das representacoes
matriciais das transformacoes lineares em R? que correspondem a transfor-
macoes lineares complexas em C serem na base canoénica de R? as matrizes
reais 2x2 com as componentes na diagonal principal iguais e as outras duas

componentes simétricas uma da outra.
Ficou provado o resultado seguinte.

(3.4) Equacgoes de Cauchy-Riemann: Se f:Q — C com Q C C €
diferencidvel em zy = (zg,y0) € Q e f = (u,v), em zy verificam-se as
equacoes de Cauchy-Riemann

ou __ Jv ov _ _ Ou

9z — 0y = "oy

e a deriwvada de f € dada por qualquer das quatro formulas sequintes:
I du | ;Ov df of /v . oudef  .of /_Ou_:O0u /_0v | ;Ov
f'=tior = an =0,y = —lay- ['=aa—toy [ =5, Ti5:
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As equacgoes de Cauchy-Riemann estabelecem fortes restri¢des de interli-
gacao das partes real e imaginaria de fungbes complexas diferencidveis, mas
também estabelecem restricoes as partes real e imaginédria, como se vé nos
exemplos seguintes.

(3.5) Exemplos:

1. Se f = (u,v) é uma funcao Holomorfa numa regiao 2 C C com parte

real u(z,y) = z?2—zy—y?, é (%(m,y), g—Z(x,y)) =(2zx—y,—z—2y), e, das
equagoes de Cauchy-Riemann, é (%, g—Z) =(x+2y,2x—y). Primitivando as

duas componentes em relagao as variaveis das resp. derivadas parciais d&

(v(z,y),v(z,y)) = (322 +2xy+k1(y) , 22y — 53> +ka(z)),

e equacionando as duas componentes obtém-se v(z,y)= %x2+2xy—%y2+c,
com ¢ uma constante real. Logo, a parte imaginaria v de uma fungdo Holo-
morfa numa regiao com a parte real © dada tem de ser desta a forma.

2. Se f = (u,v) é uma fungao Holomorfa numa regiao 2 C C com parte
real u(z,y) = 22 + y?, obtém-se analogamente ao exemplo precedente
(v(z,y),v(z,y)) = (—2zy+ki(y) , 2zy+k2(x)) e equacionando as duas com-
ponentes —2xy+ k1 (y) = 2xy+keo(x), que é impossivel. Portanto, ndao ha
funcoes complexas Holomorfas com parte real u(x,y)=x?+ 32, ou seja nao
h4 fungoes Holomorfas f com Ref(z)=|z|>.

A diferenciabilidade de uma funcido complexa num ponto zy corresponde
a acréscimos dos valores da func¢do numa vizinhanca de zy em relacao ao valor
da funcao em zg serem bem aproximados por uma funcao linear complexa,
no sentido do quociente do desvio de aproximacao do valor da funcao num
ponto pelo desvio do ponto a zg tender para zero quando o ponto tende para
20, 0 que corresponde geometricamente ao grafico da funciao em R? associ-
ada & fungdo complexa admitir um plano tangente (ndo vertical) no ponto
correspondente a zg, e implica continuidade em pontos de diferenciabilidade.

(3.6) Fungoes complexas sao continuas em pontos de diferenciabilidade.

Dem. Com E(z, zp) como na férmula (3.3]) para z numa vizinhanga de zg , é

F(2)=f(z0)—f"(20)(z—20)=(2—20)E(2, 20) , € Zlirgof(z):f(zo) . Q.E.D.

O exemplo seguinte mostra que as equagoes de Cauchy-Riemann sao
necessarias, mas nao suficientes para diferenciabilidade.

(3.7) Exemplo: Se f((z,y)) = +/|zy| para (z,y) € C e f=(u,v), é
u(z,0) = u(0,y) = v(x,y) = 0, as derivadas parciais de u e v em zg =0
sao nulas e, portanto, as equactes de Cauchy-Riemann sao satisfeitas em
2. A razdo incremental de f em zo, com z=re’’, em que r>0, #eR, é

Fe®)—f©0) _ 7/I(cosO)in0)] _ \/ [sin(20)] o6

ret0 retf
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cujos valores variam com 6, e.g. o valor é 0 para §=0¢ é %(1—2’) para =7 .
(z) = £(0)
z

Logo, liH(l) ! nao existe, e, portanto, f nao é diferenciavel em z9=0,
zZ—r

embora satisfaca as equagoes de Cauchy-Riemann.

Sabe-se do estudo de funcdes em R? que uma condicio suficiente para
diferenciabilidade de uma fun¢do num conjunto aberto nao vazio é que as
duas componentes reais da funcao sejam C?, i.e. as derivadas parciais exis-
tam e sejam continuas. Esta propriedade permite estabelecer condicoes em
que as equagoes de Cauchy-Riemann sao necessarias e suficientes para dife-
renciabilidade de uma funcdo complexa.

(3.8) Se Q C R? é um conjunto aberto nao vazio e u,v : 2 — R sdo
funcées Ct, a funcio complexa f = (u,v) é Holomorfa em Q se e sé se
as equagoes de Cauchy-Riemann se verificam em ).

Dem. A funcdo (u,v) como funcio com valores em R? e varidvel em R? é
diferencidvel e a derivada é uma transformacao linear em R? que corresponde
a uma transformagao linear no espaco linear complexo C se e s se a matriz
jacobiana tem as componentes na diagonal principal iguais e as outras duas
componentes simétricas, que sao as equacoes de Cauchy-Riemann. @.E.D.

(3.9) Equagoes de Cauchy-Riemann em coordenadas polares

E por vezes util considerar as equacoes de Cauchy-Riemann em coorde-
nadas polares. Como a relagao de coordenadas cartesianas com polares é
(x,y)=(rcos@,rsinf), a mudanca para coordenadas polares no dominio de
funcoes u(z,y),v(x,y) pode ser expressa por

u(z,y)=u(rcosf,rsinf)=U(r,0), v(x,y)=v(rcosd,rsinfd)=V(r9).

Com a regra de derivacao da fungao composta obtém-se

ou U Ju  du .

or 09| |9z Oy ||cosf —rsind

v av || v o sinf rcosf |’
Y

or 00 Oz
As equagoes de Cauchy-Riemann em coordenadas cartesianas sao
du _ dv def du _ _ dudef
a—g—a—Z—A, B—Z——a—Z—B,
pelo que
ou oUu
or o0 | |Acosf—Bsinf —r(Asinf+Bcos)
v oy - | Asinf+Bcosf  r(Acosf—Bsinf) |’
T

Logo, as equagoes de Cauchy-Riemann em coordenadas polares sao

oV _ . U au _ .oV
(3.10) 20 =" 5 > 00 =T 5 -
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(3.11) Exemplos:

1. Considera-se a fungao complexa f(z)=e*. Com f=(u,v) e z=(x,y), é
e*=e"(cosy+siny), pelo que u(x,y)=e*cosy, v(z,y)=e"siny, e

%:emcosy, g—Z:—emsiny, %:e:’““siny7 g—;:emcosy.
Estas funcbes s@o continuas e satisfazem as equagtes de Cauchy-Riemann
em C. Logo, do resultado precedente, a exponencial complexa é uma fungao
inteira, com derivada

/_ Ou | s 0v __ - : _
(€*) = Gatigy = ecosy +iesiny = e*.
A derivada da exponencial é a exponencial, tal como da exponencial real.

~ _ 1/ iz —iz : _ 1/ iz —iz 5
2. As fungdes complexas cosz = 5(e”” +e7"%) e sinz = 5;(e'* —e™**) sao
inteiras, pois somas, produtos e composigoes de fungoes inteiras sao inteiras,
e tém derivadas

, ; i/ . . .
(cosz) = (3(e”+e™)) =L(ie”—ie ™) = —sinz,
. ! (1 iz —iz\\/ _ 1/ iz . —iz\

(sinz) = (5(e”—e ™)) = 5 (ie”+ie¥) =cosz.
Logo, a derivada do coseno complexo é o simétrico do seno e a derivada do
seno complexo é o coseno, tal como para as correspondentes funcoes reais.
2 ¢ um quociente de funcgoes in-
COoSs z
teiras, é Holomorfa no seu dominio, i.e. no conjunto em que o denominador
cos z nao se anula, C\{§+km,k€Z}. A derivada ¢é

. 2 2
I _ (smz)’ __cos?z4sin?z 1
(tanz) " \cosz/) cos? z T cos?z?

Como a tangente complexa tan z =

que também é a féormula de derivacao da tangente real.

3. Obtém-se analogamente que as funcoes complexas coseno hiperbdlico
e seno hiperbdlico sdo fungoes inteiras com derivadas (cosh z)’ = sinhz e
(sinh z)’=cosh z, e a tangente hiperbdlica é Holomorfa no seu dominio, em

que tem derivada (tanh z) = COSin i

4. Viu-se na seccao sobre logaritmos do capitulo precedente que o logaritmo
de nuimeros complexos pode ser definido por escolhas em infinitos valores,
mas podem-se considerar fungoes dadas por cada Ramo do logaritmo log z ,
e.g. logz + i(Argz+k2m), com k € Z fixo. Cada um destes Ramos do
logaritmo complexo estd definido em C\{0} e é descontinuo no semieixo
real negativo, com a parte imagindria a aproximar-se de (2k+1)7 quando os
pontos do dominio se aproximam deste semieixo pelo semiplano complexo
superior Zm z>0 e de (2k—1)m quando se aproximam pelo semiplano com-
plexo inferior Zmz < 0. As partes real e imaginaria de cada um destes
Ramos sdo, em coordenadas polares, z=re? com 6 €](2k—1)r, (2k+1)x],
resp. U(r,0)=logr e V(r,8)=0. Verifica-se

U _1 U _ v _ U _
or T o 80_0’ 8r_0’ 8«9_1'

Estas funcoes sao continuas e satisfazem as equagoes de Cauchy-Riemann
em coordenadas polares em {(r,0) € [0, +oo[x](2k—1)m, (2k+1)7] }, que em
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coordenadas cartesianas corresponde a C\{(z,0) € C: x <0}. A continui-
dade de U e V no conjunto indicado implica a continuidade das partes real
e imaginaria em coordenadas cartesianas, u,v, de cada Ramo do logaritmo
considerado C\ {(z,0) € C: z < 0}. De (3.8]), cada uma destas fungoes lo-
garitmo é Holomorfa no conjunto referido. A derivada pode ser facilmente
calculada com a regra de derivacao da funcéo composta, derivando e'°8% =z
o que da elogz(log z)' =1, pelo que (logz) = %, analogamente a férmula de
derivacao do logaritmo real.

5. Também se viu no capitulo precedente que as poténcias complexas sao
definidas para w € C\Q por z s 2% = @087, Para?d 2 ¢ RT, 2% pode ser
escolhido de infinitos valores, tal como log z , e para z € R convencionou-se
tomar para logz o logaritmo real, o que d4 uma tnica possibilidade para
os valores de z% que corresponde ao valor principal do logaritmo complexo.
Cada um dos Ramos do logaritmo complexo considerados no exemplo pre-
cedente corresponde a um Ramo da poténcia complexa z% e é uma fungao
complexa definida em C\ {(x,0) € C: = < 0}, tal como o correspondente
Ramo de log z. A férmula 2% =e®1°8% d4 cada Ramo de z+— 2% como com-
posicao de funcées Holomorfas no resp. dominio, pelo que também é uma
fung¢do Holomorfa no resp. dominio. A derivada de cada Ramo de z +— 2%
nos pontos de C\{(z,0)€C: x <0} calcula-se pelas regras da derivacao de
operacoes com fungoes diferencidaveis, obtendo-se

(Zw)/ — (ewlogz)/ — 6wlogz% — wzwfl’

andloga a féormula para a derivada da funcao real poténcia de base positiva.

Para z€C e we Q com wzg em termos minimos com peZ e g€ N,
6 20 = 20 = gwlog #. pelo que as conclusoes anteriores também se aplicam
neste caso. Para as poténcias inteiras positivas z% com w € N ja se obteve
no exemplo ([3I14) a mesma férmula de derivacao, e para poténcias inteiras
negativas z% com —w €N obtém-se

() = 7elY = () = — bl = el =
que é a mesma formula de derivacao obtida para os casos anteriores.
6. As exponenciais complexas de base complexa foram definidas na corres-
pondente seccao do capitulo precedente por w— 2% =e®1°8% para z € C\{0}.
Para cada um dos Ramos do logaritmo, esta funcao ¢ uma composicao de
funcgoes inteiras e, portanto, também é inteira. A derivada calcula-se com as
regras da derivacao de operacoes de funcoes diferencidveis, obtendo-se

(Zw)/ — (ew logZ)/ :ewlogz log y— W log z,
a mesma férmula da derivada de exponenciais reais com bases positivas.

7. Na seccao sobre inversas de funcoes trigonométricas do capitulo prece-
dente obteve-se arccos z = +ilog (z +vV22— 1) =+ilog (z +iv1— z2) . Para

%0 Designa-se RT =10, +o0 .
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definir uma fungéo correspondente a um Ramo desta relagdo hd que esco-
lher o sinal, escolher um Ramo da raiz quadrada e um Ramo do logaritmo.
Pode-se escolher o valor principal do logaritmo, o Ramo da raiz quadrada
definido no plano sem o semieixo real negativo e que assume valores de parte
imagindria positiva, e o sinal negativo. Para que 1—z? nao esteja no semieixo
real negativo, excluem-se do dominio os nimeros reais z da unido de inter-
valos |—oo, —1]U[1, +00[. Se z+iv/1— 22 pertence ao semieixo real negativo,
como z—iv/1—22 é o seu reciproco, também este pertence ao semieixo real
negativo e a soma dos dois 2z é um numero real negativo. Como o intervalo
| — 00, —1] estd excluido, resta verificar que para z €]—1,0[ é vV1—22 >0
e z+1v1—22 nao é real, para concluir que se pode considerar a funcao
arccos z = —ilog (z24iv/1—22 ) definida na regidgo C\ (]—o0, —1] U [1,+o0])
com o valor principal do logaritmo (ver Figura [2.22]). Para ntimeros reais
z € [—1,1] o valor desta fungao é o mesmo da funcao real arccos, que tem
contradominio [0,7]. A funcdo é definida por composigoes, produtos e so-
mas de fun¢bes Holomorfas, pelo que é Holomorfa em 2. A derivada desta
funcao arccos z calcula-se facilmente pela regra de derivagao de operagoes
com fungoes diferenciaveis, obtendo-se

(arccos z)" = [—ilog (z+iV/1—22 )], = —i T\/—z <1+12m>

_ _ i Vi—z2—iz\ _ __ 1
z4+iv/1—22 V1=22 V1-22"

concordante com a férmula para a correspondente fungao real.

Para arcsinz = § —arccos z pode-se tomar o Ramo de arccos z acima
considerado. Como é uma diferenga de fungoes Holomorfas em 2, também
é uma funcao Holomorfa em 2. Com as regras de derivagdo de operacoes
de funcoes complexas obtém-se,

O resultado seguinte da condic¢oes simples para uma fungdo Holomorfa
numa regido ser constante. Ilustram, mais uma vez, que a existéncia de
derivada de uma funcido complexa numa regido impoe restrigoes fortes de
interligacao entre as partes real e imaginaria, e os médulo e argumento.

(arcsin z)" = [5 — (arccos z)]/ = —(arccos z) =

(3.12) Uma fun¢ao Holomorfa f numa regiao de C € constante se f'=0
ou uma das funcoes Re f, Im f, |f|, arg f € constante.

Dem. Se a derivada de f = (u,v) é nula numa regiao Q C C, as derivadas
parciais de u, v sao nulas e, portanto, u, v sdo constantes em todos segmentos
de recta paralelos aos eixos coordenados contidos em 2. Como €2 é um
conjunto aberto e conexo, qualquer par dos seus pontos pode ser ligado por
uma linha poligonal em {2 com segmentos sucessivos paralelos a um dos eixos
coordenados. Logo, u,v e, portanto, também f, sao constantes em 2.

Se u= Ref (resp v=ZIm f) é constante em ), entdo f'= ‘gg —ng 0

(resp., f'= ay —|—z =0) e, do pardgrafo precedente, f é constante em ().
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Se |f| é constante em Q, também u?+v? é constante em §2. Derivando
em ordem a ac ey e com as equa(;ées de Cauchy—Riemann obtém-se
uam—H} =0, uay—H} =0, uax—H} =0.
O sistema de equacoes lineares com a 1a e a ultima destas equa(;ées é equi-
valente a equacgao matricial o
u v} 9z

v —ul||ow| T 0-

O determinante da matriz de coeficientes é —(u%42v?). Se u?+v? se anula
num ponto, como é constante em {2 anula-se em toda esta regiéo e f=0em
Q2. Caso contrério, o sistema tem solucao tnica 0, e f/= ax —id 52 =0, pelo
que, do penultimo paragrafo anterior, f é constante em 2.

Se o argumento de f é constante em 2, u e v tém valores numa mesma
semirecta com extremidade na origem, pelo que ou u=0 em {2 e do peniiltimo
paragrafo anterior f é constante em {2, ou para algum ceR é v=cu e

Re(c+i)f = Re[(c+1i)(u+iv)] = u—cv=0,

e, desse pardgrafo, (c+1i)f=0, e, como c+i#0,é f=0em . Q.E.D.
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Figura 3.1: Intersecgao ortogonal de curvas de nivel das partes real (a grosso)
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A consequéncia seguinte das equacoes de Cauchy-Riemann é muito util
para representacao geométrica de fungoes Holomorfas. Mais uma vez, verifica-
se que a diferenciabilidade de uma fun¢ao complexa num conjunto aberto im-
poe fortes restricoes de interligagdo das suas partes real e imaginéria, neste
caso com uma expressao geométrica muito simples.

(3.13) Curvas de nivel das partes real e imagindria de uma fungao
Holomorfa intersectam-se ortogonalmente (Figura[31]).

Dem. Se f = (u,v), das equagoes de Cauchy-Riemann, o produto interno
canénico em R? de Vu, Vv satisfaz

vu_vv_auav_i_au@_@uav Bvau_O.

T Oz0z "9ydy  Ox 0z 0Oxdxr

Logo, Vu, Vv sao ortogonais, e as curvas de nivel de u e v também. Q.E.D.

3.3 Transformacgoes conformes

Para analisar como transformacoes definidas num plano deformam o espaco
é util observar o efeito em curvas dos dominios das transformacoes.

As nocdes de curva e caminho em subconjuntos de C e em R? sdo anélo-
gas. Em particular, um caminho em 2 C C é uma func¢ao continua definida
num intervalo de nimeros reais com valores em 2. Chama-se curva y*
em () ao contradominio de um caminho v em 2. Um caminho regular é
um caminho C! com derivada que ndo se anula. Para um caminho regular
v:I - C, em que I CR é um intervalo, 7/(t) #0 é um vector tangente a
curva v* no ponto (t), para tel.

Im Tm

Re Re

Figura 3.2: Transformagcao de curvas por uma funcao Holomorfa

Se  C C é aberto, f € H(2) e v é um caminho regular em €,
B = fory também é um caminho em f(Q2). A curva 8* correspondente é
a imagem da curva v* pela funcao f (FiguraB.2). Da regra de derivagao da
funcdo composta, ()= f'(v(t))7'(t), paratel. Se f ¢ C*, 3 é um caminho
regular se e s6 se f'(2)#0, para z€~*, e arg #'(t) = arg f'(v(t)) +arg/(t)
para t €1 com f'(y(t))#0. Se to€I, z0=7(to) e f'(20)#0, o angulo entre
as tangentes dirigidas v/(¢g) e 8'(tp) aos caminhos, resp., v e [ nos pontos,
resp., 20 ="(to) e wo= f(z0) € igual a arg f'(z9). Logo, caminhos regulares
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que formam um angulo # em zy sao transformados por f em caminhos que
formam o mesmo angulo 6 em wy (Figura B.3]). Também é
. Z)— Z
Jim S 1y

pelo que pequenos segmentos de recta com origem em zy sdo, no limite
quando z — 2g, contraidos ou expandidos na razao |f’(zg)|. Portanto, a mu-
danca de escala no ponto zg resultante da transformacao f é independente da
direc¢ao (FiguraB3]). Quando uma funcao satisfaz estas duas propriedades
diz-se que é uma Transformagao Conforme.

Im Im

Re Re

Figura 3.3: Preservacao de angulos e mudanca de escala em cada ponto
sob transformacoes definidas por funcées Holomorfas

Assim, as fungoes Holomorfas satisfazem restrigdes geométricas muito
fortes, como ja se tinha observado com as curvas de nivel das partes real e
imaginaria de uma funcao Holomorfa a intersectarem-se ortogonalmente.

Os dois tipos de conformidade para uma fungdo f:{ — C num ponto
20 € Q) implicam que f'(z) existe: o modulo de f/(zp) é a razdo de contracgio
ou expansao de pequenos segmentos com origem em zg e o argumento é, para
cada caminho regular v que passa em z, a diferenca dos argumentos das
tangentes dirigidas dos caminhos v e f= fo~y em, resp., zo e f(z0) -

O resultado seguinte d4, sob a hipotese adicional de f = (u,v) ser C*
numa vizinhanca de zy como funcio de R? em R?, que o 1° tipo de confor-
midade implica diferenciabilidade de f em zy e o 2° tipo de conformidade
implica a diferenciabilidade de f ou f em 2y, com derivadas #0.

(3.14) Se By(z0) CC com r>0 é um circulo aberto centrado em zy€C
e f:By(z0)—C € tal que nos pontos z=(x,y) € By(z0) %, g—; existem e
s@o continuas:
1. A preservacdo dos angulos entre caminhos requlares em zy equivale
a existéncia f'(z9)#0.
2. A emisténcia de uma razao de expansdio (ou contrac¢do) de dis-
tancias de pontos a zg no limite quando tendem para zy equivale
a existéncia de f'(z9) #0 ou ?I(zo) # 0 (no dltimo caso f pre-
serva valores absolutos de angulos entre caminhos regulares que se
intersectam em zy mas inverte sentidos).
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Dem. J4 se provou que a existéncia de f’(z9) # 0 implica a validade das
duas condigoes de conformidade. Como os valores absolutos de complexos
conjugados sao iguais e os angulos definidos por complexos conjugados nao
nulos sao iguais em valor absoluto mas de sentidos contrarios, a existéncia
de (f)'(20) # 0 em zp também implica a validade das duas condicdes de
conformidade, com inversao de sentidos de angulos.

De ([B3.8), a existéncia de derivada de f (resp., f) em zy é equivalente &
validade das equagoes de Cauchy-Riemann de f (resp., 7) em zg, pelo que
basta mostrar que, separadamente, cada uma das condigoes de conformidade
implica a validade das equagoes de Cauchy-Riemann em zg e f'(z0) #0 (resp.,
(f) (20)#0).

Para um caminho regular z: I — B,(zy), com zy = z(to), to € I,
2(0)= ((0),y(0)) e w(t) = F(2(8)), 6 ' = 1(247), o = (=) =—ib (=),

W= Gy = H(E i)+ (i)

em que as derivadas parciais de f sao calculadas em zy e as derivadas de
x,y, z,w sao calculadas em tg.

Prova de 1): Se os angulos entre caminhos regulares em zj sdo preservados,

(.15 W LG8 + 1Y Hig)3

z

deve ser #0 e ter argumento independente de 2. Quando 2’ percorre todos
os possiveis valores complexos, o quociente j— percorre a circunferéncia do
plano complexo com raio 1 e centro na origem, pelo que os valores de
percorrem a circunferéncia com centro em —(gi ng ) e raio %| +42L By |
A tnica situagdo em que o argumento permanece constante é com raio nulo
i.e. af—i—zaf—O, que, om f = (u,v), equivale a %:g—z e %:_%’ que
sao as equagoes de Cauchy-Riemann. Portanto, f é diferenciavel em zg.
Como a expressao ([B.I5]) tem de ser #0 e o 2° termo no lado direito é zero
e 6£+zgf—0 resulta de (B15) que Z’/I —8f750 e, de (B4), f'= 750.
Prova de 2): Se pequenos segmentos de recta com origem em zy sao, no
limite quando os comprimentos tendem para zero, expandidos (ou contrai-

dos) numa razao constante pela transformacao f, é % #0 e independente

de 2/, pelo que o valor absoluto da expressao ([B.I5]) tem de permanecer
constante quando 2’ percorre todos os possiveis valores complexos. Como os
valores assumidos por (3.15]) percorrem uma circunferéncia, os seus médulos
s6 permanecem constantes se o raio da circunferéncia é nulo ou o centro
estd na origem. Ja se viu que o 1° caso implica a validade das equagoes de
Cauchy-Riemann e, portanto, a diferenciabilidade de f em 2. O 2° caso

corresponde a % = ng , Ou seja a % = _ng , que implica a validade das

equacoes de Cauchy-Riemann de f e, portanto, a diferenciabilidade desta
funcao em zy. Como no paragrafo precedente obtém-se

(?),(ZO) = 8:): = am 7é 0.
Q.E.D.
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(3.16) Exemplos: As fungdes Holomorfas consideradas em secgdes anterio-
res dao exemplos de Transformacgoes Conformes. Consideram-se sem seguida
trés exemplos especificos mais detalhadamente.

1. A transformacdo exponencial

Considera-se a funcao exponencial f(z) = e* = e*(cosy+isiny), com
z=(z,y). Como a exponencial é uma fungao periédica de periodo 27, cada
faixa horizontal do plano complexo com largura 27 é transformada em todo
o contradominio da exponencial, i.e. em C\{0}.

Im Im
i2m

in/3)

Figura 3.4: Transformagao do plano definida pela exponencial complexa

As rectas verticais z =a sao transformadas em circunferéncias com cen-
tro na origem e raio e (Figura 34). Em particular, o eixo imagindrio é
transformado na circunferéncia com centro na origem e raio 1, as rectas
verticais do semiplano direito em circunferéncias com raio > 1 e as rectas
verticais do semiplano esquerdo em circunferéncias com raio <1.

As rectas horizontais y = b sao transformadas em semirectas com ex-
tremidade na origem sem a conter que fazem angulo b com o semieixo real
positivo (Figura B.4)).

Im Im

i2n

i4m/3

Figura 3.5: Transformagao de um rectangulo pela exponencial complexa
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Uma vez que as rectas horizontais sao ortogonais as rectas verticais, tém
imagens que tém de ser curvas ortogonais, pois (%)’ =e*#0 para z€C, o
que se confirma pelas semirectas que passam pela origem serem ortogonais
as circunferéncias de centro na origem.

A exponencial transforma biunivocamente rectangulos de altura inferior
a 27 em sectores de coroas circulares (Figura B.5]). Rectangulos de altura
superior a 27 sao transformados em coroas circulares nao injectivamente.

2. Transformagoes de Mdbius
Chama-se Transformacao de M(‘ibiu a uma funcdo complexa
flz) = gjig, a,b,c,deC, ad—bc#0.
O exemplo (2.2) é o caso particular com a=0,b=c=1,d=—1. Vé-se em
capitulos seguintes que estas transformacoes desempenham um papel fun-
damental no esclarecimento da diversidade de Transformagdes Conformes.
Com as regras de derivacao de operagoes obtém-se

_a(cz+d) —c(az+b) _ ad—be
fl(z) - (cz+d)2 - (cz+d)2 ’

se cz+d+#0. Logo, se ¢c#0, a derivada existe e f'#0 em (C\{—%} ;se c=0,
a derivada existe e f’ #0 em C. Portanto, as Transformacoes de Md&bius
com c¢=0 sao conformes em C, e com c#0 sao conformes em (C\{—%l

Verifica-se
__az+b _ o _ dw=b
w=2r = utdw=az+b <= 2(cw—a)=—dw+b &= 2=—.
em que
o Laz+b  _ cazt+cb—acz—ad __ cb—ad
cw a_cchrd a= cz+d T ecz+d 7&0

Portanto, a funcao f é injectiva e a inversa é

i) = 2=t

Como da — (=b)(—c) = ad—bc # 0, a inversa de uma Transformacao de
Mobius também é uma Transformagcao de M&bius.

E especialmente simples de analisar o caso a=d=0, b=c=1, nome-
adamente a funcao reciproco R(z) = % , que tem dominio e contradominio
iguais a C\{0}. Como R(e?z) =e " R(z) para § €R, a imagem por R da
rotacdo de um conjunto S C C de um angulo # em torno de 0 é a rotagao
de angulo —6 em torno de 0 da imagem de S por R. Para ver como R
transforma rectas ou circunferéncias, note-se que com z = (z,y) toda recta

ou circunferéncia tem equacgao cartesiana da forma
(3.17) A(*+y*) +Bx +Cy+D =0,
com A, B,C,DeR. Se A#0, completando quadrados de somas,
B \2 C\2 _ B%24C%-4AD
(w493) +(y+az) = ==

e se também B24+C?—4AD >0, (3I7) é uma equacio da circunferéncia com

centro (— %,—%) e raio W : conforme B24+C?—4AD é <0ou 0

57 . = ~ . ~ .
?’Também sdao chamadas Transformagdes Homogréficas ou Transformagoes Lineares
Fraccionarias.
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(BI7) nao tem solugdes ou tem como solugao sé um ponto. Se A=0e B or
C nao é 0, é uma equagao de uma recta. Com as substituicoes

Pryi=2Z,  w=3(:47),  y=z(—7),
w:%:u—i—iv,
u?+v?=uww, u=3(w+w), v=>5(w-72),

a equacao ([B.I7) transforma-se sucessivamente em
AzZ+EB(z42) + $(:-2) + D = 0.

Ak +B(E+E) +§(3-1) +D 0.

w

A+ E@+w) + S(@-w) + Dww = 0.

(3.18) D(u?+v?)+Bu—Cv+ A=0.

A tltima equagao tem a mesma forma de (BI7]) com coeficientes diferentes;
logo, é uma equagao cartesiana de uma recta se D=0 e B, C nao sao ambos
0, ou de uma circunferéncia se D # 0 e B>+ C? —4AD > 0. Portanto,
as imagens de rectas ou circunferéncias pela funcao R(z) = % sao rectas
ou circunferéncias. Em particular, rectas verticais x = —D ((BI7) com
A=C =0, B=1) sao transformadas na recta u =0 se D =0, ou na
circunferéncia D(u?+v2)+u=0se D#0, que, por analogia com (3.17), tem
centro em (—%, 0) e raio ﬁ, e, portanto, é tangente ao eixo imagindrio

(Figure B.4]).

Im Im

Dl 1 Re /2D b R€

Figura 3.6: Transformagcao de uma recta vertical por zn—>%

Da analise anterior conclui-se que uma grelha de rectas verticais e hori-
zontais é transformada pela fungao R(z)= % numa grelha de circunferéncias,
que sao ortogonais a circunferéncias com que se intersectam e sao tangen-
tes a 0 (0 ndo é imagem de qualquer ponto) a um dos eixos coordenados e
eventualmente pelos préprios eixos coordenados (Figura [3.7)).

Para analisar o caso geral, nota-se que se ¢#£0, é

_ __az+b _ bc—ad 1 a
w_f(z)_cz+d_ c Cz+d+z
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Portanto, uma Transformacao de Mobius geral com ¢#0 é a composicao de
trés transformacoes Ai, R, As na forma AjoRoAs, em que:
o Aj:iz—z1=A1(2)=cz+d
(homotetia e rotacao centradas na origem seguidas de translacao),
e Rizi—29=R(z1)= % (transformagao reciproco analisada acima),
o As:zorw=As(z)=az+p
(homotetia e rotacao centradas na origem seguidas de translacao),
em que o= @ e f=2. As funcoes A1 e Ay sdo fungoes afins. Se ¢=0,
f(z)=g2+b é uma funcao afim, pelo que ¢ uma homotetia e rotagao centrada
na origem seguida de translacao.

Im Im

Figura 3.7: Transformagao de Mobius zr—>§

3. Transformacao de Joukovski

A transformacao de J oukovsk ¢ a funcao
J() = 3(z+3),

que tem dominio C\{0}. E uma funcdo racional e, portanto, é Holomorfa
no domifnio. A derivada é J'(v) = %(1— Z%) , que se anula nos pontos +1
e apenas nestes pontos, que sao pontos fixos de J pois J(+1)=+1. Por-
tanto, a transformacao de Joukovski é Transformagao Conforme na regiao
C\{-1,0,1}. Verifica-se a simetria J(1)=J(z), ou seja a imagem de um
ponto z#0 coincide com a imagem do seu reciproco % e

J(e?) = %(ew—{—e—w) = cosf =Ree',

pelo que a circunferéncia com raio 1 e centro na origem é transformada
no segmento de recta no eixo real entre os nimeros —1 e 1. Pares de
pontos conjugados dessa circunferéncia sao transformados no mesmo ponto
do segmento de recta, que é a parte real desses pontos.

A imagem da circunferéncia de raio r#1 obtém-se com z=7e" e de

(3.19) X+iY = f(re') = %(rew—i—#) =1(r+1)cosf+L(r—21)sino,

T

%8 Joukovski, Nicolai (1847-1921).
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pelo que

2 2
(s
Logo, a circunferéncia com raio r#1 e centro na origem é transformada na
elipse com semieixos ao longo do eixo real e do eixo imagindrio de compri-
mentos, resp., %(r—i—%) e %V—H (FiguraB.8). Portanto, toda regiao exterior
a circunferéncia com raio 1 e centro na origem ¢é transformada no comple-
mentar em C do segmento de recta no eixo real de extremos nos niimeros
41 e 0 mesmo acontece para o complementar da origem no circulo com raio
1 e centro na origem.

r r
1 1

Figura 3.8: Graficos das funcoes %(7‘-‘1-%) e %|r— %|

Da férmula ([BI9) também se obtém, para 6 € R tal que cosf # 0 e
sinf=#£0, % —}—% =1, pelo que as rectas de declive com valor absoluto
| tan 6| que passam na origem sao transformadas na hipérbole com semieixo
real de comprimento | cos 6| ao longo do eixo real e eixo transverso de com-
primento |sin 6| ao longo do eixo imagindrio (Figura 3.9). Estas hipérboles
sao ortogonais as elipses acima consideradas, pois sao imagens de curvas
ortogonais por uma Transformacao Conforme.

O eixo real (excluindo a origem) é transformado na uniao das semirectas
que se obtém retirando ao eixo real o segmento de recta com extremida-
des nos nimeros +1, e cada um dos semieixos imaginérios {iy : y > 0},
{iy : y < 0} é transformado em todo o eixo imaginédrio (Figuras B.9). Os
conjuntos {iy: y > 1}, {iy : —1 < y < 0} sao transformados no semieixo
imagindrio {iy : y < 0} e os conjuntos {iy: 0 <y < 1}, {iy: y <—1} sdo
transformados no semieixo imaginario positivo.

Com w= f(z), obtém-se

w—1 _ 2+1/2-2 _ 222,41 _ (z71)2
w+1 7 24+1/242 7 22+422+1 7 \z+1

Como w zwu—;% é uma Transformacao de Mobius com inversa ( — % , a

transformagao de Joukovski w = J(z) resulta da composicao de trés trans-

formacdes, w= (M "toQoM)(z), em que

- 1
Q:2120=(21)?, M 1:22n—>w:2f1,

M:zn—>z1:%,

com M e M~! Transformacoes de Mdbius e Q a funcéo poténcia de expoente
2. Verifica-se M € H(C\{-1}), Qe H(C) e M~t€ H(C\{1}). Como estas
transformagoes sdo conformes, preservam os angulos entre curvas regulares
em todos os pontos dos seus dominios. () duplica os argumentos em relacao



3.3 Transformacoes conformes 45

a 21 = 0, que corresponde ao ponto do dominio z = M~1(0) = 1. Com
a fungao reciproco R(z) = % obtém-se que a transformacao de Joukovski
também é a composicio RoNoQoM ™!, e, como R é uma Transformacio de
Mébius Holomorfa em C\{0} e conforme no seu dominio, as transformagoes
R, M, M~ preservam os angulos entre curvas regulares em todos os pontos
dos seus dominios e a transformacao () duplica os argumentos em relacao a
z1=0, que corresponde ao ponto do domfnio z= (M 1) - (0)=M(0)=-1.
Portanto, a transformacao de Joukovski duplica os argumentos em relagao
a qualquer dos pontos z==+1.

I'm I'm

Figura 3.9: Transformagao de Joukovski

Qualquer circunferéncia S que passa nos pontos +1 tem centro num
ponto ia do eixo imagindrio e raio v/ 1+a?, com a>1. A imagem do arco
de S contido no semiplano complexo inferior pela transformacao R é um
arco de circunferéncia que passa nos pontos £1 incluida no semiplano com-
plexo superior, ou seja é o arco da circunferéncia S incluido no semiplano
complexo superior. Como JoR=J, a imagem do arco de S no semiplano
complexo inferior coincide com a do arco de S no semiplano complexo su-
perior. Esta imagem é um arco de uma circunferéncia C' que passa nos
pontos +1. Designando por a >0 o angulo da tangente a S no ponto +1
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com a semirecta com origem neste ponto contida no semieixo real positivo
(Figura 3.10]), obtém-se que a transformacao de Joukovski J é uma fungao
bijectiva conforme do interior do circulo delimitado por S para U =C\C
e o arco de circunferéncia C' faz um angulo 2 com a semirecta de origem
neste ponto contida no semieixo real positivo. Também se obtém que J é
uma funcéo bijectiva conforme do exterior desse circulo para U. A transfor-
magao de Joukovski transforma a regiao delimitada pela circunferéncia S e
por uma outra qualquer circunferéncia tangente a S no ponto 1 numa regiao
semelhante ao perfil cldssico da asa de um aviao planador (Figura B10).

Im Im

Figura 3.10: Transformacao de Joukovski da regiao delimitada por duas
circunferéncias tangentes em 1, com uma delas a passar no ponto —1

Os exemplos precedentes mostram que as propriedades de conformidade
podem ser tteis para obter o tracado das imagens de certas curvas do plano
complexo que resultam da aplicacdo de uma funcdo Holomorfa. Pode-se
assim ter uma ideia geométrica de como a funcao deforma regioes do plano.

O estudo de Transformagoes Conformes tem grande interesse tanto de
um ponto de vista matematico como para aplicagoes em diversas outras
areas. Por exemplo, com inicio em 1939 as foram usadas Transformacoes
de Mobius em electrotecnia e linhas de transmissao em comunicagoes no
estudo de variagoes de impedancia de circuitos quando certos componentes
do circuito sao variam, através do diagrama de Smith@, e a transformagao
de Joukovski foi usada em 1906 para calcular a forga de sustentacao de um
perfil de asa de aviao e foi a base do 1° método de calculo da aerodinamica
de asas de avioes, directamente ou com outras funcoes com propriedades
semelhantes adaptadas a outros perfis de asas. Este ultimo exemplo é um
caso particular da utilidade mais geral 1til para resolugao de certas equagoes
diferenciais parciais, nomeadamente no ambito de hidrodindmica, aerodina-
mica, elasticidade, electroestatica, entre outras dreas. Em certos casos de
interesse pratico é possivel resolver com relativa facilidade uma dada equa-
cao diferencial numa regiao adequada, como por exemplo um rectangulo ou
um circulo, e com Transformagoes Conformes apropriadas obter solucoes da
equacao diferencial noutras regioes por simples mudancas de variaveis.

59Em inglés diz-se Smith chart. Foi introduzidos em 1939 por Philip Smith (1905-1987) para
célculo de linhas de transmissao e melhorado em 1944. Os diagramas de Smith em papel ou plédstico
foram substituidos por software digital, mas o diagrama de Smith ainda é a apresentacao grafica
mais utilizada para resultados de calculo computacional para circuitos de Radio-Frequéncia.
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Exercicios

3.1

3.2

3.3
3.4

3.5

3.6
3.7

3.8

3.9
3.10

3.11

3.12

3.13

3.14

3.15

Determine o conjunto em que a fun¢ao complexa dada é diferenciavel:

a) f(a,y)=a’—y" = 2xy+i2y(z—1). D) f(z,y)=e"""".

¢) fz,y) =2y’ +i22°y".

Determine os polinémios de duas varidveis com todos os termos de grau 4 sem
monoémios proporcionais a z?y? que adicionados A parte real e a parte imaginaria
da funcdo em 3.1.c) dao uma funcao inteira.

Determine a funcdo inteira f = (u,v) tal que v(z+iy) =3z2y—y*, z,y€R, e f(0)=1.

1

Mostre que a fun¢ao f tal que f(z)=e =% para z#0 e f(0) =0 satisfaz as condi¢oes
de Cauchy-Riemann em C e nao é diferenciavel em 0.

Mostre que f(z)= % prolongada por continuidade a 0 ¢ uma fun¢ao continua em
C que satisfaz as condi¢oes de Cauchy-Riemann em 0 e nao é diferenciavel em 0.

Seja Q2 CC aberto. Prove: fe H(Q) se e s¢ se g€ H() com g(2)=f(Z).
Seja f:Q — C com Q C C conjunto aberto. Prove: f satisfaz as condigées de
Cauchy-Riemann se e $6 se a fung¢ao F(z,z) :f(ZQﬁ, ZZ—_QE) satisfaz % =0.

Defina uma fungdo numa regido apropriada que seja a soma de raizes quadradas de
1+2z e 1—2, com z complexo, procurando uma regiao tao grande quanto possivel.
Determine o conjunto em que a fun¢ao é Holomorfa.

Resolva o exercicio precedente para uma composicao de dois logaritmos complexos.

Seja Q C C uma regido e f € H(Q) tal que [f>—1| <1 em Q. Mostre que Re f >0

ou Re f<0em 2.

Prove o Truque de Herglotz@: toda funcao f € H(BR(O)) C C para algum

R>1 que satisfaz a férmula de duplicagao 2f(2z) = f(2)+ f(z+3), para todo

z, z—l—%, 2z € B,(0), € constante. .

(Sugestao: Obtenha 4maxp|f’'| <2maxp|f’| para B=cl B,(0) com 0<r<R).

Prove: Se f é uma fungdo impar (i.e. f(—z)=—f(z)) Holomorfa em C\Z) com

(z—p)f(z) Holomorfa numa vizinhanga de cada p € Z que satisfaz a férmula de

duplicagdo do exercicio precedente em C\Z, entdo f(z)=mcot(nz).

(Sugestao: Comece por obter tan z =cot z—2 cot(2z) e tan(mwz)=cot (z-i—%)

Diz-se que uma fun¢do com valores reais ou complexos f é Harmdnica num con-

junto aberto Q C C se satisfaz a equagao de Laplace em cada ponto (z,y) €Q, i.e.
def 9%y | 02%u

Af =Gz +57, =0.

a) Determine as fung¢des polinomiais de duas variaveis reais com todos os termos

de grau 3 que s@o fun¢oes Harmonicas em C.

b) Prove: u é Harmdnica em ) se e s6 se v(z) =u(Z) é Harmdnica em Q).

c¢) Prove: As partes real e imagindria de uma fungdo Holomorfa com derivada con-

tinua num conjunto aberto sdo Harmonicas nesse conjunto.

d) Prove: Se f:Q—C é C?, f ¢ Harménica se e sé se g’;gz =0, com F a fung¢do

definida como no exercicio 3.7.

Mostre que se z1, 22,...,2n € C estao situados do mesmo lado de uma recta que
. ~ n n -1 _ ~ ~
passa na origem, entdo > ,_, 2 #0, ese >.;_,(z2x)” =0, entdo os pontos nao
podem estar situados do mesmo lado de uma recta que passa na origem.
Prove: Todos os zeros da derivada de uma funcao polinomial P(2)=T["_.(z—zk
k=1
pertencem ao invdlucro convexo dos zeros dessa fungao polinomial, i.e. a0 menor

50Em inglés diz-se Herglotz Trick. Gustav Herglotz (1881-1953) inclufa-o nas suas li¢bes, mas
néo o publicou. Apareceu publicado em 1950 na 1? edig¢ao do livro de C. Carathéodory referido na
bibliografia final. Anteriormente, tinha sido incluido em notas de ligbes sobre fungoes complexas
de vérias varidveis de Solomon Bochner (1899-1982) de 1936. Foi usado em 1964 por Emil Artin
(1898-1962) para a Fungdo Gama.
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conjunto convexd®] que os contém (que é um poligono convexo em que 0s vértices
sdo zeros da fungao polinomial).

3.16 Prove que z+—Z ndo é Transformagao de Mobius.

3.17 Prove: A Transformacao de Cayley@ (zb(z):z—;; € um difeomorfismo complexo
do semiplano superior complezo H={z€C: Zm z>0} no circulo B1(0) com inversa
¢~ :B1(0)— H tal que ¢~ " (w) =712,

3.18 Determine uma Transformacio de Mobius que transforma os pontos 0,4, —i, nos
pontos, resp., 1,—1,0.

3.19 Determine uma Transformacao Conforme que transforma a intersec¢ao dos circulos
do plano complexo |z|<1 e |z—1| <1 no circulo |z|<1.

3.20 Determine uma Transformagao Conforme que transforma a regido entre as circun-
feréncias do plano complexo |z|=1 e |z—1|=1 no semiplano Zm z>0.

3.21 a) Prove: Uma Transformagao de Mdbius tem 0 e oo como dnicos pontos fizos se
e 86 se é uma erpansao uniforme.

b) Prove: Uma Transformagdo de Mébius tem oo como tnico ponto fixo se e sd se
€ uma translagdo.

3.22 Prove: Uma Transformagdo de Mdobius comuta com uma Transformacdo de Mobius
T diferente da identidade se tem os mesmos pontos fizos de T.

3.23 Identifique as Transformacgoes de Mdbius correspondentes a rotagoes da Superficie
Esférica de Riemann (ver exercicio 1.16) em torno de didmetros.

3.24 Prove: Para cada par ordenado de ternos (z1,z2,23) e (w1, w2, ws) de pontos dis-
tintos de C eziste uma e s6 uma Transformacgao de Mébius que transforma cada zy,
em wg, para k=1,2,3. (Sugestdao: Comece por provar para (w1, ws,w3)=(0,1,00)).

Figura 3.11: Geometria de pontos simétricos em relagao a circunferéncia

3.25 Pontos z,z* € C sdo simétricos em relagdo a uma circunferéncia C se sdo

colineares com o centro de C' e o produto das distancias dos pontos ao centro de C'
é igual ao quadrado do raio. Chama-se simetria em relacao a C' a funcao que
transforma cada ponto z no seu simétrico z* em relagio a circunferéncia C.

a) Prove: z,z" € C sdo pontos simétricos em relagdo a uma circunferéncia C se e
86 se toda circunferéncia que passa nos dois pontos € ortogonal a C'.

b) Mostre que é valida a seguinte construgiao geométrica simples: o simétrico z* de
um ponto z do interior do circulo delimitado por C' em relagao & circunferéncia C'
é a interseccao da recta r que passa em z e no centro de C' com a tangente a C' no
ponto de intersecgao de C' com a recta perpendicular a r que passa por z (Figura
[BIT); vice versa, o simétrico z de um ponto z* no exterior do circulo delimitado
por C em relagdo a C' é a intersecgao da recta r que passa por z* e pelo centro de
C' com a perpendicular & recta que passa no ponto de tangéncia a C' de uma recta
que passa por z*; o simétrico de cada ponto de C' é esse proprio ponto.

51Diz-se que SCC é um conjunto convexo se todos os segmentos de recta com extremidades
em S estao totalmente contidos em S.
52Cayley, A. (1821-1895).
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3.26

c¢) Prove: As Transformagoes de Mébius transformam pontos simétricos em relagdo
a uma circunferéncia ou a uma recta em pontos simétricos em relagdo a imagem
da circunferéncia ou recta (propriedade de conservacdo da simetria).

Exercicios com aplicagoes a hidrodinadmica,
electroestatica e propagacao de calor em equilibrio

Considera-se um escoamento hidrodindmico plano estacionario, ou seja tal que o
campo de velocidades (u,v) do fluido nao varia com o tempo, estd definido numa
regiao 2 C C e é constante em pontos numa mesma recta perpendicular ao plano
complexo. Supde-se que o campo de velocidades é C! e é lamelar ou irrotacional,
i.e. rot (u,v,0)= (O, 0, %72—2) =0, e solenoidal, i.e. div (u,v,0) = %Jrg—z =0. A
1% condigao corresponde a circulagao do campo de velocidades em caminhos fecha-
dos que delimitam subconjuntos de Q ser zero (nao ha vortices totalmente contidos
em ) e a 2* condicao corresponde a um principio de conservacao (hé conservagao
de massa e o fluido é incompressivel). Se 2 é uma regido simplesmente conexa,
existem campos escalares potenciais ¢ e v tais que (u,v) =V e (—v,u) =V;
chama-se potencial do campo de velocidades a fun¢iao ¢. Numa curva de nivel
Y(z,y)=c de ¢, em que u= % #0, fica definida implicitamente y em funcao de
z de tal modo que g—f—l—(%’)(%) =0, pelo que (4, 9%) =14d2(y 4) e, portanto,
a curva de nivel é uma linha de corrente ou linha de fluxo, razao por que se
chama a 1 fungao de corrente ou fungao de fluxo. Chama-se potencial com-
plexo do campo de velocidades & fungao complexa f=(p, ).

Observagao: Um campo electroestadtico num conjunto sem cargas eléctricas também ¢ ir-
rotacional e solenoidal, pelo que a cada situacao de um escoamento hidrodindmico plano
estacionario com campo de velocidades irrotacional e solenoidal corresponde uma situa-
¢do aniloga em electroestatica plana num conjunto sem cargas eléctricas e vice-versa. F
analogo em propagagao do calor em equilibrio, substituindo o potencial do campo de ve-
locidades por temperatura e as linhas de fluxo do fluido por linhas de fluxo de calor.

a) Prove: Uma fungdo compleza f definida e C* em Q € o potencial complezo de
um campo irrotacional e solenoidal se e s se f€ H(Q).

Z¢= constante

\y = constante 7
™

Figura 3.12: Escoamento sobre um leito plano com um obstéculo vertical

b) Determine o potencial complexo, as linhas de corrente e a velocidade de um
escoamento plano de profundidade infinita sobre um leito plano com um obstaculo
vertical de altura h perpendicular ao leito e velocidade no infinito perpendicular ao
plano do obstaculo e com magnitude 1 (Figura B.12]).

Observacao: Este potencial também determina o campo eléctrico na mesma regiao se a
fronteira é um isolador eléctrico perfeito e a intensidade do campo eléctrico no infinito é
perpendicular ao plano da barra condutora na vertical e tem magnitude 1. Neste caso, o
potencial ¢ é o simétrico do potencial eléctrico e as linhas de corrente sao as linhas de fluxo
do campo eléctrico. Por outro lado, o campo eléctrico na mesma regiao com intensidade no
infinito igual a 1, mas com fronteira que é um condutor perfeito, tem potencial proporcional
a funcao de corrente 1 e as linhas de fluxo do correspondente campo eléctrico sdo as linhas
de nivel do potencial ¢ do campo de velocidades.
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Derivada

3.27

(Sugestao: Considere o escoamento no semiplano superior complexo e o obstaculo como
um segmento de recta vertical no eixo imaginirio de comprimento h a partir da origem.
Determine uma Transformacido Conforme do dominio no semiplano superior. Mostre que

1
as linhas de fluxo satisfazem y=1)o(1+ %)2 ).

Considere f(z) = arccosz como potencial complexo (ver exercicio anterior) em
electroestatica, mostre que as linhas equipotenciais e as linhas de corrente sao as
representadas na FiguraB.I3le descreva como este potencial permite obter cada um
dos campos eléctricos seguintes:

1. Exterior a um condutor cilindrico de sec¢ao ortogonal eliptica carregado, inclu-
sivamente no caso limite de uma fita condutora;
2. Entre duas superficies condutoras cilindricas com secgoes ortogonais elipticas

confocais, ou entre uma destas superficies e a fita condutora de secgao igual ao
segmento entre os focos;

3. Entre folhas conexas de duas superficies condutoras cilindricas com secgoes or-
togonais hiperbdlicas confocais, ou entre uma destas e um semiplano condutor com
aresta a passar pelo foco e pertencente ao plano de simetria da superficie cilindrica;
4. Entre dois semiplanos condutores complanares de arestas separadas paralelas;

5. Entre um plano e um semiplano ortogonal de aresta paralela ao plano e nao o
intersectando.

Figura 3.13: Linhas de nivel das partes real e imaginéria de f(z)=arccos z



Capitulo 4
Integral

4.1 Introducao

Uma 1?2 referéncia a integral de funcao complexa e a algumas das suas aplica-
¢oes aparece num trabalho de L. Euler apresentado na Academia das Ciéncias
de S. Petersburgo em 1777. A nocdo nao era rigorosa nem era mencionado
que o integral é sobre caminhos no plano complexo, pois ainda nao se conhe-
cia a identificagdo dos nimeros complexos com pontos de um plano.

A 12 referéncia a uma noc¢ao de integrais de fungoes complexas sobre ca-
minhos com preocupacao de rigor aparece numa carta de C.F.Gauss a F.W.
Bessel em 1811, que também menciona um resultado de independéncia do
integral em caminhos de integracao com as mesmas extremidades, equiva-
lente ao Teorema de Cauchy. Estes resultados nunca foram publicados, mas
C.F. Gauss usou integrais complexos em 1816 num dos seus artigos com o
objectivo de provar o Teorema Fundamental da Algebra.

A 12 publicagdo com integragdes de func¢oes complexas foi de S.D. Pois-
sond em 1813.

Em 1814 A.-L. Cauchy apresentou na Academia das Ciéncias de Paris
uma memoria que referia integrais de fungdes complexas analogamente a L.
Euler em 1777, que s6 foi publicada em 1825 com uma nota adicionada por
A .-L. Cauchy em 1822 mencionando que os integrais sobre a fronteira de um
rectangulo de lados paralelos aos eixos coordenados sao nulos para fungoes
complexas continuamente diferencidveis no fecho do rectangulo. Este resul-
tado, que pode ser obtido do Teorema de Green@ para funcoes reais definidas
em subconjuntos de R?, & um caso particular do Teorema de Cauchy, embora
com a hipdtese excessivamente forte de continuidade das derivadas da fungao
integranda.

A definigao rigorosa de integral, mesmo de fungoes reais continuas num
intervalo limitado e fechado, s6 apareceu em 1823, também por A.-L.Cauchy.
Em 1854, B. Riemann estendeu a nocao de integral a funcoes reais limita-

3 Poisson, Siméon Dénis (1781-1840).
647 12 afirmacéo e utilizagdo do Teorema de Green, embora sem prova, foi em 1846 por A.-L.
Cauchy e no contexto de Anélise Complexa. Green, George (1793-1841).
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das num intervalo limitado de ntimeros reais sem exigir continuidade e, em
1902, H. Lebesgue estendeu a nogao de integral de fungdes reais na tese de
doutoramento que apresentou com o titulo Intégrale, Longeur, Aire.

O Teorema de Cauchy estabelece que integrais em caminhos fechados
num conjunto em que a fungao integranda é Holomorfa sao zero, sob certas
condicoes topoldgicas ou geométricas relativas ao conjunto e aos caminhos
considerados. Esta propriedade equivale a igualdade dos integrais em ca-
minhos no conjunto com o mesmo par ordenado de pontos inicial e final.
Portanto, a validade do Teorema de Cauchy num conjunto equivale & inva-
riancia do integral em classes de caminhos com o mesmo par ordenado de
pontos inicial e final obtidos por deformagoes continuas possiveis sem deixar
o conjunto, logo & propriedade referida na carta de C.F.Gauss a F.W.Bessel
acima mencionada. Esta é a propriedade que A.-L. Cauchy considera para
caminhos bem mais gerais do que fronteiras de rectangulos na Mémoire sur
les intégrales définies prises entre des limites imaginaires, também publicada
em 1825, ainda com a hipodtese de continuidade das derivadas das funcoes
integrandas. O mesmo trabalho inclui uma defini¢do rigorosa de integrais
complexos que, embora correspondam aos integrais sobre caminhos, sao ai
definidos sem qualquer referéncia geométrica e considerados relativamente a
funcoes auxiliares que se viu forcado a introduzir para tornar consistente a
definicao. Parece claro que A.-L. Cauchy desconhecia na altura a identifica-
¢ao dos numeros complexos com pontos de um plano, que, embora tivesse
aparecido em 1799 num trabalho de C. Wessel e esteja implicita na tese de
doutoramento de C.F.Gauss do mesmo ano, e aparecesse em 1806 em publi-
cacoes de J.-R. Argand e A.-Q. Buée, s6 ficou amplamente conhecida apoés
disseminacao de um artigo de C.F. Gauss publicado em 1831.

Em 1900 E. Goursat provou uma versao do Teorema de Cauchy sem a
hipétese de continuidade da derivada da funcdo e abriu o caminho para es-
tabelecer que func¢oes Holomorfas num conjunto aberto sdo indefinidamente
diferencidveis. Outra consequéncia interessante é que a existéncia de primi-
tiva de uma funcao complexa continua num conjunto aberto implica que a
funcao é Holomorfa e, portanto, indefinidamente continuamente diferencidvel
no conjunto. Estas propriedades contrastam com as de func¢oes de variaveis
reais.

Neste capitulo estabelece-se uma versao do Teorema de Cauchy em con-
juntos convexos e no capitulo 7 uma versao global. Do Teorema de Cauchy
decorre a Formula de Cauchy, que da os valores de uma funcao Holomorfa
num conjunto de pontos fora de uma curva fechada por integrais que s6 en-
volvem os valores da fun¢ao sobre a curva. Para circunferéncias, esta formula
foi obtida em 1831 pelo proprio A.-L.Cauchy numa memoéria dedicada a Me-
canica Celeste. Uma consequéncia da Férmula de Cauchy é a Propriedade
de Valor Médio de fungoes Holomorfas que estabelece que o valor de uma
funcdo no centro de um circulo fechado em que é Holomorfa é a média dos
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valores que tem na fronteira do circulo. Esta propriedade apareceu em 1823
numa publicagdo de S.D. Poisson.

A Formula de Cauchy envolve a consideragao do sentido e do n° de vol-
tas de um caminho em torno de um ponto, o que é expresso pela nocao de
Indice, ou Ntimero de Rotacdo, introduzida por L.Kronecker em 1869 e redes-
coberta mais tarde por H.Poincaré. Este Indice é invariante sob deformacoes
continuas do caminho na regido complementar ao ponto considerado, ideia
tornada rigorosa com a no¢ao de Homotopia de caminhos por C. Jordan em
1866, embora tivesse sido implicitamente usada antes por varios autores em
Calculo de Variagoes (em que foi introduzida em 1761 por J.L. Lagrange) e
mais tarde em integragao complexa, e foi depois desenvolvida por H.Poincaré
e veio a constituir um dos elementos de base da Topologia Algébrica@.

4.2 Integral em caminho

As nocoes de caminho em C e em R? sdo ideénticas, pelo que ha apenas
que clarificar e relembrar a terminologia e a notagao adoptadas. Como para
subconjuntos de R? um caminho em S C C é uma funcao continua v de um
intervalo de R em S'. Uma curva em S é o contradominio v* de um caminho
v em S. Diz-se que v representa ou percorre a curva v* e que esta curva
corresponde ao caminho . Neste livro consideram-se os caminhos definidos
em intervalos limitados e fechados de R e as correspondentes curvas.

Figura 4.1: Simétrico de caminho e concatenagao de caminhos

O simétrico de um caminho 7 :[a,b] - C é —v: [a,b] — C tal que
(=) (t)=7(b—(t—a)), que ¢ um caminho que representa a mesma curva em
sentido contrario (Figura 1] & esquerda). Chama-se concatenacao dos
caminhos ~; : [a;,b;] = C, j =1,...,n, cada um com com ponto final
igual ao ponto inicial do seguinte, ao caminho que percorre sucessivamente
as curvas correspondentes pela ordem indicada + : [a,b] — C, com ty = a,
tj :a+2f;:1(bk—ak) , b=t, e a restricao de y a cada intervalo [t;_1,t;] igual
ao caminho t— ~;(t—t;+a;) para j=1,...,n, que se designa y1+ --- +,
(Figura [41] & direita).

Chama-se caminho regular a um caminho C' com derivada # 0 em
todos os pontos. Diz-se que um caminho é seccionalmente regular se
existe uma particao finita do dominio em subintervalos tal que a restri¢do a
cada um dos fechos dos subintervalos é um caminho regular.

55 Leopold Kronecker (1823-1891). Jordan, Camille (1838-1922).
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Um caminho fechado é um caminho 7 : [a,b] — C com ~(a) = ~(b)
(Figura a esquerda).

Diz-se que um caminho que nao é fechado é um caminho simples se
¢ uma funcao injectiva e diz-se que um caminho fechado v é um caminho
simples se € uma func¢ao injectiva no intervalo semifechado obtido excluindo
um dos extremos do intervalo do dominio de v. A um caminho fechado
simples chama-se caminho de Jordan e diz-se que a curva correspondente
¢ uma curva de Jordan (Figura L2 a direita).

Figura 4.2: Caminhos fechados e curva de Jordan

Um caminho poligonal é uma concatenagdo m = +---+m, de um
namero finito de caminhos regulares simples que descrevem segmentos de
recta. O comprimento de um caminho poligonal © é a soma dos compri-
mentos dos segmentos de recta que o compodem, ou seja se os dominios dos
caminhos 7 s@o os intervalos [ag,bg] para k=1,--- ,n, o comprimento de
&>y |me(bk) —mk(ar)|| . Um caminho poligonal inscrito num ca-
minho ~ é um caminho poligonal m=m;+ -+ +m, tal que as extremidades
dos caminhos regulares simples 7, que descrevem segmentos de recta, consi-
deradas na ordem k=1,...,n, sdo pontos da curva v* ordenados de acordo

com o sentido de percurso do caminho ~ (Figura [£.3)).

Figura 4.3: Caminho poligonal inscrito num caminho

Chama-se caminho rectificavel a um caminho « tal que o conjunto dos
comprimentos de todos os caminhos poligonais inscritos no caminho é majo-
rado e ao supremo deste conjunto chama-se comprimento do caminha™,
que se designa L. Um caminho +:[a,b] = C seccionalmente regular é rec-
tificavel e o seu comprimento é L, = f; |7/]], mas ha caminhos rectificaveis
que nao sao seccionalmente regulares.

Se 7 :[a,b] = C é um caminho, v* é a curva correspondente e f é uma
fungdo complexa definida em v*, define-se o integral de f no caminho v

b b b
z)dz= "(t)dt= [ Re "(t))dt+i| Im '(t)]dt,
L £(2) / F () (1) dt / F0)Y ()t + / ()7 (1))de

50 Esta nogao foi adoptada em 1866, por Jean Marie Duhamel (1797-1872) na sequéncia de uma
definigdo semelhante em 1833 de Enno Heeren Dirksen (1788-1850).
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quando os integrais das fun¢oes reais no lado direito da formula existem@.
Com (X (t),Y (t))=7(t) e (u,v)=f, obtém-se

b

/f(z) dz :/ [w(X(t), Y (t)+iv(X (), Y ()] [X'(¢)+iY'(t)]dt
0% a
b

:/ [w(X(8), Y (£)) X' (t)—v(X (1), Y (t)Y'(t))]dt
“ b
+z‘/ [0(X(1),Y () X' (1) +u(X (), Y (£)Y'(t)]dt.

Portanto, o integral tem partes real e imaginaria dadas por integrais de linha
em R? calculados sobre o caminho a:[a,b] —R? tal que a(t) = (X (), Y (t)),

(4.1) /Wf(z) dz :/udx—v dy + z'/v dr+udy :/(u,—v)-da + z'/(v,u)-da.

Como para caminhos em R?, dois caminhos em C, v;:[a;,b;] —C, para
j=1,2, dizem-se equivalentes se diferem apenas por uma reparametrizagao
que preserva o sentido, 4.e. se existe uma bijeccio C1 ¢ : [ag, ba] — [a1, b1]
com ¢’ >0 em todos os pontos, tal que 79 =7;0¢. Em consequéncia do
teorema de mudanca de varidveis de integracdo para integrais de fungoes
reais de varidvel real, Os integrais de funcdes complexas sdo invariantes sob
reparametrizacoes, i.e. 0s integrais sobre caminhos equivalentes sao iguais.

Obtém-se propriedades gerais destes integrais a partir das propriedades
de integrais de funcoes reais de variavel real, mas convém chamar a atenc¢ao
para as quatro propriedades seguintes:

1) Linearidade do integral
Jen+apei=a[nEdre [ pe e, aaec.
gl v v

2) Simetria do integral de caminhos simétricos

/_j(z)dz:—/yf(z)dz.

3) Aditividade do integral em relagdo a concatenagdo de caminhos

[yf(z)dZZ/yf(z)dz%— 7z;f(z)dz.

1+72 1

4) Magjoragao do integral de fungoes limitadas

b
| [1@dz] <l [ 101t = £l L,
~ a

em que || f||co = sup,e.«|f(2)| € Ly é 0 comprimento do caminho ~ .

570 leitor pode usar o integral de Cauchy ou de Riemann (e os correspondentes integrais
impréprios) ou o de Lebesgue, conforme prefira. Naturalmente, os caminhos que podem ser
considerados e as fungdes integraveis sao diferentes nos trés casos, mas tal é, em geral, indiferente
para os resultados que se consideram neste livro, pois, em geral, as fungdes a integrar sao continuas
e podem-se usar caminhos regulares, seccionalmente regulares ou rectificdveis, conforme a nogao
de integral adoptada. O conjunto das funcgoes limitadas integraveis é mais amplo sucessivamente
para integral de Cauchy, Riemann ou Lebesgue.
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4.3 Primitiva

Diz-se que uma fung¢ao F é primitiva de uma funcao f num conjunto aberto
QCCse F'=fem Q. E imediato da definicdo que as funcées que se
obtém somando constantes a uma primitiva de uma funcao f também sdo
primitivas de f. Em regides de C a reciproca também é verdadeira.

(4.2) Se F ¢ primitiva de uma fun¢ao f numa regiao Q C C, todas as
primitivas de f em § obtém-se adicionando constantes a F'.

Dem. Se Fy, F5 sao primitivas de f em Q, a derivada de G=F,—F, 6 G'=0
e, de (312), G é constante em Q. Q.E.D.

Quando se conhece uma primitiva de uma fun¢ao continua num subcon-
junto aberto de C, os integrais sobre caminhos neste conjunto podem ser
simplesmente calculados pelas diferencas dos valores da primitiva nos extre-
mos dos caminhos, como com a regra de Barrow@ para funcoes reai@.

(4.3) Se F € primitiva de uma fungdo f continua num conjunto aberto
QcCC evy:[a,b] >C é um caminho seccionalmente regular em Q ,

/ f(2)dz = F((b) —F (1(a)),

e se o caminho 7y € fechado,

f(z)dz=0.
¥
Dem. Seja {ag,...,a,} uma particao finita de [a,b] tal que a restrigao de
~ a cada subintervalo [a;_1,ax], k=1,...,n, é regular. Como F' = f é

continua em , F é C' em Q. Da regra de derivacio da funcdo composta
e da regra de Barrow para funcoes reais, é

b b n ag
[rerde= [ Pera = [Fow)prwa= [ re -3 [ e

= 3" [Flaw) - Fa-)]= FG0) - FG@),

Se v é fechado,_v(b) =7(a) e o lado direito da férmula é zero. Q.E.D.

(4.4)  Para todo caminho fechado seccionalmente regular v em C\{0} e

keZ\{-1} ¢ fvzkdz:O.

Dem. Do resultado precedente, pois zk:(fjll )I é continua em C\{0}. Q.E.D.

%8 Barrow, Isaac (1630-1677).

59Com integrais de Cauchy o resultado é vélido para caminhos regulares e com integrais de
Lebesgue para caminhos rectificaveis. Para a generalidade dos resultados seguintes com integrais
de fungdes continuas em caminhos seccionalmente regulares é analogo.
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Como, em condigbes relativamente gerais, as derivadas de integrais inde-
finidos de fungoes reais continuas coincidem com a funcao integranda (Teo-
rema Fundamental do Calculo para fungoes reais), uma ideia natural para
provar a existéncia de primitiva de uma funcdo num conjunto é construir
uma candidata a primitiva por integragdo da fun¢ao dada de um ponto fixo
até cada ponto do conjunto. Para integrais de fungdes complexas sobre ca-
minhos esta construcao exige que todos pares de pontos do conjunto possam
ser ligados por caminhos no conjunto (o que para um conjunto aberto corres-
ponde a ser conexo) e que os integrais sobre caminhos diferentes que liguem
o mesmo par ordenado de pontos sejam iguais (equivalente & anulacao dos
integrais sobre todos caminhos seccionalmente regulares fechados).

Figura 4.4: Figuras para apoio & prova de (3]

(4.5) Se f é uma fun¢ao complexa continua numa regigo Q0 C C, as
afirmacdes sequintes sdo equivalentes:

1. f tem primitiva em ).

2. f,y f(2)dz=0 para todo caminho fechado seccionalmente reqular
em ).

3. Integrais de f sobre caminhos seccionalmente regulares em 2 com
0 mesmo par ordenado de pontos inicial e final sao iguais.

Dem. Se 71, 2 sao caminhos seccionalmente regulares em {2 com o mesmo
par ordenado de pontos inicial e final, a concatenagao v;4(—72) é um cami-
nho fechado seccionalmente regular (Figura L4 & esquerda). O integral na
concatenagao é a soma dos integrais nos caminhos y; e —7y2, pelo que é a
diferenca entre os integrais nos caminhos v; e v . Logo, estes integrais sao
iguais se e s6 se o integral no caminho fechado v1+(—72) é zero.

De ([3), a existéncia de primitiva de uma funcao continua em 2 implica
a anulacao dos integrais sobre caminhos seccionalmente regulares fechados
em €). Reciprocamente, como integrais de f sobre caminhos seccionalmente
regulares fechados em €2 sdo nulos, os integrais de f sobre caminhos secci-
onalmente regulares em ) com o mesmo par de pontos inicial e final sado
iguais. Toma-se um ponto arbitrario a € ) e define-se a funcao

F<z>:/f<c>d<, 2eq,
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em que «, é um caminho seccionalmente regular em 2 que liga a a z. Como
Q2 é um conjunto aberto conexo, existem caminhos com estas propriedades
para todo z€€), pelo que a fungado F fica definida em 2.

Como 2 é aberto, para cada zy € {2 existe r > 0 tal que o circulo
aberto B, (zp) estd contido em . Com zy fixo, como os circulos sao con-
juntos convexos, para qualquer z € B,.(zp) tal que §, : [0,1] — C com
B.(t) = (1—t)zp+tz é um caminho regular em B,(z9) C {2 que percorre o
segmento de recta de zp a z. A concatenacao de caminhos a4+, +(—a;)
¢ um caminho seccionalmente regular fechado em Q (Figura [£4] & direita),
pelo que o integral de f sobre este caminho é nulo e, portanto, a diferenca
dos integrais de f sobre a, e a,, é igual ao integral de f sobre 3,. Logo,

F(2)=F(z20)=[,.f(¢)dS e
EEEEE)  f(20) = 2 [ [F(O)— f(z0)] €.

A continuidade de f garante que qualquer que seja € >0 existe d >0 tal que
£ (¢)—f(20)| <e se [z—z| <. Logo,

7”1):2(?‘0) —f(z0) | < —‘Zfzo‘ |z—zole =€, se |z—z|<0,
e, portanto, lim %ﬂm):f(zo) para 29 €, pelo que FEH(Q) e F'=f.
Z—r20
Logo, F' é uma primitiva de f em €. Q.E.D.

Considera-se agora a existéncia de primitivas de func¢ées Holomorfas.
Viu-se na prova do resultado precedente que uma ideia natural para provar
existéncia de primitiva de uma funcdo num conjunto é construir uma candi-
data por integragao da funcao de um ponto fixo até cada ponto do conjunto,
o que exige que todos pontos do conjunto possam ser ligados por caminhos
seccionalmente regulares nesse conjunto e os integrais sobre caminhos sec-
cionalmente regulares fechados sejam nulos. Para obter uma candidata a
primitiva basta que as duas propriedades mencionadas se verifiquem para
uma classe particular de caminhos para que os célculos sejam simples.

Os caminhos mais simples que ligam pares de pontos correspondem a
segmentos de recta, pelo que é mais facil aplicar esta ideia em conjuntos
convexos e com caminhos que percorrem segmentos de recta. Em conjun-
tos convexos a 1? propriedade mencionada é automaticamente garantida,
mas é necessario assegurar a validade da 22 propriedade, que neste caso é
a igualdade dos integrais sobre caminhos poligonais resultantes da concate-
nacao de segmentos de recta que liguem o mesmo par ordenado de pontos.
Esta propriedade é equivalente & anulagao dos integrais sobre as fronteiras
de triangulos fechados contidos no conjunto. O resultado seguinte, que é
uma pequena variacao de um resultado de E. Goursat publicado em 1900,
estabelece esta propriedade para funcées Holomorfas num conjunto aberto
convexo, excepto possivelmente num dos seus ponto@.

Ova-se no capitulo 6 que estas funcoes sao Holomorfas em todo 2 C C, mas a prova nas
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p=a a

Figura 4.5: Triangulos para apoio a prova do Teorema de Goursat

(4.6) Teorema de Goursat: Se QCC € aberto, ACQ € um tridngulo
fechado, peQ e fe H(Q\{p}) e continua em p, entio [,,f(z)dz=0,
em que OA € a fronteira de A e o integral € sobre um caminho seccio-
nalmente regular simples que a percorre.

Dem. Designam-se vértices ordenados de A por a,b,c.

Primeiro, supoe-se que p¢ A . Designam-se a’,b’, ¢ os pontos a meio dos
lados, resp., be, ac, ab. Para os triangulos A7, j =1,2,3,4, com vértices
ordenados (a,c, V'), (b,d’, ), (¢,b',d’), (a',b,) (Figura[LHl a esquerda) é

4
T f2)d==" [ f(2)dz.
oA =1 Joad
O valor absoluto de pelo menos um dos integrais na direita é > %‘ Seja
A1 um dos quatro tridngulos com esta propriedade. Repetindo o argumento
com A; no lugar de A, e assim sucessivamente, obtém-se uma sucessao
de triangulos A, tal que A D A; D Ay D ---. Existe um tnico ponto
20 €NSC 1Ay, o comprimento de 9A,, é L27", em que L é o comprimento de

0A, e verifica-se
/ f(z)dz
0A,

Como f é Holomorfa em A ;| qualquer que seja £>0 existe >0 tal que

| f(2)— f(20)— f'(20)(z—20)| < e|lz—20], 2€ Br(20) .
Para n grande é A, C B,(29), e |z—z9| < L2™"™ para z€ A,,. Como

LG~ o)1 o)) =
= [1Gra = s [1 iz~ 1) / 4 f'() [z,

Ay 0An,
de ([@4)), os integrais no lado direito sdo nulos com excepgao do 1° pelo que

1z = [ )= Fa0) -1 0) (200 =

n n

|J] < 4™ , neN.

presentes condig¢oes é usada para provar o resultado imediatamente depois do resultado seguinte
de existéncia de primitiva e para provar a Férmula de Cauchy no final deste capitulo, que séao
ambos usados para provar o resultado mencionado do capitulo 6.
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Portanto, para n€N grande é

[ <4™| [ f(z)dz
0An,

Como & >0 é arbitrério, é J=0 se p¢ A, como se pretendia provar.

< 4" (L27")? = el

Supoe-se agora que p é um vértice de A, sem perda de generalidade
p=a. O integral sobre A é a soma dos integrais sobre as fronteiras dos
tridngulos de vértices ordenados (a,z,y), (z,b,y), (b,c,y), em que xz e y
sao, resp., pontos dos lados ab e ca do triangulo (Figura ao centro). Do
caso considerado no paragrafo precedente, os integrais sobre as fronteiras
dos dois ultimos tridngulos sdo nulos. Portanto, o integral sobre 0A é igual
ao integral sobre o triangulo de vértices (p,z,y). Como o perimetro deste
triangulo pode ser tomado arbitrariamente pequeno tomando z e y préximos
de p e f é continua neste ponto, logo limitada numa sua vizinhanga, também
se obtém para este caso [, f(z)dz=0.

Se p é um ponto arbitrario no tridngulo A, aplicando o resultado do

paragrafo precedente aos triangulos de vértices ordenados (a,b,p), (b,c,p),
(¢,a,p) (Figura EL5] & direita) obtém-se também [, f(z) dz=0. Q.E.D.

O resultado seguinte estabelece a existéncia de primitivas (locais) de
funcoes continuas em conjuntos convexos em que sao Holomorfas excepto
possivelmente num ponto.

Figura 4.6: Primitiva de fun¢ao Holomorfa em conjunto convexo

(4.7) Existéncia de primitiva: Se 2 C C é convero aberto e p € €,
toda funcao f€ H(Q\{p}) e continua em p tem primitiva em ).

Dem. Seja a um ponto arbitrario de 2. Como {2 é convexo, contém o
segmento de recta az para cada z € Q. O caminho a,:[0,1] — C tal que
a(t)=(1—t)a+tz, percorre este segmento de recta. Define-se

F(z) = [ f(Q)dC, z€9.

Para cada zg € o triangulo fechado de vértices a, z, zg estd contido em 2.
Do teorema precedente, F'(z)—F(z9) é o integral de f sobre o segmento de
recta de zg para z (Figura 6]). Procedendo como na parte final da prova
de (LX) obtém-se f=F" em (. Q.E.D.
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4.4 Teorema de Cauchy em conjuntos convexos

Os resultados anteriores permitem estabelecer a versao do Teorema de Cau-
chy em conjuntos convexo seguinte.

(4.8) Teorema de Cauchy em conjuntos convexos: Se Q C C ¢
aberto e convexo, v € caminho fechado seccionalmente regular em 2,
peQ e feH(Q\{p}) € continua em p, entdo fvf(z) dz=0.

Dem. De (@) f tem primitiva e de (£3]) o integral é zero. Q.E.D.

Como se referiu na introdugdo a este capitulo, o Teorema de Cauchy
comegou por ser obtido por A.-L. Cauchy em rectangulos, com a hipotese
excessivamente forte da funcao integranda ser C'!, caso em que o resultado é
consequéncia directa do Teorema de Green para funcoes reais definidas em
conjuntos de R?. Mesmo considerando um qualquer Dominio Regular com
cantos D CR? e nio apenas rectangulos o Teorema de Green da

AéP,Q).da://D(%—%—g)dxdy,

para um campo vectorial (P, Q) C! no fecho de D, em que a=(X,Y) é um
caminho seccionalmente regular fechado simples que descreve a fronteir
de D. Da formula (41]), para uma funcio fe H(clD), com (u,v) = f e

Y=Y, [yf(z) dz :/(u,—v)'da+i/(v7u)'da’

pelo que para f C' em cl D o Teorema de Green aplicado aos dois integrais
no lado direito e as equacoes de Cauchy-Riemann para f dao

Lf@)@//ﬂ)(%(@—;) d:cdy+i//D(g—Z—g—Z)dzdy://DOdzdy +//D()d:cdy:0.

O conjunto D pode nio ser convexo, mas a exigéncia de f ser C & excessi-
vamente forte, pelo que se prefere generalizar no capitulo 7 a formulacao em
conjuntos convexos.

Este resultado estabelecido com base no Teorema de Green tem a vanta-
gem de tornar directamente visivel a ligacdo entre a anulagdo dos integrais
sobre caminhos fechados e as equagoes de Cauchy-Riemann, e evidencia que
a anulacido dos integrais sobre caminhos fechados é uma expressao integral

"l Usa-se este resultado no capitulo 6 para provar que as fungoes Holomorfas sao sempre inde-
finidamente diferencidveis e representdveis por séries de poténcias, que sdo usados no capitulo 7
para estabelecer uma versao global do Teorema de Cauchy.

2Um Dominio Regular com cantos D C R? é um conjunto aberto que é o interior do seu
fecho com fronteira que é uma curva seccionalmente regular fechada. O Teorema da Curva de
Jordan é que toda curva de Jordan separa o plano em 2 conjuntos conexos abertos, um ilimitado
e outro limitado. O conjunto limitado é um Dominio Regular com fronteira a curva de Jordan.
A existéncia de pelo menos 2 componentes conexas no complementar de uma curva de Jordan
seccionalmente regular em que uma e sé6 uma ¢ ilimitada é uma consequéncia dos resultados da
seccao seguinte, mas é mais dificil provar que s6 hd 1 componente conexa limitada. Este teorema
s6 é usado neste texto no capitulo 10 (apenas para fins primos) e pontualmente no dltimo capitulo.
No apéndice I dé-se uma prova com Homologia e indica-se nos exercicios como obter outra prova.
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das restricoes impostas pela diferenciabilidade de funcoes complexas. As
versoes do Teorema de Cauchy consideradas desde a 1? proposta em 1822
até 1900 consideravam a hipotese adicional de f ser C'. Esta hipotese s6 foi
dispensada em 1900 com a contribuigdo de E. Goursat.

Com o Teorema de Cauchy em conjuntos convexos pode-se estabelecer
a Formula de Cauchy, que d& os valores de uma func¢ao Holomorfa num
conjunto de pontos fora de uma curva fechada seccionalmente regular por
integrais que envolvem apenas os valores da funcao nessa curva. Como os
valores destes integrais dependem do sentido e do n° de voltas em que o
caminho percorre a curva, é necessario tornar precisa e quantificar esta de-
pendéncia. Para tal introduz-se na seccio seguinte o Indice ou Numero de
Rotacdo de um caminho fechado seccionalmente regular em relacdo a um
ponto fora da curva que descreve.

4.5 Indice de caminho fechado e homotopia de
caminhos

O resultado seguinte permite definir Indice ou Ntimero de Rotacdo de um
caminho fechado seccionalmente regular v em relagdo a um ponto z¢~*. O
Indice, designado Ind,(z), é um nimero inteiro que da informagao sobre o
sentido e o n°®de voltas que o caminho v da na curva v* em torno de z.

E 1til entender geometricamente como calcular um namero para o efeito
indicado por integracdo de uma funcao apropriada num caminho. Com os
argumentos de pontos em relacdo a um par de eixos coordenados ortogonais
centrado em z a variarem continuamente ao longo do caminho, a diferenca
dos valores dos argumentos dos pontos final e inicial de um caminho fechado
¢ um multiplo inteiro 27n de 2w, em que n € Z é a diferenca entre o n° de
voltas do caminho em torno de z nos sentidos positivo e negativo (Figura
[{7). Para obter 27n por integragao sobre o caminho usa-se uma funcao
integranda tal que o integral dé a variagao total do argumento de pontos
ao longo do caminho. Recordando que a parte imaginaria do logaritmo
de um numero é um argumento desse nimero, um argumento de w € y*
relativamente a z é a parte imaginéaria de log(w—z). Nenhum logaritmo
pode ser definido como funcdo continua em todo plano complexo, mas é

possivel definir continuamente ¢ +— log (v(t) —z) passando para diferentes
1

w—z
funcao integranda w +— ﬁ . A parte imaginaria do integral da 2an como
se pretende, e a parte real da a diferenga entre o logaritmo do mdédulo dos
pontos inicial e final do caminho e, como estes coincidem, é zero.

¢ natural considerar como

Ramos do logaritmo. Como % log(w—2z)=

Chama-se Indice ou Ntmero de Rotagé de um caminho fechado
seccionalmente regular v em relacdo a um ponto z a (Figura [4.1)

Indv(z)zi/ L dw.

27 | w—=z
Y

Em inglés diz-se Winding Number.



4.5 Indice de caminho fechado e homotopia de caminhos 63

6+4mt

/)

Figura 4.7: Indice de caminho v em relagao a ponto z

(4.9) Se~y éum caminho fechado seccionalmente reqular em C,

Ind,(2) = ok [ s o
v

define uma fungao de = C\~v* em 7Z constante em cada componente
conexa de £ e nula na componente conexa ilimitada de §2 .

Dem. Seja 7:[a,b] = C e fixe-se z€). Como para (€C é %GZ se e s se
e =1, a condicdo Ind,(2) €Z equivale p(b)=1 com ¢:[a,b]—C tal que

t
_ 7' (5)
o(t) = exp</av(8)_z ds>

excepto no conjunto finito de pontos S C [a,b] em

Como /() = p(t) ¥y

que 7 nao tem derivada, para s€ [a,b]\ S é
( ©(s) )’ _ ) els)s) g
OEE W)=z [v(s) =2 ’
¢ continua em [a, b] e tem derivada 0 em [a, b]\S ; logo,

©(s)
Y(s) =2
é constante em cada subintervalo de [a,b]\S e a continuidade nos pontos de

% . Como

pelo que s—

S implica que é constante em [a,b]. Como ¢(a)=1, é ¢(s)=
7 é fechado, y(a)="~(b); logo, ¢(b)=1 e Ind, () CZ.
A fungao Ind, : Q\v* —Z é continua, pois

Ind, (2) —Ind, (w)| = 1/( 1 L)ds

27 s—z s—w

_ 1
27

[ (=m)as
o Y

< |z 21;‘[/7 max { ‘(s—z)l(g—w)l . SE’}/*},
em que L, é o comprimento de 7, pelo que ‘Indv(z)—lndy(w)‘ —0 quando
|z—w|—0. A imagem de um conjunto conexo por uma fun¢ao continua é um
conjunto conexo. Como Ind,(£2) CZ, Ind, é constante em cada componente
conexa de 2. Finalmente, para |z| grande,

b
_ |4 '(s)
‘Indv(z)‘ = ﬂ/a WzS)iz ds
Logo, Ind,(z) =0 para z na componente conexa ilimitada de €2. Q.E.D.

<1.
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O sinal e o valor absoluto de Ind,(z) dao, resp., o sentido e o n°® de voltas
que o caminho v da em torno de z, como se ilustra no resultado seguinte
para uma circunferéncia v*.

(4.10) Se v € o caminho regular fechado que dd n wvoltas no sentido
positivo (ou contrdrio ao dos ponteiros do relégio) na circunferéncia
com raio 7>0 e centro a€C, v:[0,27n] —C com v(0)=a+re?,
n , sez€ By(a)
I — Y s
nd,(2) {0 , sez¢clBy(a) .

Dem. Do resultado precedente basta calcular

L . ) 27rni9 ) 2mn
Ind,(2) = m/wz dw = m/o Z:eew do = ﬂ/oldé? =n.
¥

Q.E.D.

Os Indices de dois caminhos fechados seccionalmente regulares que po-
dem ser deformados continuamente de um para o outro em 2 C C sdo iguais
em pontos de C\ Q. Tal como em R2, o conceito apropriado para tradu-
zir a nocao de deformagao continua de caminhos num conjunto €2 C C é
Homotopia.

Diz-se que dois caminhos 71,72 : [a, b] — 2 fechados (resp., ndo fechados
mas com 0 mesmo par ordenado de pontos inicial e final, 1 (a) =72(a)=A e
e 71(b) =72(b) =B ) sdo Homotdpicos em 2 se existe uma fungao continua
H :[a,b]x[0,1] = Q, chamada Homotopia de v; para 72 em €, tal que
H(t,0) = y(t), H(t,1) = v(t) para t € [a,b] e H(a,s) = H(b,s) (resp.,
H(a,s)=A e H(b,s)=B) para s€|0,1] (Figura [AL8]).

Homotopia é uma relacao de equivalénci, pelo que estabelece no con-
junto de todos caminhos seccionalmente regulares fechados em Q (ou nao
fechados mas com o mesmo par ordenado de pontos inicial e final em Q)
classes de equivaléncia, chamadas classes de Homotopia em (2.

Figura 4.8: Caminhos Homotépicos em Q C C (pares 41,72 e 01, 02 separadamente)

O resultado seguinte mostra que o Indice em relagdo a um ponto no
complementar de ) é invariante em cada classe de Homotopia de caminhos
fechados em 2, e que, para dois caminhos nao fechados Homoto6picos em €2

74 = e Al s . . e . R
Uma relagao de equivaléncia num conjunto é uma relacao bindria no conjunto com as trés
propriedades: reflexividade, simetria e transitividade.
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o Indice do caminho fechado que é concatenacao de um dos caminhos com o
simétrico do outro em relacdo a pontos no complementar de §2 é zero.

(4.11) SeQCC, zeC\Q e 1,72 sdo caminhos seccionalmente regulares:
1. Se 1,72 sao fechados e Homotopicos em 2, Ind,, (2) =Ind, (2) .
2. Se v1,v2 sao Homotdpicos mas ndao fechados (com o mesmo par

ordenado de pontos inicial e final), y=~1-H—"2) € caminho fechado
e Ind,(2)=0.

Dem. Ind,,(z) = fyjfz(w) dw com f,(w) = w———dw, para j = 1,2, e

2 (w—2z)

f-€ H(C\{z}). O integral de f,=(u,v) em~; é

[{fz(w) dw :/(u,—v) -doyj —i—i/(v,u)-daj,

em que «; ¢ o caminho em R? correspondente ao caminho v; em C para
j=1,2. Pode-se aplicar o que se sabe para integrais de linha de campos
vectoriais em R?. u e v sdo C! e satisfazem as equacdes de Cauchy-Riemann
em . Logo, os campos vectoriais (u,—v), (v,u) com valores e varidveis
em R2 sdo fechado em . oq,as em R? sdo caminhos seccionalmente
regulares Homotopicos em €2. Da invariancia de integrais de linha de campos
vectoriais fechados sobre caminhos seccionalmente regulares Homotdpicos
num conjunto em que os campos sio C, que pode ser estabelecida a partir
do Teorema de Green em R?,

/(u,—v)-dalz/(u,—v)-dag, /(v,u)-dalz/(v,u)-dag,

pelo que [ f.(w)dw= [ f.(w)dw.

Se 71,72 sao caminhos fechados, a tltima igualdade é Ind,, (2) =Ind,, (2) .
Se nao sao fechados, y="1+(—72) é fechado e Ind,(z)=0. Q.E.D.

Para leitores que nao disponham da invaridncia de integrais de linha de
campos vectoriais fechados sobre caminhos seccionalmente regulares Homo-
topicos num subconjunto de R? dé-se a seguir uma prova directa.

Seja H :[a,b] x [0, 1] — Q uma Homotopia de v; para 7, em (.

Supde-se 1° que H é Holomorfa de [a,b] x[0,1] C C em C; logo, tem
extensdo Holomorfa a um conjunto aberto que contém o rectangulo fechado
R =[a—ep,b+¢eg] x [—e0,14+e9] C C com gy > 0 pequeno; designa-se essa
extensao também H . Para o= aq+ oy —ag3—ay 0 caminho seccionalmente
regular em R com

ay:[a,b] = C, ai(t)=t, ay:[0,1] = C, as(s)=b+is,
ag:[a,b]—=C, as(t)=t+1i, ay:[0,1] = C, ay(s)=is,
como f,oH € H(R) para z € R e R é convexo, do Teorema de Cauchy em

" Diz-se que h=(h1,h2):S—R?, SCR?, é um campo fechado se % = 80—’;1 em S.



66 Integral

conjuntos convexos ), [ (f.oH)(w)dw=0, e

b 1 b 1
0= [(rom) )= [ (ronni+ [1.oa®)i- [ (o[ £.0n(@)
= [ f2(w)dw — | f.(w)dw = Ind,, (2) — Ind,(2).

Considera-se agora H nao Holomorfa de [a,b] x[0,1] CC em C. Como
H é continua [a, b]x[0, 1] pode ser estendida a uma func¢ao continua em R e,
depois, aproximada em [a, b]x[0, 1] por fung¢oes diferencidveis H. , uniforme-
mente em [a,b] x [0,1], i.e. qualquer que seja d >0 existe ¢ €]0,g¢[ tal que
‘H(w) —H, (w) | <6, we R. Do pardgrafo precedente, fa(fonE)(w)dw:O
para € €]0,&9[, e, portanto,

‘/(X(foH)(w)dw‘ < /Oé(fng)(w)dw‘—l— /(X(foH)(w)_(foHa)(w)dw
[ )= (otte) fw) .

Como f ¢ continua e [a, b]x[0, 1] & compacto, H ([a, b]x[0, 1]) ¢ compacto e, do
Teorema de Heine-Cantor, f é uniformemente continua neste conjunta™, i.e.
qualquer que seja o >0 existe 6 >0 tal que para wi,wy neste conjunto com
|lwy —wa| <d & |f(wy)— f(w2)| <o. Portanto, o dltimo termo na expressao
acima é majorado por oL, , em que L, é o comprimento do caminho « .
Como o >0 é arbitrério, fa (foH) (w)dsz e também se tem o resultado.
Contudo, falta provar que a aproximacao diferenciavel H. de H existe, o que
se faz a seguir por um método de utilidade muito mais geral.

Sejal™ @.:C— [0, +00[ C>, 0 fora de [—&,e]2CC e [p®.(2,y) dedy=1.
Uma tal funcdo é ®.(z) = p-(Rez,Imz) com ¢.: R — [0,4+00] C*°, com
valor 0 fora de [—¢,¢] e [pp.=1 . Pode-se construir uma fun¢do ¢. com
estas propriedades a partir de uma func¢ao limitada C°° com valores positivos
excepto em 0 onde é 0 e tem derivadas de qualquer ordem iguais a 0 como,
por exemplo, ¥(t) = e~ Ut para t # 0 e 1(0) = 0, e definindo a funcao
@:(t) = L[(t+e)y(—(t+¢€))] para [t| < e e igual a 0 para [t| > ¢, em
que, para ter integral 1, ¢ = ff€¢(t+s)1/)(—(t+s)) dt. Define-se H. por
Convolugao de H com ., i.e.

H.(w) = (H.+®.) (w) :/Rg—le(x,y) ®.((Rew,Imw)—(z,y)) dady .

Pode-se derivar indefinidamente esta fungdo aplicando a a regra de Leibniz
para derivar o integral trocando-o com a derivada, pois ®. é C*° e ®, anula-
se fora de [—¢, ]2, obtendo-se que H. ¢ C*°. Com mudanca de variaveis de

"6Ver apéndice .
" A fungdes com as propriedades de ®. chama-se Molificadores (em inglés mollifiers)
e ao método de regularizacdo que se segue Molificacao.
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integracao, também
HE(U)) = ga((Rew,Imw)—(x,y)) q)a(xay) d.%'dy7
R
pelo que
‘Hs(w) —H(w)‘ §/ ’Hg((’Rew,Imw)f(z, y)) fH(Rew,Imw)‘ O, (x,y) dedy
RZ

< sup |HA((Rew,Imw)—(z,y)) —H(Rew,Imw)|.
(z,y)€[—¢e]?
Como H é continua e R é compacto, do Teorema de Heine—Cantorm, é uni-
formemente continua em R, i.e. qualquer que seja & > 0 existe ¢ > 0 tal
que o lado direito da expressao precedente é < ¢ , assegurando a validade da

aproximacao considerada no paragrafo precedente.

4.6 Foérmula de Cauchy em conjuntos convexos

A Férmula de Cauchy d4 os valores de uma fungdo Holomorfa num conjunto
em pontos fora de uma curva fechada seccionalmente regular nesse conjunto
por integrais que envolvem apenas os valores da fun¢do na curva. A prova
desta férmula baseia-se no Teorema de Cauchy e como a versao deste teorema
de que dispomos é para conjuntos convexos, estabelece-se agora a Férmula
de Cauchy para conjuntos convexos. No capitulo 7 estabelece-se a Formula
de Cauchy geral com o Teorema de Cauchy Global.

(4.12) Férmula de Cauchy em conjuntos convexos:
Se QC C ¢é conjunto aberto convexo, v caminho fechado seccionalmente
reqular em 0, ze Q\v* e f€e H(Q),

f(z) Ind,(2) = &= % dw .

27
Y

Dem. A funcao definida por
go(w) = {w , seweQ\{z}
- 1(2) , sew=z
satisfaz as hipéteses do Teorema de Cauchy em conjuntos convexos (4.S]),
pelo que f7 g:(w)dw=0, ou seja

0:%/%dw—%/ﬁdw:%/ﬁiugdw—f(z)lndfy(z).
¥ ¥ v O.5D

A Formula de Cauchy é uma expressao integral das fortes restri¢coes im-
postas pela diferenciabilidade de func¢oées complexas, dado que se obtém os
valores da funcao em todos pontos z de um conjunto em que é Holomorfa
fora de um caminho fechado seccionalmente regular v com Ind,(z)#0 em
funcao dos valores da funcdo na curva v* e do valor de Ind,(z). Em par-
ticular, os valores de uma fung¢do complexa numa curva v* (que é conjunto
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de medida nula@ no plano) num conjunto convexo em que é Holomorfa de-
terminam os valores da fun¢do em todas componentes conexas de Q\~* em
que Ind,(z)#0. E é assim para todas curvas v* que satisfazem as condi¢oes
mencionadas.

Uma consequéncia importante da Férmula de Cauchy é que o valor de
uma funcao no centro de um circulo fechado em que é Holomorfa é a média
dos valores na fronteira do circulo.

(4.13) Propriedade de Valor Médio de fun¢oes Holomorfas: Se
f € fungdo Holomorfa num circulo fechado cl B.(a) CC, o valor de f no

centro do circulo € a média dos valores na circunferéncia que o delimita:
2

fla) =5 ; (a+re?)dp.

Dem. Como f € H(clB,(a)), ¢ f € H(Byy:(a)) para algum € > 0. Se
7:[0,27] = C é o caminho regular simples com y(#) =a+re?, da Férmula
de Cauchy no resultado precedente,

w—a 27 retf 27
y

e, de ([@I0), Ind,(a)=1. Q.E.D.

Com a Propriedade de Valor Médio verifica-se mais uma vez que os valo-
res de fungoes Holomorfas satisfazem fortes restricoes de interligacao. Vé-se
no capitulo 9 que as fungdes complexas continuas que satisfazem a Propri-
edade de Valor Médio em todos circulos fechados contidos num conjunto
aberto ) C C sdo Holomorfas, pelo que esta Propriedade de Valor Médio
para fungoes complexas continuas caracteriza as fung¢oes Holomorfas.

2w ) 2w
f(a)Indy(a) = % FW) gy = L/ flatre®) ;b g — L (a—i—relg) do,
0

Exercicios
41 Com (z,y) =z € C, calcule fw xdz, em que v é um caminho regular simples que
percorre:
a) O segmento de recta orientado de 0 a 1+1.
b) A circunferéncia com raio r > 0 e centro na origem no sentido positivo (cal-

. _ 2
cule de duas formas: directamente e observando que z = 1(24+7%) = 3(2+ <) na
circunferéncia).

4.2 Calcule fﬂ/ z21—1 dz, em que v é um caminho regular simples que percorre a circun-
feréncia com centro na origem e raio r € [0, +oo[ \{1}.

4.3 Calcule uma primitiva da fungio complexa f(z+iy)=2x(1—y) + i(z*+2y—1?),
com z,yeR.

4.4 Mostre que f'v mf’(z) dz &€ um imaginario puro, para todo caminho fechado sec-

cionalmente regular + e toda funcio f C' numa regido que contém ~*.

" Diz-se que S CR? tem medida nula se para todo € >0 existe uma cobertura numerével de
S por intervalos com soma de dreas <e (um intervalo em R? é um rectangulo produto cartesiano
de 2 intervalos reais); S CC tem medida nula se como subconjunto de R? tem medida nula.
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4.5

4.6

4.7

4.8

4.9

(2
f(2)
numa regido em que a f ¢ C' e satisfaz |f—1|<1.

Mostre que fﬂ{ dz = 0 para todo caminho fechado seccionalmente regular -~y
Descreva condigdes em que se verifica fﬂ/logz dz=0.

Calcule os integrais seguintes, em que -, ¢ um caminho regular simples que percorre
a circunferéncia com raio r >0 e centro na origem:

@) [ £dz,  b) [ lds, o[ fSds, d) [ 32dz, o) [ H5ds.
Prove: Se f € H(Br(p)\{p}), lim (z—p) f(z) =0 e 7p,» é caminho seccional-
zZ—p

mente regular fechado simples que descreve a circunferéncia com centro p e raio r,

pr’rf(z) dz=0para O<r<R. (Sugest'alo:fﬂ/pﬁs‘Zlfp| dz=42m,0<s<R).

Prove que o Teorema de Cauchy em conjuntos convexos abertos ([.8]) pode ser
estendido enfraquecendo a hipotese sobre a fungao f para, em vez de Holomorfa
em todos pontos excepto possivelmente um em que é continua, ser Holomorfa ex-
cepto possivelmente num conjunto finito {p1,...,pr} em que lirg (z—pj)*f(2)=0,
com 0 <a<1; além disso, se esta condi¢do ndo se verifica enzl azijguns dos pontos
indicados mas nesses pontos o limite indicado é 0 com a=1, os integrais sobre ca-
minhos fechados seccionalmente regulares que ndo passam nestes pontos sao nulos.
(Sugestao: Use o resultado do exercicio precedente).






Capitulo 5
Funcoes analiticas

5.1 Introducao
As funcgoes Analiticas sdo as representéveis por séries de poténcias.

Até meados do séc. XVII a nogao de fungao confundia-se com a de formula
algébrica com varidveis, envolvendo somas, diferencgas, produtos, quocientes
e raizes de qualquer ordem. A partir da descoberta de uma série de po-
téncias para o logaritmo em 1668, independentemente por N. Mercator e
W. Brouncker, foram descobertas séries para muitas func¢oes, nomeadamente
por J. Gregory, I. Newton, G.W. Leibniz, entre outros, embora a convergén-
cia de séries ainda nao fosse um conceito rigoroso. J. Gregory sugeriu em
1668 a identificagdo de fungao com férmula que envolve expressdes algébri-
cas e séries destas expressoes. A obtencao de séries de poténcias para certas
funcoes racionais e trigonométricas e a descoberta por J. Gregory em 1671
das séries de Taylor de fun¢oes levaram a que neste periodo a nocao de fun-
¢ao se confundisse com a de funcdo Analitica, mesmo sem se dispor de um
esclarecimento cabal da convergéncia de séried™.

Em 1748, ap6s importantes contribuigoes para o calculo de somas de cer-
tas séries numeéricas e do comportamento assimptético de séries divergentes
(em particular a relagao do logaritmo com a série dos reciprocos dos nimeros
naturais, conhecida por série harmonica), L. Euler publicou séries de potén-
cias para, entre outras, as fungoes exponencial, seno e coseno. Em 1755 L.
Euler aplicou séries de Taylor para desenvolver o célculo diferencial e utilizou
as séries como instrumento unificador da Teoria de Numeros e da Analise,
utilizando-as para obter propriedades de numeros, como a distribuicao dos
nimeros primos com a Funcao Zeta de Riemann que, para um dado valor
da variavel, da a soma da série dos reciprocos dos niimeros naturais elevados
a esse valor. Em 1812, C.F. Gauss estudou sistematicamente a convergéncia
da série hipergeométrica e obteve séries para uma ampla classe de funcgoes.

O conceito de convergéncia de sucessoes e séries s6 foi estabelecido ri-
gorosamente em 1821 por A.-L. Cauchy no Cours d’Analyse Algébrique da
Ecole Polytechnique, em que também aparece a definicdo actual de funcao

" Mercator, Nicholas (1620-1687). Brouncker, William (1620-1684). Gregory, James (1638-1675).
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como correspondéncia univoca de elementos de um par ordenado de con-
juntos sem referéncia a expressoes que as definam. Também considerou a
nocao de fungdo continua, mas nao a explorou noutros contextos, como para
de integrais. B. Bolzana® ja tinha considerado esta nocdo de funcdo em
1817, também em relacao com continuidade, nas licoes na Universidade de
Praga, que permaneceram como manuscrito até serem publicadas em 1930.
As consequéncias desta definicdo de fung@o para integrais s6 comecgaram a
ser claramente exploradas por P.G.Dirichlet em 1829 e B. Riemann em 1854.

N.H. Abe estabeleceu em 1826 que toda série de poténcias complexa
tem um raio de convergéncia de 0 a +o00, i.e. a série é absolutamente con-
vergente em pontos no interior de um circulo com esse raio e centro no ponto
em que a série de poténcias esta centrada, e diverge no exterior desse circulo.
A féormula para o raio de convergéncia em termos dos coeficientes da série
apareceu num trabalho de A.-L. Cauchy de 1821, embora tenha sido provada
apenas em 1892 na tese de doutoramento de J. Hadamard.

Em vérias situagoes é preciso calcular integrais de fungoes definidas por
séries, para o que é conveniente poder integrar séries termo a termo. Em 1826
N.H. Abel apresentou exemplos de séries de fungdes continuas convergentes
com soma que nao é continua, contrariando um artigo de A.-L. Cauchy de
1821. K. Weierstrass introduziu a nocao de convergéncia uniform e provou
em notas de 1841, s6 publicadas em 1894, que séries de fungdes continuas
uniformemente convergentes podem ser integradas termo a termo. Em 1848,
G. Stokes e P.L. Seidel introduziram, independentemente, o mesmo conceito
para integrar séries de funcoes termo a terma®3.

As fungoes Analiticas sao indefinidamente diferencidveis e tém derivadas
de qualquer ordem que também sdo funcoes Analiticas, e, portanto, funcoes
continuas. Além disso, as representacoes de uma funcao em séries de potén-
cias sdo as resp. séries de Taylor, em que o coeficiente de cada ordem é a
derivada dessa ordem da fungao no ponto em que a série de poténcias esté
centrada dividida pelo factorial da ordem de derivagao.

Neste capitulo sdo estabelecidas as afirmacoes referidas e algumas con-
sequéncias importantes, incluindo: o conjunto dos zeros de uma fun¢dao Ana-
litica numa regiao onde nao é identicamente zero é finito ou infinito nume-
ravel sem pontos limite na regiao; as estimativas de Cauchy, obtidas por
A.-L. Cauchy em 1835 (os valores absolutos dos coeficientes da Formula de
Taylor de uma fung¢do Analitica num circulo aberto em que é limitada sdo
majorados pelo quociente de um majorante do valor absoluto da funcao pela
poténcia do raio do circulo de exponente igual a ordem do termo da série de

80Bolzano, Bernhard (1781-1848).

81 Abel, Niels Henrik (1802-1829).

82Num artigo de 1838 sobre fungoes elipticas Christoph Gudermann (1798-1852), cujas li¢oes K.
Weierstrass seguiu, usou pela 1? vez o termo convergéncia uniforme para fungoes elipticas, embora
nao tenha aplicado esta propriedade para estabelecer qualquer resultado.

83Stokes, Gabriel (1819-1903). Seidel, Philipp Ludwig (1821-1896).
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Taylor); o Teorema de Liouville, provado em 1844 por A.-L.Cauchy (fun¢oes
inteiras limitadas sao constantes) a que C.W. Borchardf®] deu em 1879 o
nome de J. Liouville por este o afirmar no inicio das suas ligdes sobre fun-
¢oes duplamente periddicas de 1847; o Teorema de Unicidade de Fungdes
Analiticas (fungbes Analiticas numa regiao que coincidem num conjunto que
tem um ponto limite sdo iguais), o Principio de Médulo Maximo (fun¢oes
Analiticas numa regiao cujo modulo tem um maximo local sdo constantes) e
o correspondente resultado para minimos (os modulos de fungoes analdticas
nao constantes s6 podem ter minimos locais em pontos em que sdo zero).

Os trés ultimos resultados mencionados no paragrafo precedente aparece-
ram em 1851 na tese de doutoramento de B.Riemann. O Teorema de Unici-
dade de Funcoes Analiticas tinha aparecido em embriao numa publicacao de
N.H. Abel de 1827 em que prova que func¢ées Analiticas iguais num intervalo
de niimeros reais sao iguais em todo circulo de convergéncia, num artigo de
C. Gauss de 1840 para o caso particular de fun¢oes potenciais de massas sob
atracgdo gravitacional, e num artigo de A.-L. Cauchy de 1845 numa versio
mais proxima do resultado geral. O Principio de Mo6dulo Maximo para as
partes real e imaginédria de fungdes Holomorfas apareceu num livro de H.
Burkhardt de 1897. Embora néo se saiba quando o resultado foi enunciado
e provado para fungoes Holomorfas, foi invocado por C. Carathéodory em
1912 quando deu uma prova simples do Lema de Schwarz.

As provas que sao aqui apresentadas para os resultados mencionados nos
dois paragrafos precedentes baseiam-se na Formula de Parseval para séries de
poténcias complexas, que é aqui designada assim por ser um caso particular
da Formula de Parseval, obtida inicialmente em 1799 para séries trigono-
meétricas por M.-A. Parseval, em espacos lineares complexos euclidianos (i.e.
com produto interno) de igualdade do quadrado da norma de um vector a
soma dos quadrados dos valores absolutos das componentes do vector num
sistema ortonormal, generalizando o Teorema de Pitdgoras para tridngulos.
Esta formula foi publicada na forma que é aqui usada (a soma da série dos
quadrados dos médulos dos termos da série de Taylor da fun¢do num ponto
calculados numa circunferéncia com raio menor ao raio de convergéncia da
série de Taylor ¢ igual & média do quadrado do médulo da funcdo na circun-
feréncia) por A. Gutzmer em 1888, embora pudesse ser obtida com o método
descoberto por M.-A. Parseval 90 anos ante.

5.2 Sucessoes e séries de niimeros complexos

Uma sucessao em C ou sucessao de nimeros complexos {z,} é uma
funcao de Nem C, n+ z, . Diz-se que a sucessao {z,} em C é convergente
se sdo convergentes as sucessoes em R {z,} e {y,} cujos termos sdo, resp., as
partes real e imaginéaria de cada termo de {z,}. Em caso de convergéncia, o

84Borchardt, Carl Wilhelm (1817-1880).
85Ver capitulo 10. Burkhardt, Heinrich (1861-1914). Parseval, Mark-Antoine (1775-1836).
Pitagoras (c. 569 AC — c. 475 AC). Gutzmer, August (1860-1924).
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limite da sucessao {z,} é o nimero complexo com partes real e imaginaria
que sdo, resp., os limites das sucessoes de ntmeros reais {z,,} e {y,}.

Segue-se que as propriedades usuais dos limites de somas, produtos e
quocientes de sucessoes em R também se verificam para sucessoes em C.

Diz-se que sucessao {z,} em C é uma sucessao de Cauchy se qualquer
que seja € > 0 existe M € N tal que |z,4m —2,| < € para n,m € N com
n>M. Com (Tn,Yn)=2n, € |Zn+m_zn|2 = |$n+m_xn|2+|yn+m—?/n|27 uma
sucessao {z,} em C é sucessao de Cauchy se e s6 se as sucessoes em R das
suas partes real e imaginéria {z,,} e {y,} s@o sucessoes de Cauchy. Como as
sucessoes de Cauchy em R sdao convergentes para niimeros reais, ou seja R
com a distancia entre pontos definida pelo valor absoluto da diferenca entre
eles ¢ um espago completo, também as sucessoes de Cauchy em C, com a
distancia de pontos definida pelo valor absoluto da diferenca desses pontos,
sao convergentes para numeros complexos e C € um espaco completo.

Diz-se que uma série de nameros complexos » 7 z,, em que
(Tn,Yn) = zn € C, é convergente se as séries das partes real e imagina-
ria, resp., » o gLy € Yoo Yn SA0 convergentes; caso contrario, diz-se que
a série ) °  z, é divergente. Em caso de convergéncia, chama-se limite
ou soma da série ) 7, z, ao limite S da sucessdo das suas somas parciais

Sy = 25:0 Zy € escreve-se S=3 " zp=> 2 (Tpt+iY 0" o Un -

Como as sucessoes de termos de séries convergentes de nimeros reais
convergem para zero, também as sucessoes de termos de séries convergentes
de numeros complexos convergem para zero.

Diz-se que uma série de nameros complexos > ; z, ¢ absolutamente
convergente se a série de numeros reais dos valores absolutos dos seus
termos é convergente.

Se (Zn,Yn)=2n, € |Tn|, |yn] <|2n| € a convergéncia absoluta de > 7 z,
implica a convergéncia absoluta das séries de niameros reais » -z, e
Yoo Yn, logo, também a convergéncia simples destas séries e a indepen-
déncia das resp. somas de reordenacoes dos termos, o que é equivalente 3
convergéncia da série )z, e a independéncia da soma de reordenacoes
dos termos. Portanto, tal como para séries de nimeros reais, convergéncia
absoluta de uma série de nimeros complexos implica convergéncia (simples)
e a soma de séries absolutamente convergentes € independente de reordena-
¢coes dos termos.

5.3 Sucessoes e séries de funcoes uniformemente
convergentes

Diz-se que uma sucessao de fungoes complexas {f,} definidas em conjuntos
U, C C é sucessao uniformemente convergente em U C C se para cada
z€U asucessao { f,(z)} em C é convergente e, designando por f(z) o limite,
qualquer que seja € > 0 existe N € N tal que U C U, e |fo(2)— f(2)| < e
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para todos n> N,z €U (ou seja |fn(z)— f(2)| <e pode ser uniformemente
assegurada em todos pontos z€ U, portd n> N).

Diz-se que uma série de funcoes > >°  fn(2) é série uniformemente
convergente num conjunto U CC se a sucessao das somas parciais Sy, (z) =
Y k—o fr(2) € uniformemente convergente em U.

Os dois resultados seguintes estabelecem que limites de sucessoes e sé-
ries uniformemente convergentes num conjunto U C C com termos que sao
fungdes continuas em U sao fun¢des continuas em U e podem ser integradas
termo a termo sobre caminhos seccionalmente regulares em U.

(5.1)  Se {fn} € sucessao de fungoes com cada f, definida e
continua em U, C C, f, — f uniformemente em U CC, e v é cami-
nho fechado seccionalmente reqular em U, entdo f € continua em U e

| fa(z)dz = [ f(2)dz .

Dem. Como f,, — f uniformemente em U, qualquer que seja € > 0 existe
N eN tal que U CU, e |f,(2)— f(2)| <e para todos n> N,z €U, pelo que
para n> N e quaisquer z,zy €U,

|f(2) = f(20)] < |f(2) = fu(2)|+]fn(2) = fn(20)|+]fn(20) = f(20)] < e+ fn(2) = fn(20)|+ €.

Como f, é continua em U, , ILm fu(2) = fu(20) € le |f(2)— f(z0)] < 2, e
Z—20 Z—20

como € >0 é arbitrario, f é continua em todo zg€U.
Sen>N,zeU e L, é o comprimento do caminho +,

[z [ 1| = | [
Como £>0 ¢ arbitrario, [ fu(2)dz — [ f(2)dz. Q.E.D.

<eL,.

(5.2) Se f(z)=>0"¢ [n(2) € uniformemente convergente com cada f;,
uma fungdo continua em U CC e~ é um caminho seccionalmente regular
em U, entao f € continua em U e fyf(z) dz=3 "4 fvf(z) dz.

Dem. E consequéncia imediata de aplicar o resultado precedente a sucessao
de somas parciais SN:ZQI:O fn(z) com U,=U. Q.E.D.

Para assegurar convergéncia uniforme é muitas vezes util o seguinte.

(5.3) Uma sucessdo de fungoes complexas {fn} definidas em U CC tal
que | fm(2) = fn(2)] <lam—an| para z€ U, com {an} CC convergente, é
uniformemente convergente em U.

’.

Dem. E consequéncia imediata das sucessoes em C convergentes serem as
sucessoes de Cauchy. Q.E.D.

86A distincdo da definicdo de sucessdao de funcGes convergente em cada ponto de um
conjunto U e uniformemente convergente em U é apenas a troca do quantificador univer-
sal ’qualquer que seja’ do inicio dos quantificadores na definicio para o fim, ou seja de
szUVe>03NENVn>N: ‘fn(z)ff(z)‘ <€ para v6>03NENVn>NVzEU: ‘fn(z)ff(z)‘ <e.
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Um caso particular simples é: se |f,(2)] < M|ay| para n € NU {0} e
alguma constante M >0 e >, |ay| converge, entio Y 7 fn(2) converge
uniformemente (teste-M de Weierstrass). Este teste so se aplica para
séries absolutamente convergentes, mas o campo de aplicacao do resultado
anterior é mais amplo.

5.4 Séries de poténcias

As séries de poténcias complexas sdao da forma,

(5.4) > en(z—a)",
n=0

com z,a,c, € C, para n€ NU {0} . Diz-se que é uma série de poténcias
centrada no ponto a e chama-se a {c, }penu{o} Sucessao dos coeficientes
da série de poténcias.

Com a,c,€C eneNU{0} fixos, se C CC designa o conjunto de pontos
z em que a série (B.4) converge, a soma da série define uma funcgao
S:C—C, tal que S(z)=)_," jcn(z—a)".

Para uma série de poténcias complexa centrada em a existe um circulo
aberto Bgr(a) com raio R>0 e centro em a em que a série converge e em cujo
exterior diverge, ou a série converge em todo o plano complexo (designando
By (a)=C pode-se dizer que converge em Bpr(a) com R=+00), ou converge
com z=a e diverge com z € C\{a} (designando By(a) ={a} pode-se dizer
que converge em Bpr(a) com R=0), e que a convergéncia é¢ uniforme em
cada circulo fechado com centro em a contido em Bgr(a). O valor de R é
dado pelo limite superior (diz-se “lim sup”) de sucessoes de niimeros reais,

definido porlimu, = lim sup u,, , como indicado no resultado seguinte.
n—+00 m>n

(5.5) Circulo de convergéncia de série de poténcias:
Uma série de poténcias complexa Y~ cp(z—a)™ com
_ 1
C Im e
e R=0 ou =+o0 conforme o denominador €, resp., =+o00 ou =0, €é:
1. uniformemente convergente em cl B.(a) se 0<r<R,
2. absolutamente convergente em cada z € Br(a),
3. divergente em cada z€ C\cl Br(a),
em que By(a)={a} e Bo(a)=C.
1

Se L=Ilim |C'CL—:1‘ existe, entao R =1 .

Dem. A prova baseia-se no teste da raiz para convergéncia de séries, que, por
seu lado, se baseia na convergéncia de progressoes geométricas de ntmeros
reais com razao <1 e divergéncia com razao >1.

1. Se0<r<r <R, existe M € N tal que n > M implica W<%
Portanto, para z € cl By(a) é [z—a| <7 e |cp(z—a)|" < (5)" paran>M. A

T
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o o0 r\n s ~ T ~ r ’

série > (7) ¢ uma progressao geométrica de razao ;7 <1, pelo que é
7. o0 7

convergente. Logo, a série ) ° ;cp(2—a)" é absolutamente convergente e,

do teste-M de Weierstrass no final da seccao precedente, é uniformemente

convergente em cl B,.(a) com 0<r<R.
2. Foi provada na prova de 1 no paragrafo precedente.

3. Se z€ C\clBgr(a) e R<p<|z—al, existe n € N arbitrariamente grande
tal que {/|cn|> % . Logo, |cy(z—a)™| > 'Z;—S'"> 1 para infinitos termos, pelo
que {¢,(2—a)"} nao converge para 0 e Y cp(z—a)™ diverge.

leny1(z—a)" !

Se L= lim 2l existe, ¢ lim | =L|z—al, e o teste da razao

n—-+o0o lcn] n—-+o0o len(z—a)”|
- oL foo o n
para séries reais implica convergéncia de ) > |cp(z—a)"| se L|z —a|<1 e

divergéncia se L|z—a|>1, pelo que, dos pontos precedentes, R:% . Q.E.D.

Chama-se raio de convergéncia da série de poténcias >~ ¢, (z—a)"
R= 1/%’(/@, e R= 0 ou = +oco conforme o denominador é, resp.,
+o0 ou 0, e chama-se a, resp., Br(a), Bo(a)={a}, Bs(a)=C, circulo de
convergéncia da série de poténcias.

A convergéncia uniforme de uma série de poténcias centrada em a em
clB,(a), com 0<r< R em que R é o raio de convergéncia da série, conju-
gada com (5.2) garante que a série define uma funcdo continua em Bp(a) e
integrais em caminhos seccionalmente regulares em cl B, (a) podem ser cal-
culados integrando a série termo a termo, o que se usa abaixo para provar
que fungoes Holomorfas sao representaveis por séries de poténcias.

Em pontos da fronteira do circulo de convergéncia uma série de poténcias

~ 1 .n
complexa pode ser ou nao convergente. Por exemplo, >° _ =z2" com a>0
tem raio de convergéncia 1 e é absolutamente convergente se a > 1 e diver-
gente se 0 <a <1 em todos pontos da fronteira do circulo de convergéncia.
Em qualquer ponto da fronteira do circulo de convergéncia em que a série

converge verifica-se a propriedade seguinte

(5.6) Teorema de limite de Abel: Se R>0 € o raio de convergéncia
da série complezay > cn(z—a)" que converge em z =z =a+Re'® | com
0oeR, e far € a restricao da soma da série ao conjunto SprU{zp}, em

—e % (z—a ~ .
que SM:{ZGBR(a): w SM}, entao Zlgrzl0 fu(z)=f(20) -

Dem. Se R>0 ¢ o raio de convergéncia da série complexa Y~ cp(z—a)"

que converge em z = zg=a+ Re'%, com 0y R , e fus é a restricdo da soma da
Ja . R,e—ieo 2—a

série ao conjunto SprU{z}, em que Sy ={z€ Bg(a) : W <M},

entdo lim fu;(z)= f(z20). Pode-se supor sem perda de generalidade a=0,
Z—rZ20

87 . . . - - I
Esta é a Férmula de Hadamard para o raio de convergéncia de séries de poténcias.

88 . . - . - . .
Os conjuntos Sjp; no enunciado deste teorema sdo a interseccao do circulo de convergéncia

com um angulo <7 simétrico em relagao ao diametro do circulo que passa em 29. A um angulo
deste tipo chama-se Angulo de Stolz. Stolz, Otto (1842-1905).
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zp=1, pois tal obtém-se com uma mudanca de varidveis por translagao da
origem para o ponto a seguida de uma rotacao de angulo —6y em torno da
origem e de uma divisao por R. Com esta simplificacao a série é Y | ¢, 2"

com zg=1, Yo% cn convergente e Sy ={z€ By (0): |1 |ZI <M}, e, também

sem perda de generalidade, pode-se supor »_° ¢, = 0 , pois pode-se subtrair
a cg a soma da série se nao for 0. Os termos da sucessao de somas parciais
da série Y07 cp2" sao si(z) = ZZ:O cn 2™, pelo que ¢ =si(1)—sk_1(1) para
k€N, e, agrupando termos como indicado,

k k
sk(z) = Z 2 = Z [$n(1)2" —s,-1(1)2"]
=0

i -
= an =2 ps2h = (1-2) an(l)z"+skzk, keN.
n=0
Como hm s12°=0, f(2)=(12)320 1sn(1)2". Como lim s, (1) =>"72 jex =
para quaﬁquer e >0 existe N € N tal que n > N = [s,(1)] <&, pelo que
| >y skl k‘ <edy pl v lz|™. Esta série é geométrica com razao |z| e
como |z|<1 para z€ Sy,

N-1 N—-1
N

|f(z)|§|1—z|< > se(1)2" +61|z_||z|>§ =2 | > sk(1)2F |+ Me, zeSy.

k=0 k=0
Como lir% 11—z S0y se(1)zF =0, ¢ lirri |f(2)] < Me para todo £ >0, pelo

= z—
que lim,_,; [f(2)|=0=f(1). Q.E.D.
(5.7) Exemplos:
1)n+1

1. Considera-se a série de poténcias » -~
n+1
¢n =" De B5), como L=lim

n

~— 2", que é Y7 ¢ 2" com

C”“ ‘— lim o= =1, o raio de conver-

A~ . _1\yn+1 /
géncia da série ¢ R=1. Como (% z") =(—2)""! e a série geométrica

20 1 (—2)""! é uma série de fungdes continuas uniformemente convergente
em cl B,(0), com 0<r<1, de (5.2)), pode ser integrada termo a termo em
qualquer caminho seccionalmente regular em cl B.(0). Como para |z| <1 é

52 (—z)"'=-L | integrando ambos os lados no caminho ~:[~x,0] — C

n=1 T+z°
tal que y(t)=t, com 0 <z <1, > > 1f ) ldt = fx1+tdt o que dé
S % 2" =—log(1—x) . Como a série alternada comz=—1,>"", E(—l)",

é convergente porque lim% =0, do teorema de limite de Abel precedente,
S L(—nn=— limllog(l—x) =—log2,e
T——

n=1ln
o “
—1)"
g % =log2.

1 k+1 o , -1 k+1
2. A série de poténcias Y -, Qk) T 221 ¢ Do ep2" com cop_q = ﬁ

e cop =0, keEN, e lim {/|c,| =1lim 2+ /574 =1, pelo que o raio de conver-
(( i)’““ 2% — 1) :(_1)k+1 2(k— 1):(_ 2yk-1
2k—1

2\k—1 _ 1
) _1+22

géncia é R=1. Como , analo-

gamente ao exemplo 1, considera-se > ;2 ,(—z . Integrando am-
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(=DF 9k—1

bos os lados desta igualdade no caminho v, )7, ‘54— =arctanx .
Para z = k—l a série no lado esquerdo desta igualdade é a série alternada
ppay %, que)c converge pois limﬁ =0, e, do teorema de limite de
Abel, Y77, % :gﬁl_i)rr_llarctan r=arctan(—1)=—7, e

o

Z (G VA

%—1_  4°
k=1

3. A série de poténcias geométrica de razao z, Y o, 2¥ & convergente se e s6
se |2| <1 e neste caso Y jo; 2" =12 . Apesar da divergéncia da série fora do
circulo aberto com raio 1 e centro na origem, a funcao no lado direito estd
definida e é Holomorfa em C\{1}, pelo que pode ser que uma func¢ao possa
ser estendida como funcdo Holomorfa para além do circulo de convergéncia

de uma sua série de poténcias.

5.5 Definicao e propriedades basicas de funcoes
analiticas

Diz-se que uma funcdo complexa definida num conjunto aberto Q C C é
funcao Anah’tic em () se para cada circulo aberto B,(a) C 2 existe
uma série de poténcias > 7, cn(2—a)" centrada em a com soma f(z) para
cada z € By(a) (Figura B.I). Assim, as func¢oes Analiticas sao as funcoes
representaveis por séries de poténcias.

Figura 5.1: Analiticidade de f em Q: a série de Taylor em a d4 f em B,(a)C{2

O conjunto das fungdes Analiticas num subconjunto 2 de C € um espago
linear complexo com a adi¢cdo e a multiplicacdo por escalares compleros usu-
ais. O resultado seguinte d4 uma classe de fungoes Analiticas definida por
integrais que serd usado varias vezes. No capitulo seguinte estabelece-se que
também sao Analiticas as func¢oes obtidas por limites de sucessoes e séries
de fungoes Analiticas uniformemente convergentes em subconjuntos limita-
dos e fechados do dominio da func¢ao definida pelo limite. Este processo de
passagem ao limite de sucessoes e séries de fungoes que estende as fungoes
polinomiais as fun¢des Analiticas, aplicado a estas ndo leva a outra extensao.

89Alguns autores preferem definir fungao Analitica como funcao diferencidvel, identificando na
definigdo Analiticidade e Holomorfia. Prefere-se a definicdo de Analiticidade pela existéncia de
representagoes em séries de poténcias, seguindo a opcao de K. Weierstrass e de E. Cartan.
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(5.8) Se QCC € conjunto aberto, v é caminho seccionalmente regular
em C e g € funcdo complexa definida e absolutamente integrdvel em =,
entio a fungdo f definida por f(z)=/ 2% dw é Analitica em Q\v* e,

w—=z

em cada circulo aberto B, ( CQ\W ,

</(w Q)T dw) (z—a)", z€B.(a).

Dem. Se Bp(a) C Q\7*, como |Z=%| < @ < 1 para z € B,(a) e

w € v*, para cada z € B,.(a) fixo a série geométrica em fungao de w,
" 1

0 (z—a) _ _1 : * _
2 neo Tw—a)¥T = w—; converge uniformemente em v*. Com S.(w) = ——

e SN :ZnNzo % , qualquer que seja € >0 existe M €N tal que para
N>Mewen* é 15, n(w)—S,(w)|<e e

7 Z,N<w>g(w>dwf/75(w> dw\ /|szN (w)] g(w >|dw56L|g<w>|dw.
Logo,

1) = (12 dw=Y" [ (krdw) -, 2€Bila).
Y n=0"v"

pelo que f é Analitica em B, (a). Portanto, f é Analitica em Q\v*. Q.E.D.

O resultado seguinte estabelece que fungoes Analiticas sao indefinida-
mente diferenciaveis com derivadas que podem ser obtidas derivando termo
a termo as correspondentes séries de poténcias.

(5.9) Toda funcdo Analitica f num conjunto aberto QCC € indefinida-
mente diferencidvel em Q (em particular f€ H(Q)) e as derivadas f*)

de qualquer ordem k€N sdo Analiticas em . Se
oo

(5.10) f(z)=> enlz—a)", 2€B.(a)C9,

entao n=0

(5.11) FP( Z(n i en(z—a)"", keN,z€B.(a),
(5.12) o — £

n—  nl

Dem Os raios de convergéncia da série (5.10) e das séries (B.11]) sao, resp.
= 1/lim{/|c,| e Ry = 1/ hm '{/(n'/(n k)D|cal, pelo que, coma®
hm Ynl/(n—k)=1, Rx=Ry para k:eN

n—-+00
Se for provado que f ¢é diferenciavel em a e tem derivada dada pela

férmula (5.11)) com k=1, a validade desta férmula para derivadas de ordem
superior obtém-se por aplicacdo sucessiva da férmula para a 1* derivada. A

férmula (5.12]) para os coeficientes da série de f é (5.I1) com z=a.

0% 1< <kn, 1<p/ o2 <VEYn, lim Vk=1,lim{/n=1.
( k) k)‘ n——+oo
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Resta provar que f é diferenciavel em a e tem derivada dada por (5.11))
com k=1. Sem perda de generalidade, a = 0 (translagdo de varidveis).
Fixa-se z€ Bg,(0) e >0 tal que |z| <7< Ry e a fun¢ao g definida pelo lado
direito de (II) com k=1, g(2)=>_°% yncy,2" L. Para we B, (0)\{z},

f(wl)u:,;;f(Z) —g(z) = ch(w:}:in _nzn—l) .
n=1

Para n = 1 a expressao entre paréntesis é 0 e para n > 2, como se tem
wh— 2" = (w—z) 22:1 wn_kzk_l,

n
n__.n _ — _ _
wh=z" o on 122 :wn kzk l—nzn 1‘

w—z
k=1
Verifica-se
n—1 n—1 n—1
(’LU—Z) § kwn—k—lzk—l _ § kwn—kzk—l _ § kwn—k—lzk
k=1 k=1 k=1
n—1 n n
—_ E kwnszkflii (kil)wnszkfl —_ E wnszkflinznfl )
k=1 k=1 k=1

Com as trés ultimas férmulas obtém-se

0 n—1
L0210 () | < =21 Y el D bl
k=1

n=2

0o n—1 00
< |lw—2| Z e |2 Z k= |w—z| Z —n(n{l) len| 72,
n=2 k=1 n=2

Como lim ¢/n(n—1)/2 = 1, é lim{/[n(n—1)/2]|c,| = lim {/|c,|, e como
r < Ry, a série no ultimo termo é convergente, pelo que o limite desse
termo quando w— z é 0 e, portanto, f'(z)=g(z). Q.E.D.

Este resultado estabelece que para uma funcao ser representdvel por uma
série de poténcias centrada num ponto a € C tem de ser indefinidamente
diferencidvel e a série € a série de Taylor da funcdo centrada em a €

S "
Z—f n!( )(z—a) .
n=0

E possivel ter séries de Taylor de funcdes reais indefinidamente diferenciaveis
que nao convergem para essas funcoes, i.e. ha fungoes reais indefinidamente
diferencidveis que nao sdo Analiticas (e.g. as derivatives de todas ordens em
0 da funcio C™ ¢ 1/7* se 2 € R\ {0} e 0 em z =0 siio nulas, todos termos
da série de Taylor em 0 sao 0 e 6*1/5”27&0 para 2#0). No capitulo seguinte
prova-se que tal ndo pode acontecer para funcoes complexas. Para estas
funcdes basta existir a 1* derivada num conjunto aberto para que a funcgao
seja indefinidamente diferenciavel e Analitica nesse conjunto.
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5.6 Zeros de funcoes analiticas

O resultado seguinte estabelece que o conjunto Z(f) dos zeros de uma
funcao f nao identicamente zero Analitica numa regido é um conjunto de
pontos isolados e cada zero tem uma ordem ou multiplicidade, i.e. um
numero m € N que é o menor inteiro positivo para que a derivada de ordem
m da funcao nesse zero ndo se anula.

(5.13) Se f € funcdo Analitica complexa numa regido Q2 C C onde nao é
identicamente zero, entdo o conjunto Z(f) dos zeros de f em Q nao tem
pontos limite em §, i.e. nao existe qualquer sucessiao {zp,} C Z(f)\{z}
convergente para z € Q, Z(f) N K € finito para todo K C Q compacto,
Z(f) € finito (possivelmente ) ou infinito numerdvel, e a cada a € Z(f)
corresponde um unico meN tal que f(z)=(z—a)™g(z) para todo z€,
com g Analitica em Q2 e g(a)#0; m € a ordem do zero a de f.

Dem. Designa-se A o conjunto dos pontos limite de Z(f) em . Como f é
continua em Q, AC Z(f) e pontos limite de A pertencem a A que, portanto,
é fechado.

SeaeZ(f) er>0é tal que B(a) CQ, como f é Analitica em 2, tem
representacdo em série de poténcias f(z) =) " cp(z—a)" para z € By(a),
e tem-se a alternativa seguinte: (i) ¢, =0 para todo n€N, ou (%) existe um
menor inteiro m €N tal que ¢, #0.

No caso (i) f(z)=0 para z€ B,(a), pelo que B,(a) C A e a€int A.

No caso (ii) a fungao

z—a) " f(z se zeQ\{a
o = { GO e e}
satisfaz g(2) =33 cmik(z—a)* para z € B,(a) ; logo, g é Analitica em Q e
g(a)=cpy, #0. Da continuidade de g, existe vizinhanca de a em que g é #0,
e a é ponto isolado de Z(f), pois f(z)=(z2—a)™g(z) para z€Q.

Como no caso (i) a é ponto isolado de Z(f), se a€ A, é o caso (i) e,
portanto, a €int A, pelo que A é conjunto aberto.

Como A é conjunto aberto e fechado, com B=Q\A é Q=AUB e
AN B=( com A e B abertos e disjuntos, e, como 2 é conexo, tem de ser
A=Qou A=(. Se A=Q, f é identicamente zero em Q e Z(f)=Q, e se
A=(, como toda sucessao de pontos distintos num conjunto compacto tem
pelo menos um ponto limite nesse conjunto, Z(f) tem um n° finito de pontos
em cada subconjunto compacto de 2. Como qualquer subconjunto aberto
de C é uniao numeravel de uma familia expansiva de conjuntos compacto,
Q=UpenK, , em que K,, C K11 para n€ N, conclui-se que Z(f) é finito ou
¢ infinito numeravel.

Prova-se por indugao que as derivadas de f(z)=(z—a)™g(z) s@o

F9(z) = 2 (—a)"Fg(=) + ()" F Uy (2) . keN, k<m,

1 . N
91Ver exercicios do apéndice 1.
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em que cada hy é Analitica em Q. Logo, f®)(a) = 0 para k < m, e
f™(a)=m!g(a). m é o menor k€N para que f*)(a)#0. Q.E.D.

Uma consequéncia é o resultado seguinte obtido em 1851 por B. Riemann.

(5.14) Teorema de Unicidade de Fungoes Analiticas: Se f, g sdo
funcdes Analiticas complexas numa regiao Q CC e f =g num conjunto
com um pelo menos um ponto limite em €2, entdo f=g em 2.

Dem. f—g é Analitica em Q2 e Z(f—g) tem pelo menos um ponto limite em
Q. Do resultado precedente, Z(f—g)=Qe f=g em Q. Q.E.D.

Este resultado garante que uma fun¢ao Analitica numa regido é deter-
minada pelos seus valores em qualquer conjunto que tenha pelo menos um
ponto limite da sua regidao de analiticidade.

Logo, duas funcdes diferentes Analiticas numa regigo Q0 C C sé podem
coincidir num conjunto finito de pontos em cada subconjunto compacto de
Q, e num conjunto numerdvel de pontos de ) sem pontos limite. Em re-
gioes desconexas com infinitas componentes conexas duas fungoes diferentes
Analiticas s6 podem coincidir num conjunto numeravel de pontos, porque as
componentes conexas de um subconjunto aberto de C sao numeraveis.

5.7 Foérmula de Parseval para séries de poténcias

Nesta seccao obtém-se propriedades importantes de funcoes Analiticas com-
plexas que podem ser provadas com a Foérmula de Parseval para séries de
poténcias complexas, que da que a média quadratica da soma de uma série
de poténcias sobre uma circunferéncia de raio menor do que o raio de con-
vergéncia da série é igual & soma da série dos quadrados dos moédulos dos
termos da série inicial num ponto da circunferéncia.

(5.15) Férmula de Parseval para séries de poténcias:
Se f(z) =30 gcn(z—a)" para z € Br(a), em que R>0 € o raio de
convergéncia da série, e 0<r<R,

T o]
o [ |f(a+re®)do =" |en[*r™.
- n=0

Dem. Define-sd”? 9(0) = fa+re?) =3  c,re™. Para 0 <r < R esta
série é uniformemente convergente com 6 € [—m, 7] . Considera-se o produto
. ~ , 1 — .

interno para funcoes continuas em [—m, 7] (p,¥) =5 [" ¢1p. Das proprie-
dades do produto interno e como séries uniformemente convergentes podem

92 . s o . o ~
Com (Zn,Yn)=cn, é¢ uma série trigonométrica complexa com partes real e imagindria que sdo
séries trigonométricas reais, chamadas séries de Fourier:

Z cnrel™ = Z cnr™ [(xn cos(nd) —yn sin(n@)) +i(xn sin(n@)+zp cos(n@)) ] .

n=0 n=0
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ser integradas termo a termo (0.2]),

n _ind P mo9
b - nT
7\rf(a—i-re )|?d = (g, 9) E cnr’te E c
- [eS) ' '
§ : cmarm+n<ezm9’ezn€> _ § :’Cn’27°2n,
n=0

m,n=0
pois
; ; 1 se m=mn
<ezm0’em€> _ 17r/ i(m=—n)6 19 _ { )
L - 0 , se m#n.
Q.E.D.

Este resultado permite obter majoracdes simples para o valor e as deriva-
das de qualquer ordem de fungoes Analiticas, como as do resultado seguinte.

(5.16) Estimativas de Cauchy: Se f é uma func¢ao Analitica num
circulo aberto Br(a), com R>0, e |f(z)|<M para z€ Bg(a),

|f®a)] < . keNU{0}.

Dem. Da Férmula de Parseval para séries de poténcias com 0<r <R,
OO s
D el = 5= [ |f(atre®)Pdo < MZ.
_ -
Portanto, ¢ |c,|?r?® < M? e |c,| < X para n € NU{0}. Como r€]0,R[ ¢
arbitrério, [c,| < 4&. Da férmula (5.12),

1F® (@) < ko] < ME - peNU{0}.

Q.E.D.

Segue-se outra importante consequéncia da Formula de Parseval.

(5.17) Teorema de Liouville: Fungdes inteiras limitadas sao constantes.

Dem. No resultado precedente R >0 pode ser arbitrariamente grande, pelo
que E!lex|=f®(a)=0 e ¢;, =0, para ke N. Logo, f=co. Q.E.D.

A hipoétese do Teorema, de Liouville pode ser enfraquecida para funcoes
Analiticas com mo6dulo sublinear como se segue.

(5.18) As fungéoes Analiticas f:C—C tais que |f(z)| <C+M]|z|* para
z€C, com 0<a<1 e C,M >0 sdo constantes.

Dem. Das estimativas de Cauchy, \f(k)(z)] < % = %IZ' + é‘f’“'a para

2zeC, keNU{0}, R>0. Logo, f*) =0 para keN e f=£(0). Q.E.D.
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Ainda outra consequéncia da Férmula de Parseval para séries de potén-
cias é que o moédulo de uma fungdo Analitica numa regiao 2 C C nao pode
ter maximos locais a nao ser quando a funcao é constantd®] (Figura (.2)).

e W

Re

Figura 5.2: Principio de Médulo Maximo em regioes e do corolario para minimos

(5.19) Principio de Médulo Méaximo: Se f € fun¢io Analitica numa
regigo Q0 C C, |f| nao tem mdaximos locais em £ a nao ser que [ seja
constante; se K CS§) € compacto e f ndo € constante em K, o mdzimo
de |f| em K € assumido em pontos da fronteira de K.

Dem. Seja cl B,(a) CQ, com 7 >0, tal que |f(a+7re?)| <|f(a)|, para todo
0€[0,27]. Da Férmula de Parseval para séries de poténcias em (G.I5]) é

st ™
Y lealr? = g [ | fatre)2dd < |f(a)* = |eof,
0 —T

e, portanto, ¢, =0 para n €N, e f(z) =co = f(a) para z € cl B.(a). Da
Unicidade de fungoes Analiticas (B.14]), f ¢ constante em 2.

Como | f| é continua no conjunto compacto K, do teorema de Weierstrass
para extremos de funcgoes continuas, assume um valor maximo em K. Este
valor nao pode ser assumido no interior de K porque |f| teria maximos locais
em pontos interiores a 2. Logo, o valor maximo é assumido em 0K. Q.E.D.

O Principio de Médulo Méaximo pode ser provado directamente para. fun-
¢oes Holomorfas numa regido €2 C C com a Propriedade de Valor Médio
(@I3), que implica |f(a)| <5 [" |f(a+re?)|dd se cl B.(a) C 2, pois, se
|f| tem um méximo local em a € 2, existe um circulo aberto Br(a), com
R>0, em que |f| <|f(a)| e se existissem r €]0, R[ e 6y € [0, 27] tais que
|fl(a+re?®) < |f(a)] com 6 =6y, da continuidade de f esta desigualdade
também se verificaria para valores de § numa vizinhanca de 6y e a média
de |f| na circunferéncia com centro a e raio r pequeno seria < |f(a)|, em
contradi¢do com a Propriedade de Valor Médio. Logo, |f|=|f(a)| em Br(a),
e, de (B12), f é constante em Br(a). O resto é como no final da prova do
resultado precedente.

93 Este resultado apareceu provado na tese de doutoramento de B. Riemann, em 1851, com uma
demonstragao diferente da que aqui se apresenta.
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O resultado seguinte estabelece que o modulo de uma funcao Analitica
numa regiao 2 C C onde nao é constante sé pode ter minimos locais em
pontos onde se anule (Figura [5.2]).

(5.20) Corolario do Principio de Médulo Méximo: Se f ¢ fun¢ao
Analitica numa regigo QC C, entdo | f| sé tem minimos locais em pontos
de Q2 em que se anula ou € constante em ; se K C ) € compacto e f
nao é constante e nao tem zeros em K, o minimo de f em K é em OK.

Dem. Os pontos em que f se anula sdo minimos locais de |f|. De (5.I3)),
o conjunto Z(f) dos zeros de f em  verifica a alternativa: (i) Z(f) =1,
ou (i) Z(f) nao tem pontos limite em 2. No caso (i) | f| tem minimo local
zero em todos os pontos de 2. No caso (ii) Z(f) é fechado e U=Q\Z(f) é
aberto. Se A, B sdo conjuntos disjuntos fechados relativamente a U tais que
U=AUB, AUZ(f) e B sao conjuntos disjuntos fechados relativamente a 2
e Q=(AUZ(f))UB. Como £ ¢ um conjunto conexo, tem de ser B={ ou
B=%Q, o que implica que U é conexo, e, como é aberto, é uma regiao em C.
Como f nao se anula na regiao U, o Principio de Médulo Méximo em (5.19))
pode ser aplicado a % e obtém-se que ﬁ nao tem méximos locais. Logo, |f]
nao tem minimos locais em U a nao ser que seja constante em U.

Do Teorema de Weierstrass de extremos de fungdes continuas, |f|> 0
assume um valor minimo no conjunto compacto K. Como este valor nao
pode ser assumido em pontos interiores a K porque, entao, | f| teria minimos
locais nao nulos nesses pontos de 2, o que nao pode acontecer, o valor
minimo em K é assumido em pelo menos um ponto de K. Q.E.D.

Exercicios

5.1 Prove: Uma fun¢do Analitica em C que satisfaz |f(z)| <|z|", para algum n €N e
todo z€C com |z| é grande € polinomial.

5.2 Desenvolva ﬁ em série de poténcias centrada em cada a € R e determine o raio
de convergéncia.

5.3 Prove: Se f(z) = Y35, arz®, em que a série tem raio de convergéncia R > 1,
e Sn(z) = Yp_oarz", entio o valor minimo do desvio quadrdtico médio de um
polinémio P de grau n €N a f, 2= [C7[f(e’) = P(e)[?d0, é Y52 lantk]® € €
assumido se e s6 se P=S,.

5.4 Determine todos os valores de C para os quais a série dada é convergente:

a) Tizos* D)o ©) Titotr d) Eio(35)" o) Tio(5)" 6 SiZoe™
5.5 Calcule o raio de convergéncia da série dada, para z€C e n€N:

2) Y00 ()" b) T (k) o) T (k2) 2 d) 500 ) Top, e,

5.6 a) Mostre que a fungao complexa definida por f(z)= =5 pode ser estendida por
continuidade a z =0 e que essa extensdo f ¢ Analitica num circulo centrado na
origem. Determine f(0) e o maximo raio de circulos centrados em 0 em que a

extensdo é Analitica. Designa-se B, = f("™)(0) para neNU{0}.
b) Prove: zcotz=1iz+ f(i2z) nos pontos da interseccdo dos dominios das fungoes
nos dois membros da igualdade e zcot z pode ser estendida por continuidade a

z=0, a igualdade também valida para essa extensao em z=0, e em consequéncia
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ng+1:0 para keNe Blz—%.

c¢) Prove: ZZ;; (:)Bk =0, que permite calcular recursivamente os nimeros Bz,
keNU{0}, chamados nimeros de Bernoulli’].
(Sugestao: Multiplique as séries de Taylor no ponto 0 de fe 1/f)
d) Prove: A sucessao de niimeros de Bernoulli é uma sucessao ilimitada de nimeros
racionais que comeca com 0s NUMEros:

Bo=1, B2=é, B4=—3—10, BGZé, 382—3—10, BmZ%, 3122—%, 3142% .
e) Mostre que a série de Taylor no ponto 0 para a extensdo por continuidade a
origem de Z cot £ é Zfzo(*l)"ﬁBmZ%-
f) Obtenha os coeficientes das féormulas de Taylor no ponto 0 para tan z e para a
extensao por continuidade de =*= a z=0 em termos dos nimeros de Bernoull{™.

5.7 Mostre que se f & Analitica numa vizinhanga de 0, existe n € N tal que f(%) #* (;L;d)n
5.8 Prove: Se f,g sdo fungdes Analiticas numa regido de C onde fg=0, pelo menos
uma € 0 na regido.
5.9 Prove: Se f, g, fg sao func¢des Analiticas numa regigo de C, f =0 ou g € constante
na regiao.
5.10 Prove: Uma funcdo Analitica em C tal que as representacdes em série de poténcias
centradas em qualquer ponto de C tém pelo menos um coeficiente 0 é polinomial.
5.11 Prove: Se f,g sdo fungées Analiticas e sem zeros num circulo aberto Br(a) conti-
nuas em cl Br(a) e |f|=|g| em 0B, (a), f=Ag em cl B.(a) para algum A€ C com
Al=1.
5.12 |Pr|ove: Se f € Analitica em By(a) e |f' (2)—f'(a)|<|f'(a)| para z € Br(a)\{a}, f €
injectiva em Br(a).

Exercicios com aplicagoes a hidrodinamica, electroestatica e
propagacao de calor em equilibrio
5.13 Consideram-se escoamentos hidrodinamicos planos estacionarios, solenoidais e ir-
rotacionais®d (ver exercicio 3.26) com potencial de campo de velocidades ¢, funcao
de corrente 1 e potencial complexo f=(p, ).

94 Jakob Bernoulli (1665-1705) descobriu-os para calcular Z?:1 j* para k,n €N (s6 publicado
postumamente em 1713) com as férmulas correctas para k de 1 a 10, sem prova.
9 Estas séries aparecem no livro de L. Euler, Introductio in Analysin Infinitorum, de 1748.
96Quaundo considerados em R3 invariantes por translacdes ortogonais ao plano do escoamento.
Estas situagoes de hidrodinamica correspondem a situagoes de electroestdtica. As alineas deste
exercicio correspondem aos campos eléctricos de:
(a) um filamento condutor cilindrico carregado perpendicular ao plano na origem;
(b) um par de filamentos condutores cilindricos carregados perpendiculares ao plano e simétricos
em relagdo a origem;
(¢) um dipolo bifilar eléctrico perpendicular ao plano na origem;
(d) um filamento condutor cilindrico carregado perpendicular a um semiplano limitado por um
isolador eléctrico perfeito plano;
(e) um par de filamentos condutores cilindricos perpendiculares ao plano com cargas iguais, so-
breposto a um campo eléctrico uniforme; em alternativa, um campo eléctrico uniforme no infinito
na presenca de um isolador eléctrico perfeito cilindrico perpendicular ao plano e com secgao igual
a oval de Rankine;
(f) um dipolo bifilar eléctrico perpendicular ao plano na origem sobreposto a um campo eléctrico
uniforme; em alternativa, um campo eléctrico uniforme no infinito com um isolador eléctrico per-
feito cilindrico de revolugao perpendicular ao plano;
(g) uma corrente eléctrica constante num filamento rectilineo perpendicular ao plano;
(h) um canto definido por dois semiplanos isoladores eléctricos perfeitos intersectando-se ao longo
de uma recta perpendicular ao plano na origem.
Podem-se obter outras situacoes de electroestatica trocando isoladores por condutores e fungoes
potenciais por fun¢oes de corrente. Também se obtém situagdes de propagagao de calor em equi-
librio substituindo o potencial da velocidade por temperatura e as linhas de fluxo de fluido por
linhas de fluxo de calor. Rankine, William (1820-1872).
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Funcoes analiticas

a) Fonte ou sumidouro. Uma fonte ou um sumidouro é uma singularidade de
que radiam linhas de corrente (i) constante) e em torno da qual equipotenciais da
velocidade (¢ constante) sdo circulares. Mostre que um potencial complexo para
uma fonte de magnitude @ em 0 é f(z)= % log z (Figura[5.3] & esquerda).

b) Sobreposigao de fonte e sumidouro. Mostre que um potencial complexo de
um fluxo sobreposicao linear de uma fonte e um semidouro de magnitudes +@Q nos
pontos, resp., £re'’, com r,0€R, é f(z)= %[log(z—rew)—log(z—&—rew)] (Figura
53l ao centro).

c) Dipolo. Chama-se dipolo ao limite do par fonte-sumidouro da alinea ante-

rior, quando r — 0 e % =m é constante. Mostre que um potencial complexo é

flz)= 7%19 (Figura 53] & direita).

d) Fonte perto de parede. Mostre que um potencial complexo de um fluxo no
semiplano complexo superior resultante de uma fonte de magnitude @ situada no
ponto ia do eixo imaginéario (o eixo real é uma “parede”, i.e. a componente da
velocidade na direc¢ao normal ao eixo real é zero nos pontos deste eixo) é, para
z,y€R, y>0 (Figuralpdla esquerda)

flx+iy)= % [log ((x2+(yfa)2)(x2+(y+a)2) +i2( arctan (%) +arctan (m))} .

x

(Sugestao: Sobreposicio da fonte dada com uma fonte auxiliar que é a sua imagem si-
métrica em relagido ao eixo real. Este método é conhecido por método das imagens).

Figura 5.3: Fonte ou sumidouro, fonte e sumidouro, dipolo (com sentido inverso)

e) Oval de Rankine. Considere um escoamento sobreposi¢ao linear de uma fonte
e um sumidouro pontuais de magnitudes +@Q nos pontos +a do eixo real, e um
escoamento uniforme (velocidade rectilinea constante) de magnitude V., na paralelo
ao eixo real. Mostre que um potencial complexo ¢ (Figura [5.4] ao centro)

2 2
flz+iy) = [Voox—i—% log (%)} +1 [wa—% arctan (sz;f{az)]
Mostre que uma das linhas de corrente é oval. Observe que a corrente exterior &

oval é a em torno de um obstaculo cilindrico com sec¢ao que é a oval se a velocidade
no infinito é constante na direc¢do e no sentido do eixo real positivo.

Figura 5.4: Fonte perto de parede, oval de Rankine, obstéculo cilindrico

f) Escoamento em torno de obsticulo cilindrico de revolugdo com ve-
locidade uniforme no infinito e circulagao nula em torno do obstaculo.
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Mostre que o potencial complexo de um escoamento em torno de um obstaculo
cilindrico de revolucao de eixo na origem e raio R > 0 com velocidade no infinito
constante na direccao e no sentido do eixo real positivo e circulagdo em torno do
obstaculo nula é f(2)=Veo (2+ R;) (Figura [5.4] A direita).

(Sugestao: Sobreposicdo de um fluxo uniforme com um dipolo na origem na direc¢do do
eixo real tal que a circunferéncia com raio R e centro na origem é uma linha de corrente).
g) Vértice potencial. Um vortice potencial ¢ uma singularidade pontual em torno
da qual as linhas de corrente sdo circunferéncias centradas na singularidade e as
equipotenciais sdo semirectas com origem na singularidade. Mostre que um poten-
cial complexo é f(z)=—i5-logz, com 2= a magnitude do vértice (Figura [.5).

Figura 5.5: Vértice potencial

h) Escoamentos em cantos. Mostre que um potencial complexo para o escoa-
mento num canto de amplitude angular 0 < 6 < 27, com vértice na origem e um
dos lados ao longo do eixo real é f(z)=Vz? (Figura[56). (Sugestio: Aplique uma
transformagao conforme do semiplano superior complexo no canto).

Im

Figura 5.6: Escoamentos em cantos

5.14 Considere dois cilindros condutores paralelos de secgdes ortogonais circulares de
raios R >0 perpendiculares ao plano complexo com eixos sobre os pontos do eixo
real +b com potenciais eléctricos £V. Mostre que num plano ortogonal aos cilndros
as linhas de fluxo e as linhas equipotenciais do campo eléctrico sdo como indicado
na Figura 57 e que a capacidade dos condutores por unidade de comprimento é
C= ﬁ farads/metro, em que ¢ é a constante dieléctrica do meio.

(Sugestao: Na alinea e) do exercicio anterior, obtenha equagdes cartesianas para as equipo-
tenciais, observe que sdo circunferéncias e relacione a com b e R de modo as circunferéncias
com raio R e centros em +b serem equipotenciais, calcule a funcio de fluxo ® =ev . Calcule
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a carga por unidade de comprimento integrando a funcao de fluxo em torno de um condu-
tor. Obtenha a capacidade por unidade de comprimento, dividindo a carga por unidade
de comprimento pelo potencial V' do condutor).

Figura 5.7: Campo eléctrico de dois condutores cilindricos
paralelos ortogonais ao plano complexo



Capitulo 6

Unificacao de holomorfia,
teorema de Cauchy e
analiticidade

6.1 Introducao

O cerne deste capitulo ¢ a unificacdo de Holomorfia, validade do Teorema
de Cauchy e Analiticidade, consideradas separadamente nos trés capitulos
precedentes com base em, resp., derivada, integral e série de poténcias. E
uma ilustragao elegante e util do caricter especial das fungoes complexas.

A possibilidade de representacao de fun¢oes Holomorfas em circulos por
séries de poténcias foi comunicada por A.-L.Cauchy a Academia das Ciéncias
de Turim em 1831. A.-L.Cauchy n#o justificou a integragao termo a termo de
uma série usada na prova, o que levou P. Chebyshev@g a assinalar em 1844 que
tal s6 é possivel em casos particulares, dificuldade que foi ultrapassada com
convergéncia uniforme, como referido na introdugao do capitulo precedente.

Em 1886 J. Morer provou um reciproco do Teorema de Cauchy, es-
tabelecendo que fungbes complexas com integrais nulos sobre as fronteiras
dos triangulos fechados contidos no conjunto de continuidade da funcao in-
tegranda sao Holomorfas no interior do conjunto.

Com a contribuicao de E. Goursat em 1900 que permitiu provar o Te-
orema de Cauchy para func¢oes Holomorfas em conjuntos convexos sem a
hipétese de continuidade das derivadas foi possivel estabelecer a equivalén-
cia de Holomorfia e analiticidade, e destas com a existéncia de primitivas.

Neste capitulo também se prova o Teorema Fundamental da Algebra
(todo polinémio real ou complexo nao constante tem pelo menos um zero
complexo). Este teorema tem uma longa histéria. Foi previsto para poliné-
mios com coeficientes reais por A.Girard em 1629 e foi formulado claramente
em 1743 por L. Euler para utilizacdo na resolucao de equacoes diferenciais
ordinarias lineares com coeficientes constantes (no ano anterior tinha escrito

97 Chebyshev, Pafnuty (1821-1894).
9% Morera, Jacinto (1856-1909).
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numa carta a A. Clairaut que o resultado é “indubitavel, embora eu nao o
possa demonstrar perfeitamente”), mas resistiu a varias tentativas de prova
durante dois séculos. As 1%s tentativas foram para polindmios com coefici-
entes reais, em particular por J.R. d’Alembert em 1746, L. Euler em 1749,
F.D.Foncenex em 1759, J.-L.Lagrange em 1772, P.-S.Laplace em 1795. C.F.
Gauss indicou em 1799, na tese de doutoramento, falhas nessas tentativas e
prop6s uma prova, também incompleta por utilizar uma propriedade de cur-
vas algébricas ainda nao estabelecida. Em 1806 J.R. Argand publicou uma
tentativa de prova na linha da de J.R.d’Alembert, mas também incompleta
por assumir a validade do Teorema de Weierstrass de extremos de fungoes
continuas em subconjuntos compactos do plano, o que ainda nao estava es-
tabelecido. A ideia central de J.R.d’Alembert e J.R. Argand é a mesma das
provas neste capitulo baseadas em propriedades de funcoes analiticas. As
provas iniciadas por J.R.d’Alembert e J.R. Argand foram completadas na
viragem do séc. XIX para o séc. XX com a prova do Teorema de Weierstrass
de extremos de fung¢oes continuas em conjuntos compacto@. A provavel
insatisfacdo de C.F.Gauss com a prova na sua tese é evidenciada por ter pu-
blicado mais trés artigos sobre provas do Teorema Fundamnetal da Algebra,
dois em 1816 com ideias diferentes e um em 1849 refinando o argumento da
tese para polindémios com coeficientes complexos, mas sem resolver a lacuna
referida, s6 superada em 1920 por A. Ostrowski. Uma das provas de C.F.
Gauss de 1816 é um argumento algébrico extenso seguindo a ideia de prova
de L. Euler e veio a ser a 1% prova a ficar completa; ficou apenas pendente
do teorema de valor intermédio para funcgoes reais continuas — Teorema de
Bolzano — no essencial provado no ano seguinte por B. Bolzano, mas que,
por sua vez, ficou pendente de uma defini¢ao rigorosa dos nimeros reais,
s6 dada em 1872 por G. Cantor, o que permitiu a K. Weierstrass completar
pouco depois a prova do Teorema de Bolzano nas suas licdes, publicadas pela
1? vez em 1878, preenchendo a lacuna da prova algébrica de C.F. Gauss de
1816. Entretanto apareceram dezenas de outras provas, em geral com Analise
Complexa, Topologia ou Geometria Algébrica, a ponto de varios matemé-
ticos terem instado & descoberta de uma prova puramente algébric. As

9 Uma prova para fungoes definidas em intervalos limitados fechados de nimeros reais por K.
Weierstrass foi publicada em 1878 e Maurice Fréchet (1878-1973) estendeu em 1904 o resultado
para fungoes definidas em espagos compactos com uma nogao de convergéncia de sucessdes que
inclui fungbes de vérias varidveis reais com a distancia euclidiana.

100 o prova de C.F. Gauss em 1816 que foi a 1* a ser completada, embora intrincada, é tao algé-
brica quanto possivel, pois além de Algebra s6 usa o Teorema de Bolzano, que é uma propriedade
minimalista de distin¢@o entre ntimeros reais e racionais (no sentido de na definigdo axiomética de
nimeros reais como corpo ordenado (como os racionais) que satisfaz o axioma de todo subconjunto
nao vazio majorado ter supremo, este axioma poder ser substituido pelo Teorema de Bolzano) e
em algum ponto esta disting¢ao tem de surgir. Uma prova algébrica mais abstracta é com Teoria de
Galois e extensao de corpos. O autor obteve em Fevereiro de 2018 uma prova com Algebra Linear
que pode ser considerada a mais elementar que existe, pois pode ser dada na parte inicial de uma
1? disciplina de Algebra Linear porque s6 usa: desigualdade de Cauchy-Schwarz em C"™, produto
de matrizes, independéncia linear e o Teorema de Weierstrass de extremos de fungbes continuas
em subconjuntos limitados e fechados de C", que, tal como o Teorema de Bolzano e no mesmo
sentido, é uma propriedade minimalista de distin¢do entre nimeros reais e racionais (Magalhaes,
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provas referidas nao sao construtivas, i.e. nao dao processos para calcular
zeros aproximadamente. K. Weierstrass tentou obter uma prova construtiva
sem sucesso; a 1% prova construtiva so foi obtido em 1940 por H. Kneser, e
depois simplificado pelo seu filho M. Kneser e 1981.

Incluem-se o Teorema da Fungao Inversa (toda fun¢ao Holomorfa num
conjunto aberto tem inversa local Holomorfa numa vizinhanga de cada ponto
em que a derivada nao é 0 e em tal vizinhanga transforma conjuntos abertos
em conjuntos abertos), a caracterizacao local das func¢oes Holomorfas em
regioes (somas de poténcias inteiras de fungoes invertiveis Holomorfas com
constantes ou constantes), o Teorema da Aplicacao Aberta (imagens de re-
gides por fungoes Holomorfas ndo constantes sao regides) e um resultado de
K. Weierstrass em notas de 1841 (s6 publicadas em 1894) estabelecendo que
os limites de sucessoes e séries de fun¢oes analiticas uniformemente conver-
gentes em conjuntos compactos sao analiticas e podem ser indefinidamente
derivadas termo a termo; em particular, o processo de extensao de funcoes
polinomiais a funcoes analiticas por séries uniformemente convergentes nao
conduz a novas func¢oes quando aplicado a funcoes analiticas.

6.2 Holomorfia, teorema de Cauchy e analiticidade

Prova-se a seguir que holomorfia e analiticidade sao equivalentes e da-se uma
Formula de Cauchy para as derivadas de fun¢ées Holomorfas.

(6.1) Férmula de Cauchy para derivadas:

Seja Q C C um congunto aberto. f € H(S) se e s¢ se f € analitica em
Q. Em caso afirmativo, se B.(z) CQ ey € um caminho seccionalmente
reqular fechado em B,(z)\{z}, para f e suas derivadas é

FP(2)Ind, (z) = AL [ L@ dw, keNuU{0}.

21 (w_z)k+1
v

Dem. De (5.9)), se f ¢ analitica em Q, fe H(Q).
Se fe H(QY), By(z) CQ e~ éum caminho seccionalmente regular fechado
em B,(z)\{z}, da Férmula de Cauchy em conjuntos convexos em (£I2]),

f(2)Ind,(2) = %/f(w) dw .

w—=z
g
De (5.8), fInd, é analitica em B,(z)\7* e tem em cada circulo aberto
B,/(a) CQ\7v* a representagao em série de poténcias

F () = 3 ([l dv)c—a, 2eBita).
n=0 v
A unicidade dos coeficientes ¢, das séries de poténcias Y .- cn(z —a)"

centradas num ponto a que representam uma mesma func¢ao, estabelecida

L.T., Simple proof of existence of a complex eigenvalue of a complex square matrix ... and yet
another proof of the fundamental theorem of algebra with linear algebra, Linear and Multilinear
Algebra, 70 (2022), 5329-5333.

191 Girard, Albert (1595-1632). Clairaut, Alexis (1713-1765). Foncenex, Frangois Daviet de (1734-
1799). Ostrowski, Alexander (1893-1986). Kneser, Hellmuth (1868-1973). Kneser, Martin (1928-2004).
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em (B£9), garante que se obtém a mesma série de poténcias centrada em
a para f(z)Ind,(z) qualquer que seja vy com as propriedades indicadas, e
Cp= 2 fwwﬁ% dw . Esta representacao em série de poténcias centrada em
a é valida para z € B,.(a) CQ\v*, pelo que f é analitica em Q\* Para pontos
de z € v* aplica-se 0 que foi estabelecido com o caminho v, substituindo-o
por um caminho 7 seccionalmente regular fechado em Q\~*

A férmula para as derivadas de f obtém-se directamente de (5.9). Q.E.D.

Deste resultado, o raio de convergéncia da série de Taylor centrada num
ponto a de uma funcio f€ H(Q) é > a distancia de 9 ao ponto a .

Portanto, a tinica obstrucao a convergéncia da série de Taylor centrada
num ponto a de uma funcado diferencidvel complexa para o correspondente
valor da funcdo a partir de uma certa distancia de a é a funcdo nao estar
definida ou nao ser Holomorfa num ponto a essa distancia de a. Isto con-
trasta com funcoes reais diferencidveis e permite explicar a limitagao de raios
de convergéncia destas séries pela ocorréncia de pontos no plano complexo
fora do eixo real em que as extensdes complexas naturais das func¢oes reais
consideradas nao sao diferencidveis. Um exemplo simples é o da fungao real
ﬁ referida na introducao deste livro.

Com (6.I) também se obtém que as derivadas de qualquer ordem de
func¢oes Holomorfas num conjunto existem e sao Holomorfas nesse conjunto.

(6.2) Fungoes Holomorfas num conjunto aberto Q C C sao indefinida-
mente diferencidveis em ) e tém derivadas de qualquer ordem Holomor-
fas; em particular, sdo C*°.

Dem. E consequéncia imediata do resultado precedente e da existéncia de
derivada num ponto implicar a continuidade da fungao nesse ponto. Q.E.D.

Este resultado implica o reciproco seguinte do Teorema de Cauchy.

(6.3) Teorema de Morera: Se Q2 C C € conjunto aberto e f: Q0 — C

€ funcao continua tal que faAf(z) dz = 0 para todo triangulo fechado
ACQ, entao feH(Q).

Dem. Se By(a) C é um circulo aberto em €, como é conjunto convexo,
analogamente & prova de (£7)) obtém-se que f tem primitiva F' em B,(a).
By (610), F € H(Q) e, portanto, f = F’sao indefinidamente diferencidveis.
Logo, fe H(Q). Q.E.D.

Com (6.2) prova-se que a razao incremental de uma fungao entre dois
pontos distintos de subconjunto aberto de C em que é Holomorfa pode ser
estendida por continuidade como funcao dos dois pontos com o valor da
derivada da funcao quando os pontos sao iguais dada pela derivada da fungao
e as funcdes de um dos pontos com o outro fixo sao Holomorfas.
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(6.4) Se QCC € um conjunto aberto, fe H() e g:QxQ—C € tal que
[=f) g w2z
g(w’z) — , w—z
f(Z) , S w==z,

entdo g € continua em QxQ e as fungoes wr g(w,z) com z€Q fixo e
zg(w, z) com weQ fixo, sao Holomorfas em ).

Dem. A continuidade de g em pontos de (2xQ)\{(a,a): a€Q} é imediata
da continuidade de func¢es Holomorfas e da continuidade de diferencas e
quocientes de fun¢des Holomorfas em pontos em que o denominador nao é
0. A diferenciabilidade de g como fungao de 1 varidvel com a outra fixa em
a € Q) implica a continuidade dessas fungoes (a,a), mas é preciso provar a
continuidade de g como fungao de 2 varidveis nestes pontos. Para (w,z) €
Q%€ com w e z num circulo aberto de C com centro em a contido em {2
considera-se o caminho regular 7, ,: [0, 1] =€ com 7, . (t) =tw+(1—t)z que
descreve um segmento de recta de z a w e designa-se (u,v)=f.

1 1
9(w,2)—gla,a)= = [ (Forms)—f'(a)= =L / I (s () Al o (1) dt— f(a)
0 0

1

1) (w—2) dt— f'(a) = / [ (o =(8)) — £ (@)] .

0

De ([6.2)), f' é continua em , pelo que para qualquer € >0 existe § >0 tal
que z,w € Bs(a) implica | f'(yuw,-(t)) — f'(a) | <€, pois Yu,-(t) € Bs(a) para
t€]0,1]. Logo, |g(w,z)—g(a,a)| gfolazs, e g é continua em (a,a).

Resta provar diferenciabilidade das funcoes de uma variavel com a outra
fixa. Para cada we€ ), a fungao definida em Q por z— g(w, z) é diferencidvel
em todos pontos z # w das regras de derivagao das operacoes usuais de
fungoes. De (6.1), fungoes Holomorfas sao analiticas e, como a representacao
de uma funcao analitica por série de poténcias centrada num ponto é a série
de Taylor da funcao nesse ponto, para cada we§2,

lim £ [g(w, w-th) —g(w, w)] = lim g[f (w) —f (wh)] £ (w)

1 i ><w> n ' f("“)(w) n_ 1
=i 72 [Z W= w) =) MI%MZ G b= 3 w).

pelo que z — g(w, z) também é diferencidvel em z =w. Logo, para cada
w €], esta funcao é Holomorfa em ), e pode-se trocar w com z. Q.E.D.

O teorema seguinte unifica em conjuntos abertos de C Holomorfia, va-
lidade do Teorema de Cauchy na fronteira de tridngulos fechados contidos
nesses conjuntos, analiticidade, existéncia de primitivas locais em subcon-
juntos convexos de tais conjuntos.
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(6.5) Teorema de Unificagao: Se Q@ C C € um conjunto aberto e
f:Q—=C, as afirmagoes sequintes sao equivalentes:
1. f é Holomorfa em €).
2. f € analitica em Q).
3. f € continua em ) e faAf(Z) dz =0 para todo triangulo fechado
ACQ.

4. f tem primitiva em todo subconjunto aberto convexro de 2.

Dem. A equivaléncia de 1 e 2 foi provada em (6I), a de 1 e 3 resulta do
teorema (4.6]), do Teorema de Morera e da continuidade de funcoes Ho-
lomorfas, a de 1 e 4 resulta de ([@.7]), da continuidade de fungdes Holomorfas
e de (6.2) aplicados a F tal que F'=f. Q.E.D.

Cauchy baseou-se na caracterizacao 3, Weierstrass na 2 e Riemann na 1.

6.3 Teorema Fundamental da Algebra

Com a analiticidade das fung¢oes Holomorfas e o Teorema de Weierstrass de
extremos de fungoes continuas obtém-se uma prova curta do Teorema Fun-
damental da Algebra, que tem interesse especial por os niimeros complexos
terem sido introduzidos para obter zeros de polinémios reais sem zeros reais.
Sao dadas mais a frente 6 outras provas alternativas com aplicagdo de outros
resultados.

(6.6) Teorema Fundamental da Algebra: Um polindmio complezo P

de grau n € N ndo constante tem n zeros em C, contando multiplicidades

de acordo com as resp. ordens como zeros de P. Se zq,. ..,z sdo 0s zeros

distintos de P com multiplicidade, resp., m1,...,my, € Zle m;=n e
P(z) =ap(z—21)"™ - (z—2)™", an, € C\{0}.

Dem. Prova-se 1° que se P nao tivesse qualquer zero, seria constante. Nesse
1

caso, 5 seria Holomorfa em C. Como lim |P(z)| = +oc, para qualquer
€ >0 existe R >0 tal que |%‘ <e se \z[lZ|>_>EOO Do Teorema de Weierstrass
de extremos de fungoes Contl'nua, a funcao continua ﬁ teria maximo no
conjunto compacto cl Br(0). Logo, a funcao inteira % seria majorada e, do
Teorema de Liouville (5.17), seria constante.

Como por hipétese P nao é constante, tem pelo menos um zero z; em
C. De (B13), é P(z)=(2—21)" Pi(z), com P; polinémio de grau n—m;.
Se n—mqy >0, aplica-se a P; o argumento anterior, e assim sucessivamente,
obtendo zeros z; de ordens m; até que P(z)=(z—21)™ - (2—2;)"™ Py(2)
com P de grau ”_Z§:1 my =0, logo uma constante, que é a,, . Q.E.D.

102y/er apéndice 1.
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Outra prova simples semelhante do Teorema Fundamental da Algebra é

com o Principio de M6dulo Méaximo. Como‘ ‘lim |P(2)| =400, existe R>0
z|—+o0

tal que |P(2)|>|P(0)| se |z|>R. Se P nio tivesse zeros, seria f=+€ H(C)
e, portanto, f seria analitica em C, com |f(0)| > |f(z)| para |z| > R. Do
Teorema de Weierstrass de extremos de fungoes continuas, |f| teria maximo
em cl B(0), em contradi¢do com o Principio de Médulo Méximd'°3 (E19).
Portanto, P tem pelo menos um zero.

E 1til ter o resultado para polindmios com coeficientes reais seguinte.

(6.7)  Um polindmio complexo com coeficientes reais P de grau n € N
tem n zeros em C, contando multiplicidade dos zeros de acordo com as
resp. ordens como zeros da func¢ao analitica P, e o0s zeros que mdo sao
numeros reais ocorrem em pares conjugados de zeros de ordens iguais.

Dem. Se P(z)=>""_, ajz’ com a; ER, é W:zyzl a7, pelo que se w é
zero de P, também w ¢, e sao distintos se e s6 se w¢R. Se w¢R e a ordem
do sero w de P é m, entdao P(z)=(z—w)™Q(z), em que ) é um polinémio
com coeficientes reais com Q(w)#0, e P(z) =P(z) = (z—w)™Q(w) , pelo
que a ordem do zero w de P também é m. Q.E.D.

6.4 Estrutura local de funcoes holomorfas

Prova-se nesta seccao que contradominios de funcdes Holomorfas numa re-
giao sdo uma regiao ou um ponto, e outros aspectos relacionados, incluindo
o seguinte Teorema da Fungao Inversa que estabelece a existéncia de inversa
local Holomorfa de uma func¢ao Holomorfa com derivada # 0 num ponto.

(6.8) Teorema da Fungao Inversa: Se QCC € um conjunto aberto,
weH(Q), 20€Q e ¢(20) #0, existe uma vizinhanga de zg V C Q tal

1. ¢ éinjectiva e ¢’ ndo tem zeros em V,
2. W=p(V) é um conjunto aberto,
3. A inversa da restricao de ¢ a 'V, oW =V €é Holomorfa e

(gp—l), = 50,018071 Y €m W

Dem. Com (u,v)=¢ e (z,y)=z, (z,y) (u(z,y),v(z,y)) como funcio de
variaveis reais é O e, das equacoes de Cauchy-Riemann, tem jacobiano
__ Oud dudv _ (du)2 )2 _ 2
T(uv) = Go5y — ayos = (a2) +(55) = ¥,
que é #0 em (xg,yo) =z0. Portanto, do Teorema da Funcao Inversa para
fungoes de variavel em R?| existe vizinhanca V de (g, y0) = 20 em que (u,v)

1035y, alternativa, pode-se substituir o Principio de Mdédulo Méaximo pela Propriedade de Va-
lor Médio. Agora nédo s6 temos uma prova do Teorema Fundamental da Algebra com Anélise
Complexa como trés variantes baseadas em propriedades diferentes de fungoes analiticas comple-
xas. No final da secg@o seguinte dé-se uma 4 variante baseada na contagem de zeros de funcoes
Holomorfas.
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é injectiva, J(u,v) #0, W = (u,v)(V) é aberto e a inversa da restricao de
(u,v) a W, (u,v)"1: W — V é C!, a matriz jacobiana desta fungdo ¢ em
cada ponto a inversa da matriz jacobiana de (u,v) no ponto correspondente
e, como as componentes da diagonal principal desta matriz sao iguais e
as outras componentes sao simétricas, também é assim para a inversa dessa
matriz garantindo que (u,v) ! satisfies as equacoes Cauchy-Riemann. Logo,
© tem as propriedades no enunciado, a férmula para a derivada é imediata
da regra de derivagao da funcao composta aplicada wop t=1y. Q.E.D.

Com este resultado, a propriedade dos zeros de fung¢oes Holomorfas nao
identicamente nulas serem isolados, a nocao de ordem de zero de funcao
analitica e a existéncia de primitiva local em conjuntos convexos de funcoes
Holomorfas pode-se estabelecer a caracterizagao simples seguinte das fungoes
Holomorfas em regides: a menos da adigdo de constantes sdo localmente
poténcias inteiras de funcoes invertiveis Holomorfas.

(6.9) Estrutura local de fun¢oes Holomorfas: Se QCC é um con-
gunto aberto e f:Q—C nao € constante em ), f€ H(Q) se e sd se para
cada ponto zy€S) existe uma vizinhanca V CQ de zy tal que

f2)=wo+(p(2))", z€V,
em que wo= f(zp), m € a ordem do zero zy da fungao analitica f—wy e
© € uma bijecgao Holomorfa de V' sobre um circulo aberto B,(0) tal que
©(20)=0 e ¢’ ndo tem zeros em V (Figura[6.1).

Dem. Da Holomorfia de somas e composi¢oes de funcées Holomorfas, f da
forma indicada numa vizinhanca de cada ponto de 2 é Holomorfa em €2.

Se feH(2) e p>0 é tal que cl B,(wp) C 2, como de (5.13) os zeros de
f—wo sao isolados e cl B,(wp) é compacto, neste conjunto hd um n® finito
desses zeros, existe p€|0, p[ tal que 29 é o tinico dos zeros em Q2= B5(zg) e

(6.10) f(2)—wo = (z—20)"g(2), 2€9Q,
em que gGH(ﬁ) nao tem zeros em €. Logo, %GH(Q) e, como ﬁzBﬁ (20)
é aberto e convexo, de (.7, %l tem primitiva h€ H (Q) . Verifica-se

(ge—h)/ _ g/e—h_ge—hh/ _ g/e—h_ ge—h%’ —0.
Portanto, existe ¢ € C tal que ge "=c em Q. Sem perda de generalidade

h g

supoe-se c=1 e g=¢€", pois para tal basta considerar uma primitiva de <
. .. h(z) 9
obtida adicionando uma constante a h. Define-se p(2) =(2—2p)e ™™ para
z € . A poténcia m de ambos os lados desta férmula com (GI0) dé a
férmula no enunciado. Como ¢ é definida por produtos e composigoes de

funcdes Holomorfas em €, também ¢ Holomorfa em €. Como ©(z0)=0e
’ h(zq) ~ .
' (z0) =€ m— #0, do Teorema da Fungao Inversa precedente, existe uma

vizinhanga V de 2 sem zeros de ¢’ e esta fungao é uma bijecgao de V sobre

104N, que se segue designam-se fungdes identidade de um conjunto A em BD A por 14 .
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o conjunto aberto W= @(‘7) Como W é aberto e ©o(z0) € W,giste um
circulo aberto com centro na origem e raio r >0 tal que B,(0) CW . Como
© é continua em TN/, as preimagens por ¢ de conjuntos abertos sao conjuntos
abertos, o que conclui a prova com V =1 (BT(O)). Q.E.D.

Como a poténcia de expoente m € N é uma funcido de m para 1 em
qualquer circulo aberto B,(0)\{0} sem o centro sobre B,m(0)\{0}, do
resultado precedente, uma funcdo f Holomorfa e nao constante numa re-
gido é, numa vizinhanca V de cada ponto zy da regidao, uma funcao de m
para 1 em V\ {z} sobre Bym(wp)\{wo}, em que wg, m,r sdo como no enun-
ciado do resultado precedente (Figura [6.I). Se m > 1, diz-se que 2y ¢ um
ponto de ramiﬁcagéi da funcao f de ordem m.

Tm

Figura 6.1: Vizinhanga de ponto de Ramificacao de ordem m =3
(exemplo com zg=1, 20=0, ¢(z)=log 2, f(z)=(logz)?)

Em consequéncia dos resultados anteriores, obtém-se o resultado seguinte
que implica que a ndo anulacdo da derivada de fung¢oes Holomorfas é neces-
saria e suficiente para injectividade local, em contraste com funcoes reais.

(6.11) Se f é uma fungao Holomorfa e injectiva num conjunto aberto
QCC, entio f' nao se anula em ) e f—leH(f(Q))

Dem. Se zp €€ e f é injectiva em §2, f nao é constante em qualquer vizi-
nhanga de zg, pelo que a férmula no enunciado de (6.9) d4 a sua estrutura
local, e f s6 é injectiva se nessa férmula é m=1, e, portanto, f’(29)#0 para
todo zp € Q. Do Teorema da Funcdo Inversa (6.8), f~' é Holomorfa numa
vizinhanca de cada ponto de €2, pelo que f~* EH(f(Q)) . Q.E.D.

(6.12) Teorema da Aplicacao Aberta:

Fungoes Holomorfas nao constantes(se f é constante em Q, f(Q) €
um ponto) em subconjuntos de C transformam conjuntos abertos em
conjuntos abertos e regides em regioes.

Dem. De ([69]), se © é aberto, para cada zp € Q existe um circulo aberto
B, (f(20)) C f(2), pelo que f(2) é aberto. Como f é continua em Q, se
este é conexo, de (L2111), também f(Q) é. Q.E.D.

105Em inglés diz-se branching point.
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Uma consequéncia imediata dos dois dltimos resultados é: uma func¢ado
Holomorfa e injectiva num conjunto aberto é um homeomorfism g% (i.e.
uma bijecgdo continua com inversa continua) deste conjunto na sua imagem.

Com o Teorema da Aplicacao Aberta (6.12) tem-se uma prova alternativa
do Principio de Médulo Maximo para fungoes analiticas (5.19) clara e curta,
pois se f é uma funcdo Holomorfa ndo constante num conjunto aberto Q CC
e a €Y, deste teorema, f(£2) é um conjunto aberto que contém um circulo
centrado em f(a), e, portanto, pontos com valores absolutos > |f(a)|, pelo
que |f| ndo pode ter maximos locais em {2 a nao ser que seja constante.
Esta prova mostra que o Principio de Médulo Méaximo é consequéncia de
propriedades topologicas de fungoes analiticas.

Outro aspecto da estrutura local de fung¢oes Holomorfas é a contagem
de zeros ou de pontos em que a fungdo tem um valor wy (contando multi-
plicidades) num circulo. O resultado seguinte da uma formula para contar
estes pontos pela integragdo de uma funcio apropriada sobre um caminho
que percorre a circunferéncia fronteira do circulo. Antes de enunciar e provar
o resultado convém entender porque se espera uma férmula deste tipo.

Figura 6.2: Correspondéncia local entre valores de z e f(z) e contagem
de zeros e do niimero de pontos em que f assume um mesmo valor

Os pontos em que uma fungdo f assume um valor wy sdo os zeros de
f—wq . O resultado seguinte estabelece que o n® de zeros de uma funcao f
Holomorfa num circulo fechado de centro num ponto a cuja fronteira nao tem
zeros de f é % Wf—, , em que v é um caminho regular simples que percorre
a circunferéncia fronteira do circulo no sentido positivo. A funcdo w= f(z)
transforma -« num caminho regular fechado I'= fo~ e, da regra de derivagao

da funcao composta e mudanca de varidveis de integracao,

I gy / o0y _ / (o) _ / 1 dw
/Wf(Z) ;T ;I oY ’

em que I é o dominio do caminho . O tultimo integral é, por defini¢ao,

1055 homeomorfismos também sio chamados transformacoes topoldgicas.
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(127) Indp(0) , pelo que é o n° de voltas N que I' di em torno da origem
quando o v d4 uma volta sobre a circunferéncia. Supondo que os zeros de f
no circulo delimitado por v*sao simples e ndo h4 mais de um zero no mesmo
raio do circulo, enquanto o raio da circunferéncia passa uma vez por cada
ponto do circulo no dominio durante uma volta em torno do centro, a sua
imagem passa N vezes por 0 no contradominio (Figur [6.2). Se os zeros
sao simples, ha N pontos no circulo considerado em que f é zero, pelo que
a formula conta os zeros de f. Se os zeros de f nao sdo todos simples ou ha
mais de um zero num mesmo raio do circulo, da estrutura local das funcoes
Holomorfas em (€3], também se obtém que a formula conta os zeros de f
de acordo com as resp. ordens (Figura [6.2]).

Se T" ndo passa em f(a), existe um circulo no contradominio de f com
centro em f(a) numa componente conexa de C\I" e todos pontos deste circulo
sao varridos o mesmo n® de vezes pela imagem do raio da circunferéncia
considerada no dominio durante uma volta. Portanto, o n° de pontos no
circulo do dominio que tém como valor um ponto do circulo no contradominio
¢ o mesmo do n° de pontos no circulo do dominio em que f assume o valor
f(a), contando as resp. ordens como zeros de f— f(a), de acordo com a
estrutura local das fungoes Holomorfas em (6.9)).

(6.13) Se QC C € um conjunto aberto, vy é um caminho fechado regu-
lar simples que percorre no sentido positivo a que delimita um circulo
clBy(a) CQ, fe H(Q) nao é constante e wy € C\ f(v*), entdo o n°
de pontos em cl B,(a) em que f assume wg, contando multiplicidades de
acordo com as ordens dos zeros de f—wq, €

Nuo (f; Br(a)) = = / —féfffm dz .
Y

Dem. Os pontos em que f assume wy sao os zeros de f—wg. Como (f—wg)'= f/,
basta provar para wg =0, o que corresponde a contar o n° de zeros de f
em B,(a). Como os zeros de uma funcao Holomorfa ndo constante sao
pontos isolados e cl B.(a) é compacto, o n° de zeros de f em clB,(a) é
finito. Como, por hipétese, f nao tem zeros em +*, os zeros em B,.(a) e
em cl B,.(a) sao os mesmos. Portanto, pode-se designar os zeros de f em
B, (a), sem repetigoes, por zi,..., 2k, € as resp. ordens por mi,...,mg, €
Ny, ( I Br(a)) = Z?Zlmj. As funcées Holomorfas sao analiticas, pelo que
para cada zero zg de f de ordem mg, o desenvolvimento de f em série de
poténcias centrada em zo dé f(z) = (z—20)"go(2), em que gy € H(Q) e
go(z0) #0. Aplicando sucessivamente esta ideia para todos os zeros de f

107 5 fungdo considerada nesta figura é z — (2 —21)(z —22), com zeros zi,z2 que sdao os dois
pontos marcados no dominio com os circulos maiores a cheio. Cada ponto na componente conexa
de C\I'* que contém a origem é assumido em pares de pontos distintos do circulo delimitado
pela circunferéncia tragada no dominio, com excepcdo de f(a) que é assumido apenas no ponto
a. Cada ponto na outra componente conexa limitada de C\I'* é assumido num unico ponto do
circulo considerado no dominio.
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em By(a), obtém-se f(z)=(z—21)™ - (z—2,)™g(z), em que g€ H(Q2) e
9(z) #0 para todos z€cl B,(a). Portanto, z € H(clB,(a)) e
f;((j)) = ZTél + e + Zmlzck + g(z)) ) ZGClBr(a) .

Com v:[0,27] — Q, v(8) = a—i—re , do Teorema de Cauchy em conjuntos

convexos (4.8]), fw% =0, f,y 227'(' Z§:1 mjIndy(z;). Como B,(a) é
uma componente conexa de (C\7 de (@3), Ind,, é constante em B, (a), e, de

(@I0), Ind,(a)=1. Logo, fﬁ/le:i%'Zf:l mj=i2nNo(f; Br(a)).  Q.E.D.

Com este resultado da-se uma prova do Teorema Fundamental da Alge-
bra diferente das trés referidas em (6.6): se P ¢ um polinémio de grau n,
z27rpr( 2) dz pode ser arbitrariamente aproximado por ’LQTFf dz=n, em
que v é um caminho regular simples que percorre no sentldo pos1t1v0 a cir-
cunferéncia com centro na origem e raio r >0 grande. Como os dois integrais
tém valores inteiros, para r >0 grande, sdo iguais. Do resultado precedente,
P tem n zeros em C, contando multiplicidades.

6.5 Analiticidade de séries de fungoes analiticas

Limites de sucessoes e séries de fungoes levaram a alargar o conjunto das
funcdes polinomiais, dando origem ao conjunto das funcoes analiticas. E
natural indagar se a aplicacdo do mesmo processo a fungoes analiticas com-
plexas conduz a uma nova extensao ou se, pelo contrario, continua a dar
fun¢des analiticas. O resultado seguinte, estabelecido por K. Weierstrass em
1841 nos seus “Cadernos de Munique”, publicados s6 em 1894, mostra que
se verifica este ultimo caso quando a convergéncia é uniforme em subcon-
juntos compactos do dominio da funcao definida pelo limite, propriedade ja
verificada para as representacoes de funcoes analiticas em séries.

(6.14) Teorema de Weierstrass para sucessoes de funcgoes:

Se QC C € um conjunto aberto e {f,} € uma sucessio de fungoes com
fn analitica num conjunto aberto Q, C C e f,— f uniformemente em
subconjuntos compactos de S}, entdo f € analitica em § e (fn)(k) — f®)
uniformemente em subconjuntos compactos de §2, para todo k€N.

Dem. Como circulos fechados contidos em € sdo compactos, a sucessao é
uniformemente convergente nesses circulos. Como as funcgoes f, sao con-
tinuas nesses circulos, f também é continua neles; logo, é continua em .
Seja A C 2 um tridngulo fechado. Como €2 é aberto, existe um tridngulo
fechado A CQ com A no interior. Como A é compacto, {f,} converge uni-
formemente em A , peloque faA fn— faAf’ e, com o Teorema de Goursat (4.4]),
f(z)dz= lim [ f,(2)dz=0.
oA ntoo Jon
Do Teorema de Morera (63), f € H(2). Se K C Q é compacto, existe
>0 menor ou igual & distancia de K a'% 9Q tal que U= cl U,cx Br(z) ¢

108 Ver no apéndice 1 (LIR).
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compacto. Da estimativa de Cauchy para a derivada de f— f,, em (B.I3)),
()= < b |f =l =€
Como f,, — f uniformemente no conjunto compacto U, (f,) — f’ unifor-

memente em K, o que prova o resultado para k=1. Para k> 1 resulta de
aplicagoes sucessivas a derivadas de ordens sucessivas. Q.E.D.

Segue-se o resultado analogo para séries que estabelece que somas de
séries de fungoes complexas analiticas uniformemente convergentes em con-
juntos compactos sdo analiticas e as suas derivadas podem ser obtidas por
derivacao termo a termo que d& séries também uniformemente convergentes
em conjuntos compactos, em contraste radical com funcOes reais, para as
quais séries de fungoes indefinidamente diferencidveis até podem convergir
uniformemente para fungoes ndo diferencidveis em qualquer pont.

(6.15) Teorema de Weierstrass para séries de funcoes:

Se QCC é um conjunto aberto e uma série de fungoes fp, € H(Q2) con-
verge uniformemente em subconjuntos compactos de € para uma funcao
F(2)=3200 fu(2), entdo f € analitica em Q, fF)(2)=3"20  (f,)F)(2)
para todo z€Q), keN | e esta série também converge uniformemente em
subconjuntos compactos de 2, para cada k€N .

Dem. E consequéncia imediata do resultado precedente, aplicado a sucessao
das somas parciais da série, com €2, =0. Q.E.D.

Verificar que uma sucessao {f,} de funcoes analiticas converge unifor-
memente num conjunto compacto K pode ser facilitado pelo Principio de
Mo6dulo Maximo (5.19), pois como |f,— f| assume o méximo em K na fron-
teira, basta verificar a convergéncia uniforme na fronteira.

A nogdo de convergéncia uniforme em subconjuntos compactos de um
conjunto 2 C C é especialmente tutil porque vérias propriedades dos termos
de sucessoes passam para o limite da sucessao. Ja se observou que assim
é com continuidade em (5.0]), analiticidade em (6.14) e derivacao de ordem
arbitraria em (6.14]). Os resultados seguinte@ estabelecem que se a fungao
limite nao for constante, inexisténcia de zeros, injectividade, e inclusao de

contradominios num mesmo conjunto também passam para o limite.

(6.16) Teorema de Hurwitz: Se QCC é um conjunto aberto, {f,} €
uma sucessao de funcgoes analiticas em § tal que f,— f uniformemente
em subconjuntos compactos de ), as funcgoes f, ndo tém zeros em €2 e
f nao € identicamente zero em ), entdo f nao tem zeros em 2.

Dem. Do teorema ([6.14]), f é analitica em . Se nao é identicamente zero

1099 10 exemplo foi dado por K. Weierstrass em 1872.
100btidos em 1889 por A. Hurwitz.
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em 2, de (B.I3)), os seus zeros, caso existam, sao isolados. Logo, para cada
a€Q existe r>0 tal que f#0 em cl B,(a)\{a} C$2. Em particular, a funcao
continua | f| tem um minimo m >0 no conjunto compacto dB,(a), pelo que
para n €N grande é

= f1>2, fal>1f1-%2%,  |E-f|=h <Ll
Como f, — f uniformemente em 0B, (a), tem-se an —>% uniformemente em
0B,(a). De (6I4), também (f,)" — f’ uniformemente em 9B, (a). Logo,

"N/ N/ .
(}C_Z) — (fT) uniformemente em 9B, (a), e, de (E1)), faBr(a)/fn_)faBr(a) I
De (613)), como as fungbes f, nao tém zeros em cl B, (a), ;—Z tém integrais

em 0B, (a) nulos, e, portanto, faBT(a) fTI =0. De (6I3)), f ndo tem zeros em
cl By(a). Como a€ é arbitrario, f nao tem zeros em 2. Q.E.D.

Uma consequéncia imediata é a seguinte.

(6.17) Teorema de Injeccao de Hurwitz:
Se {fn} € uma sucessio de fungdes analiticas num conjunto aberto
QcC, f,— f uniformemente em subconjuntos compactos de €2 e f
nao € constante em € :

1. Se as funcgdes fp, sdo injectivas em ), f € injectiva em €.

2. Se fn(2)CS, entao f(Q)CS.

Dem. 1. Sejaa€(). Dainjectividade de f,, a funcao f,—f,(a) ndo tem zeros
em O\{a}. Esta funcao é analitica em Q e f,—f,(a)— f—f(a) uniformemente
em subconjuntos compactos de €2, pelo que, do teorema precedente, f—f(a)
nao tem zeros em {2, e f é injectiva em (1.

2. Seja be C\S. As fungoes f,—0b sao analiticas em Q e f,—b— f—b
uniformemente em subconjuntos compactos de 2. Como as fungoes f,—b
nao tém zeros em {1, e f—b nao é identicamente zero em (), pois f nao é
constante, o teorema precedente implica que f—b nao tem zeros em €2 e f

nao assume o valor b em Q. Logo, f(Q)CS. Q.E.D.

Exercicios
6.1 Determine o maior circulo em que o prolongamento por continuidade de
desenvolvimento em série de poténcias centrada na origem.
6.2 Determine o maior circulo centrado na origem em que a fungao dada é injectiva:
a) 2242 b) e*.
6.3 Prove as propriedades de funcoes inteiras seguintes:

tem

_Z
sin z

a) Se os valores de f€ H(C) estdo no semiplano complezo esquerdo, f é constante.
b) Se fe H(C) e lim |f(z)|=00, f tem pelo menos um zero.

lz] =+
6.4 Prove: Toda fungdo inteira com periodos z,w€C\{0} com Z &R € constante.

6.5 Prove: Se uma funcdo é continua no circulo aberto By(a) e Holomorfa nos semi-
circulos {z € Br(a): Imz >0} e {z € By(a): Imz <0}, é Holomorfa em B,(a).
6.6 Prove: Se f€ H(clB(a)), |[f|<M em clB.(a) e |f(a)]=b>0, o n° de zeros de
f em By(a), com 0< p<r, contando multiplicidades de acordo com a ordem dos
zeros da fung¢do analitica f, € Slog(%)/log(%—l).
(Sugestdo: Se z1,...,2zn designam os zeros de f em B,(a), repetidos de acordo com as
resp. ordens como zeros de f, defina g(z)= f(2) [[Tr_; (1-Z)] ~! ¢ note que g(0)=f(0)).

2k



Exercicios do capitulo 6 105

6.7 Prove as propriedades seguintes:

a) Se as fronteiras de duas regides disjuntas Q1,2 CC tém em comum um segmento
de recta ou um arco de circunferéncia L, fi, € H(Q) e fr € continua em L, para
k=1,2, e fi=f2 em L, entdo a funcao f= fr em QrUL, para k=1,2, é Holomorfa
em Q21U Q2UL. (Sugestio: Use o Teorema de Morera.)

b) Se Q1 CC € regigo com fronteira que contém um segmento de recta do eixo real,
22 € a regido simétrica de Q1 em relagdo ao eizo real e f € H(1) € prolongdvel por
continuidade a Q1Uy", entdo a fungdo f(z) =f(2) obtida por prolongamento de f a
Q1U~Y"UQ; por esta simetria em relagdo ao eizo real e continuidade é Holomorfa
em Q1 Uy UQ1 e tem valores reais em ~*. Prove: Se L € segmento de recta ou
arco de circunferéncia, obtém-se um resultado andlogo (formule-0). (Sugestdo: Use

Transformagoes de Mobius.).

6.8 Prove: Se QCC € uma regido cuja fronteira numa vizinhanca de um dos seus pontos
é um segmento de recta ou um arco decircunferéncia v* e f € H(Q) é prolongdvel
por continuidade a v* anulando-se neste arco, entdo f=0 em .

6.9 Prove: Seja QC Climitado e f € H(QY) continua em cl. Sea€Q e |f(2)—f(a)|>d>0
para z€0Q, entdo f(2) D Ba(f(a)).

6.10 Seja F={feH(c1B:1(0)): f'(0)=1}.
a) Prove o Teorema de Blocl@ Se f€F, existe a€ B1(0) tal que
F(B1(0)) O f(Bya(a)) D Bs(f(a)), com po=+L, p=3-v2.

(Sugestdo: Designe por a € B1(0) um ponto de maximo de |f/(z)|(1—|z|) em cl B1(0).
Observe que |f'|<2|f'(a)| em B,,(a). Estime o resto da formula de Taylor de 1* ordem
de f em a com base na Formula de Cauchy e prove que, com K(p) =p—

papip , se tem
|f(z)=f(a)|>K(p)|f'(a)| para |z—a|=p<pa. Aplique o exercicio anterior).
b) Prove: Nas condigdes de a), f € injectiva em B, ;3(a) e f(B,, /3(a))D Bi72(f(a)).
(Sugestao: Estime com base na Formula de Cauchy e aplique o exercicio 5.12).
¢) Chama-se constante de Bloch™ a B=inf{B(f): €T}, em que

B(f) = sup{r: 3 um circulo aberto C C B1(0) em que f é injectiva

tal quef(C) contém um circulo aberto de raio r}.
Prove: A constante de Bloch B satisfaz 7—12 <B<L1.
d) Chama-se constante de Landad ™ a £=inf{\(f): f€F }, em que
A(f) = sup{r: f(B1(0)) contém um circulo aberto de raio r }.

Prove: As constantes de Bloch e de Landau satisfazem B <L£<1.
e) Prove: Se fe€§, f(Bi1(0)) contém um circulo aberto com raio £.

f) Prove: Se QCC € uma regigo, f€ H(Q2) e f'(c) #0 para algum c€X, entdo para

111 André Bloch (1893-1948) provou o resultado (com = %\/5—2 ~0,12) em 1924. Em 1926
Edmund Landau (1877-1938) simplificou a prova, mas com = 1—16 < le < %7\/§< 2/2-2. A prova
sugerida neste exercicio foi proposta em 1971 por Theodor Estermann (1902—19913. A.Hurwitz foi
quem 1° provou, em 1904, um resultado do tipo do Teorema de Bloch: se f & H(31 (O)), f(0)=0,
f'(0)=1 e f(2) #0 para todo z # 0, entdo f(Bl (0)) D Br(0), para r = L. C. Carathéodory

587
mostrou em 1907 que neste caso r = 15 € o raio éptimo. Em 1938 L. Ahlfors obteve o resultado

com = %\/gz 0,43, mais do triplo do obtido por A.Bloch (ver capitulo 11).
12 A constante de Bloch foi introduzida por E.Landau em 1929, que provou a estimativa indicada.
Em 1937 L. Ahlfors e Helmut Grunsky (1904-1986) provaram
043~ 8 << /Bt LT g4
AR SBSNTe )y AT
e conjecturaram que a estimativa superior é o valor de %,40 que nao esta estabelecido. Em 1990
Mario Bonk simplificou a prova de L. Ahlfors e H. Grunsky e obteve @ +10714 <B, e em 1996
Huaihui Chen e Paul Gauthier provaram % +2x1074<B.
13 A constante de Landau foi introduzida por E. Landau em 1929, quando também obteve a
estimativa indicada e provou o resultado em e). Em 1943 Hans Rademacher (1892-1969) provou

r{/3)r(s/6)
05 <8< e
estd estabelecido.

~ 0,543 e conjecturou que a estimativa superior é o valor de £, o que nao
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6.11

6.12

6.13

6.14

6.15
6.16

6.17

6.18

6.19

cada £ >0 f(Q) contém um circulo de raio d(c,0Q)|f (c)|/(L—e), em que d(c, ON)
€ a distancia de c a 0N .

g) Prov@: Contradominios de funcdes inteiras ndo constantes contém circulos de
raios arbitrariamente grandes.

Prove: A equagdo diferencial ‘;—“: = P(w,z), com P fung¢io polinomial de duas
varidveis complexas tem uma unica solugdo Holomorfa numa vizinhanga de a €C .

Exercicios sobre localizacao de zeros de polinémios

L, 1
Provei: Um polindmio 2"+ 1, arz®, com ap <0 para k=0,1,...,n—1 e
oo ak <0 tem um e s6 um zero positivo.

, . . 1 ~
Prove: Se zo ¢ um zero de um polindmio z"+3 1 axx”, entdo |z0| < p, em que p
. Lo oy P n n—1 k
€ 0 unico zero positivo do polindmio x™ = 71— |ax|z”.
L -1

Prove: Se ao # 0, nenhum zero do polinémio 2"+ ,_, axz® tem wvalor absoluto

L. L. o, n n—1 k
menor do que o tinico zero positivo do polindmio 2"+ '~ |ax|z".

Prove: Seap>a1> --->an>0, o polindmio ZZ:O arz® ndo tem zeros em cl By (0).

Prove: Se ax >0 para k=0,1,...,n—1, os zeros do polindmio ,_, arz® pertencem
& coroa circular min R< |z|<max R, em que Rz{a:il 1k=0,...,n—1}.

Mostre que os zeros da equacio z*+23+422+22+4+3=0 pertencem ao semiplano
complexo esquerdo. (Sugestdo: Mostre que ndo ha zeros no 1° quadrante considerando
um caminho fechado que percorre a fronteira de um quarto de circulo no 1° quadrante
com centro na origem e raio grande).

Prove: Se todos zeros do polinémio Y ;_, arz” pertencem ao semiplano complezo
esquerdo, todos coeficientes ax, k=0,1,...,n, sGdo #0 e tém o mesmo sinal.

Diz-se que uma m-pla ordenada de polinémios reais (Pi,..., Pn) é uma cadeia
de Sturml' se em cada zero de Py os polinémios adjacentes Pr_1 e Pr41 tém
valores #0 de sinais contrérios e P,, nao tem zeros. Chama-se cadeia de Sturm
generalizada a uma m-pla ordenada de polinébmios reais obtidos de uma cadeia
de Sturm multiplicando cada elemento por um mesmo polinémio real.

a) Prove: Se P,Q sdo polinémios reais com o grau de P maior ou igual ao de Q,
entao a m-pla ordenada (P1,...,Py), com Pr=P, P,=Q e cada um dos outros
elementos Py igual ao resto da divisdo polinomial dos dois elementos anteriores
(resto da divisdo de Py_o por Piy_1) € uma cadeia de Sturm generalizada.
b) Chama-se indice de Cauchy de uma funcao racional real R a diferenca I(R)
entre o nimero de saltos de —oco para +oo nos valores de R(z) quando x cresce de
—oo para+oo .Prove: O n° de zeros reais distintos de um polinémio real P é I(%).
c) Dada uma cadeia de Sturm generalizada P= (P4, ..., Py), designa-se por AS(P)
a diferenca entre os n°s de mudancas de sinal na m-pla ordenada (Py(z), ..., Pn(z))
quando x —+o0 e quando £ — —c0.
Provd™: Se (Pi,...,Pn) é uma cadeia de Sturm generalizada, I(%) =AS(P).
d) Prove o critério de RoutW™: Todos zeros de um polindmio tém partes reais
negativas se e sé se todos elementos na q° coluna da tabela de Routh correspondente
sdo #0 e do mesmo sinal, em que para o polinémio complexo com coeficientes reais
P(z) = Az by 12" a0z 2 byg2

114

O Pequeno Teorema de Picard (capitulo 11) estabelece o resultado mais forte de funcoes

inteiras nao constantes nao poderem omitir mais de um ponto de C.

15Sturm, Jacques (1803-1855).

H6Este resultado é o caso particular do Teorema de Sturm sobre o n°® de zeros de um polinémio
real num intervalo J, em que J=R, estabelecido em 1829 por J. Sturm.

170 critério de Routh foi publicado em 1887 por Edward Routh (1831-1907).
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chama-se Tabela de Routh a
a0 a1 as - a[ﬂ]
2

bo bi ba s b r
2
Co C1 C2

do di d2

em que C[i%} ¢ o menor inteiro > % e os elementos de cada linha a partir da 2* sdo
obtidos das duas linhas precedentes subtraindo aos elementos da peniiltima linha
anterior os elementos correspondentes da tdltima linha anterior multiplicados pelo
n° tal que a diferenca obtida na 1* coluna seja nula, omitindo depois esta diferenca
nula com o correspondente deslizamento de uma posi¢ao para a esquerda de todas
as outras diferencas calculadas.

(Sugestao: Considere um caminho que percorre o arco da circunferéncia no semiplano
complexo direito com centro na origem e raio R — +o0o e o correspondente didmetro
contido no eixo imaginario, mostre que o aumento de um argumento continuo de P(iw)
quando 4w percorre o eixo imaginario de baixo para cima é wI(R), em que I(R) é o indice
de Cauchy de

R(w) = bow™ L by w3 Lhywn 5 ...
apwn —aiw™ 24agwnt—...

)

e calcule I(R) com base na alinea b)).

Exercicios com aplicagoes a anilise e processamento de sinais

6.20 a) Para f:R—R define-se a funcdo real f(w) =[.f(t)e”*"dt, chamada transfor-
mada de Fouried [ de f, considerando integral de Lebesgue. Esta fungao fica
definida em R se e s6 se F ¢é integravel a Lebesgue em R, ou seja f € L'(R). A
transformacio §[f]=f chama-se transformacao de Fouried . E uma transfor-
macdo linear de L' (R) no espaco das funcdes reais definidas em R e pode-se provar
que pode ser invertida em condig¢oes muito gerais, por exemplo: Se ﬁfe L'(R)
e g(t) = %fRf(w) e“tdw, para t € R, entdo g estd definida e é continua em R,
g(t) =0 quando t >+tc0 e f=g q.tlp@ em R. Uma consequéncia imediata é:
A transformagdo de Fourier € injectiva como fung¢do definida | L'(R).

f© RO )

|
) M/\A\/MA W H I_l (
A A t WA A )

Figura 6.3: Decomposigao espectral de um impulso unitdrio de largura 2A

H8 A transformacgao de Fourier foi introduzida por J. Fourier, em associagdao com a introdugao
de séries de Fourier, numa comunicagdo sobre a propagacao de calor a Academia das Ciéncias de
Paris em 1807, s6 publicada em 1822 depois de grande controvérsia pela surpresa da afirmagao
da possibilidade de representacdo de uma ampla classe de fungdes por fungoes trigonométricas.
Contudo, a transformacao de Fourier sé foi tornada rigorosa com trabalhos de varios matematicos
no final do séc. XIX e no inicio do séc. XX, inclusivamente com a adopgao do integral de Lebesgue
por H.Lebesgue em 1902. O desenvolvimento da anélise de Fourier originou a Anéalise Harménica.

19 Encontram-se boas introdugoes a transformagao de Fourier nos livros de W. Rudin, Real and
Complex Analysis e de E. Stein e R. Shakarchi Complez Analysis, indicados na bibliografia final.
Stein, Elias (1931-1918). Shakarchi, Rami.

0q.t.p. significa “quase em toda a parte”, i.e. a menos de um conjunto de medida nula.

121 pressupde identificar em L1(R) fungdes iguais q.t.p., ou seja tomar como elementos de L!(RR)

as classes de equivaléncia das fungoes integraveis em R com a igualdade q.t.p.
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6.21

A transformacao de Fourier ¢ muito util no estudo e resolucido de equagoes dife-
renciais, na anélise e controlo de sistemas, na anélise e processamento de sinais.
Neste contexto é usual chamar a transformada de Fourier de uma fungdo decom-
posicao na frequéncia ou decomposicao espectral de f. Representa-se esta
decomposi¢ao graficamente em funcao da frequéncia pelos graficos do médulo e de
um argumento (ou, na linguagem de andlise de sinais, de amplitude e fase) da
transformada de Fourier (Figura [6.3]).

b) Prove: Se f € L'(R) e e:m'stem M,a >0 tais que |f(t)| < Me™ " para t e R,
a transformada de Fourier f fR Ye ™tdt definida como fungio de varidvel
complexa é Holomorfa na faiza homzontal do plano complezo {z€C: |Im z|<a}.

R R

v ft_)L R C lr; )
1!

<

Figura 6.4: Circuito eléctrico

Considere o circuito da Figura e recorde os exercicios 1.17 e 6.20.

a) Supondo que existem, mostre que as transformadas de Fourier das tensdes de
saida e entrada, resp. 9o e ¥;, estao relacionadas por vy = [2(1+’L3RC )}7161 (w)
e observe que o mo6dulo e o argumento de —0- tém as representagoes graficas na
Figura [6 Em particular, as componentes espectrals de alta frequéncia do sinal
de entrada sdo mais atenuadas do que as de baixa frequéncia, pelo que se diz que
este circuito é um filtro passa-baixo.

< At
Dicg g@’)l =2 (&)
£l 1

20 logléu

Figura 6.5: Médulo e argumento de f}—“ para o circuito da Figura [6.4]

b) Chama-se largura de banda de um filtro passa-baixo a frequéncia Fp = 32

em que o sinal é atenuado a —3 dBIE do seu valor em w=0. Mostre que para o
circuito considerado wp é aproximadamente s7=. Calcule o valor de RC' de modo

ao filtro ter largura de banda de 100 Hz.

1224 designa decibéis. E uma medida logaritmica de amplitude de sinais que foi introduzida
em acustica para quantificar a intensidade sonora: um sinal de amplitude A tem 20log;yA dB.



Capitulo 7

Teorema e féormula de Cauchy
globais

7.1 Introducao

O Teorema de Cauchy Global é descrito neste capitulo em termos de Homo-
logia de Ciclos, definida com a nocio de Indice de um caminho fechado em
relagdo a um ponto, segundo uma ideia de E. Artin de 1951 que corresponde
a estender o Teorema de Cauchy a um sistema de caminhos fechados (Ciclos)
com soma zero de Indices em relacdo a cada ponto exterior a um conjunto
onde a funcao é Holomorfa (i.e. Homologo a zero). A prova aqui dada do
Teorema e Féormula de Cauchy globais deve-se a J.D. Dixo em 1971.

O caso de conjuntos simplesmente conexos foi considerado por A.-L.Cau-
chy em 1825 para fungdes com derivada continua e por E. Goursat em 1900
sem exigir continuidade da derivada. O caso de conjuntos multiplamente
conexos é considerado no final do capitulo com a nocao de conectividade de
conjuntos introduzida para superficies por B. Riemann em 1857.

As nogoes de Cadeia, Ciclo e Homologia devem-se a H. Poincaré em 1895-
1904, quando contribuiu decisivamente para iniciar a Topologia Algébrica ao
estudar propriedades topolégicas de superficies com métodos algébricos.

Na parte final do capitulo incluem-se extensoes do Principio de Mdédulo
Maéximo para func¢oes Holomorfas em regides ilimitadas, inclusivamente com
crescimento moderado no infinito, obtidas com o Principio de Phragmén-
Lindel6f estabelecido por L. Phragmén e E. Lindel6f em 1908.

O capitulo termina com uma seccao sobre Ordem e Tipo de fungoes in-
teiras. Além de propriedades gerais destes conceitos sobre crescimento no
infinito de fungdes inteiras inclui-se uma prova da Conjectura de Denjoy, de
A. Denjoy em 1907, afirmando que o n® de valores assimptdticos de uma

123vier E. Artin, Collected Papers, Addison-Wesley Publishing Co., 1965. E. Artin resolveu em
1927 o 17° Problema de Hilbert, sobre fungoes reais polinomiais semidefinidas positivas em n
varidveis reais serem uma soma de quadrados de fungoes racionais; D. Hilbert tinha provado a
existéncia de tais fungdes polinomiais que nao sao a soma de quadrados de polinémios, mas o 1°
exemplo explicito s6 foi dado em 1967 por Theodore Motzkin (1908-1970): z0+ay?ta?y*—322y222.
Dixon, John D. (1937-).
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funcao inteira sobre curvas que tendem para oo é majorado pelo dobro da
Ordem da funcao. Esta conjectura permaneceu em aberto 21 anos, resis-
tindo as incursdes de varios matematicos experientes. O 1nico progresso
notavel nesse periodo foi de T. Carleman em 1921 quando obteve o majo-
rante %2 ~2,5 vezes a Ordem da fun¢do. A Conjectura de Denjoy foi provada
em 1929 por L. Ahlfors, quando com 21 anos iniciou a preparagao para dou-
toramento, surpreendendo o mundo matematico e catapultando-o para um
amplo reconhecimento que iniciou um percurso que o levou & Medalha Fields
7 anos depois. Depois da elegante prova de L. Ahlfors, com Transformagoes
Conformes e o Principio de Phragmén-Lindel6f, T. Carleman obteve em 1933
uma prova elementar que é a que se da neste capitulo.

7.2 Cadeias e ciclos

No capitulo 4 consideraram-se simétricos e concatenacoes de caminhos, o que
exigiu lidar com detalhes sobre os dominios e as relacoes entre as extremi-
dades de caminhos que sao inconvenientes e até irrelevantes para integragao.
E util poder juntar caminhos sem preocupacoes com aspectos secundarios,
como a ordem em que sdo considerados e o acerto de extremidades. E por
isso que as nocoes de Cadeia e Ciclo de caminhos sdo uteis.

Chama-se Cadeia em () # Q C C a um conjunto finito de caminhos
Y1, ---,7n seccionalmente regulare em 2, designado I'=v14+ -+ +75,
identificando Cadeias tais que cada funcido continua na unido das curvas
descritas pelos caminhos que as compoem tém integrais iguais, com o inte-
gral de uma fungdo f numa Cadeia I' definido por [.f=>}_; f%f,
quando estes integrais existem. Diz-se que a Cadeia I' é a soma dos cami-
nhos 7y1,...,7,. O simétrico da CadeiaI' ¢ —I'=(—~1)+---+(—7n), em
que — é o simétrico do caminho . Se os caminhos 1, ..., 7, sdo fechados,
diz-se que a Cadeia I" ¢ um Ciclo. Designa-se I'*=U}'_,v; .

A soma de Cadeias '=714+ - +7, e X =01+ --- + 0., € a Cadeia
Y =~+- - +yto1+- - 4o, e adiferenca de Cadeias ¢ =X =TH—-X). A
soma de uma Cadeia I' consigo mesma k €N vezes é designada kI'. Define-se
(—k)I'=—kT para k€N, e Cadeia nula ou Cadeia vazia por 0=0I"'=0.
Assim, podem-se considerar combinagoes lineares finitas de Cadeias num
conjunto € C C com coeficientes inteiros. Portanto, se f é uma fungao
complexa continua definida em QCC, I', ¥ sao Cadeias em 2 e a,beZ,

RRIalIes

As somas e subtracgoes de um n° finito de Cadeias em Q2 C C dao Cadeias em
) e a soma é comutativa, associativa, tem elemento neutro e cada elemento
tem simétrico, i.e. o conjunto das Cadeias em QCC € grupo comutativo.

Chama-se Indice de um Ciclo T =v+ - +7, em relacao a um
ponto z€C\I'* a Indr(z)=>_,_, Ind,, (2).

124

Com integrais de Lebesgue basta considerar caminhos rectificaveis.
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E imediato das definicdes que se I', ¥ sdo Ciclos e a,beZ,
Ind,ripy = alndr + bIndy .

Como as componentes conexas de C\I'* sdo intersecgoes das de C\yy, ..., C\yy
e, de (£9), Ind,, é constante em cada componente conexa limitada de C\~;
e é zero na componente conexa ilimitada deste conjunto, para k=1,...,n,

também se I' € um Cliclo, Indr € constante em cada componente conexa de
C\TI'™* e € zero na componente coneza ilimitada deste conjunto.

E conveniente ter um método pratico para calcular Indices de Ciclos,
para o que é 1itil o resultado seguinte que se baseia no Indice de um caminho
fechado v em C aumentar de 1 quando é atravessado “da direita para a es-
querda” e, como Ind, =0 na componente conexa ilimitada de C\y*, poder ser
calculado sucessivamente em conjuntos de pontos ao longo de um caminho
T que comeca na componente conexa ilimitada de C\v* e corta transversal-
mente v intersectando todas componentes conexas de C\~v* (Figura [T.1]).

Figura 7.1: Determinacdo de Ind, em cada componente conexa de C\~*

(7.1) Se v € um caminho seccionalmente regular fechado em C,
a<u<wv<b sao tais que a circunferéncia com centro no ponto P a
meio do segmento de recta com extremidades em y(u) e y(v) que passa
nestes dois pontos e nao intersecta a curva v* em qualquer outro ponto,
o circulo por ela limitado intersecta v* no conjunto 7([u,v]), e By,B_
designam as componentes conexas de B\~* com P+i(Q € By, em que
Q:M , ez€Bi,weB_, entio Ind,z=Indyw+1 (Figura[7.2).

Dem. Para simplificar notacao reparametriza-se y para ser u=0e v=m,

B i e , setel0, ]
C(t) = P—Qe", paratel0,2n], f@) = {7(27T—t) setefm2n].

C(t) , setelm, 2n] C(t) , setel0, ]
Como v(0) =C(0) e y(m) =C(w), os caminhos f, g, h s@o fechados (Figura
[[2). Seja r=||Q|| o raio da circunferéncia considerada no enunciado. Se

g(t) = {’Y(t) , setel0,n] h(t) = {’Y(t) , se t€[a,0]U[0, 7]



112 Teorema e férmula de Cauchy globais

EcclBe(eC*\FE, 2P—( é o ponto na circunferéncia C* diametralmente

oposto a (, e verifica-se E C B9, (2P—() e ( ¢ B2,(2P—(). Com FE = g%

(=P—iQ, é Indy(P—iQ) =0. Como clB_ é conexo e B_Ng* =0, ¢é

Indy(w)=0 para w € B_. Analogamente, Ind¢(z)=0 para z€ B,. Logo, é
Ind,(2) = Ind,(2)+Ind¢(2) = Indy(z) = Indp(w)

= Indy(w)+Indy(w) = Indy (w)+Indc(w) = Ind, (w)+1.
Q.E.D.

Figura 7.2: Ilustracao para prova de (1)), Ind, (z) =Ind,(w)+1

Um Ciclo Homodlogo a zero em 2 C C é um I' tal que Indr =0
em C\Q (Figura[[3]a esquerda). Diz-se que Ciclos I' e ¥ em 2 sdo Ciclos
Homodlogos em 2 se I'-X é Ciclo Homologo a zero em €2, i.e. se Indr=1Indy
em C\Q (Figura[73 & direita). A Homologia ¢ uma relacdo de equivaléncia
no conjunto dos Ciclos em {2 C C; as classes de equivaléncia chama-se classes
de Homologia de ).

Figura 7.3: Caminhos fechados e Ciclos Homdlogos a zero (1 &y2~y320)

e caminhos fechados e Ciclos Homoélogos (y1 +72273, M1 & A2~ 01+ 02)

Como o Indice de um caminho v em relacio a um ponto fora de * é a
diferenca do n°® de voltas que o caminho d& em torno desse ponto nos senti-
dos positivo e negativo, um Ciclo é Homélogo a zero em {2 se os caminhos
fechados que o compoem dao em torno de cada uma das componentes cone-
xas de C \ Q tantas voltas no sentido positivo como negativo (Figura [[3] &
esquerda). Logo, dois caminhos sdo Homoélogos em 2 se ambos tém a mesma
diferenca entre o n® de voltas que dao no sentido positivo e negativo em torno
de cada uma das componentes conexas de C\2 (Figura [[3 & direita).

A Homotopia de pares de caminhos fechados seccionalmente regulares
com o mesmo par ordenado de pontos inicial e final e de caminhos fechados
num dado conjunto estende-se a, resp., Cadeias e Ciclos.
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I' e ¥ sdo Cadeias (ou Ciclos) Homotépicos em 2 C C se podem ser
decompostos em somas finitas de caminhos Homoto6picos em €2 em corres-
pondéncia biunivoca (Figura[7.4]). Homotopia é uma relagdo de equivaléncia
no conjunto das Cadeias (ou Ciclos) em 2 CC; as classes de equivaléncia de
Ciclos chama-se classes de Homotopia de (2.

Figura 7.4: Caminhos e Ciclos Homotépicos em § (1 ~7v2, A1~ A2, 01 ~02)

Ha uma relacao simples entre Homologia e Homotopi de Ciclos.

(7.2)  Ciclos Homotdpicos em QCC sao Homdélogos em ).

Dem. E imediata da definicao de Homotopia de Ciclos e da invariancia do
Indice relativo a pontos de C\{2 em cada classe de Homotopia de Q. Q.E.D.

Classe de homotopia
Classe de homologia
Unido de caminhos fechados

Figura 7.5: Relacoes de inclusao de classe de Homotopia, classe de Homologia,
conjunto dos Ciclos e conjunto das unides finitas de caminhos fechados seccio-
nalmente regulares (ou, com integral de Lebesgue, rectificdveis) em QCC

H& conjuntos Q C C com Ciclos Homoélogos ndo Homotopicos em €2 (e.g.
~1 e 2 na Figura[[3l Em geral, a decomposicio em classes de Homotopia é
mais fina do que em classes Homologia; toda classe de Homotopia em 2 esta
contida numa classe de Homologia em €2 e toda classe de Homologia em 2 é
unido disjunta de classes de Homotopia em Q (Figura [T3]).

125N30 se exploram aqui as consequéncias das importantes nogoes de Homotopia e Homologia
em Topologia Algébrica e de Algebra Homolégica, além da utilizagdo de Homologia na prova do
Teorema da Curva de Jordan no apéndice I. O leitor interessado em Topologia Algébrica podera
consultar textos gerais nessa area como, por exemplo, o excelente texto introdutério de W. Fulton,
Algebraic Topology, A First Course. Springer-Verlag, New York, 1995. Fulton, William (1939-).
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7.3 Teorema e formula de Cauchy globais

A prova do Teorema de Cauchy Global e da correspondente Férmula de
Cauchy aqui apresentada é de J. D1xon- em 1971.

(7.3) Teorema de Cauchy Global e Férmula de Cauchy Global:
Sejam QC C um conjunto aberto, I',T'1,I'y Cliclos em Q e fe H(Q).

1. Se T é Homdlogo a zero em S, entio [rf(z)dz=0.
2. SeT' € Homdlogo a zero em ), entdo f(z )Indp == frwwz) dw
3. SeI'1 e I'y sao Homdlogos em ), entao fl‘ dz—fF z)dz .

Dem. (2 = 1) Toma—se a € C\T* e define-se F(z) = (z—a) f(z). Como
FeH(Q)e =0,de 2, ¢

/f ) dz _/F(” dz = i27F(a) Indp(a) = 0.

(1 = 3) Se I'; e I'y sao Homdlogos em 2, I'y —T'y é Homdlogo a zero em §)
e, de 1,

f(z)dz— | f(z)dz = f( )dz=10.
r Iy

—I'>
Resta provar 2, para o que sao tteis as fun(;oes g:OxQ—=C, h:Q—=C,
ho:Qp—C, em que Qp={z€C\I"*: Indr(z) =0}, tais que

fw)—f(z)
g(w,z>={ T b= [gtw ) du, ho(o)= o [ 42 du,
f (Z) , S w==z2 r T
e notar que 2 equivale a h(z)=0 para z€ Q\I'*. De ([©.4)), g(w, ) é continua
como funcao das duas variaveis e Holomorfa como funcao de z para weI'™
fixo e, com o resultado a seguir a esta prova, obtém-se he€ H(2). De (5.8,
ho é analitica; logo, Holomorfa em . Em QN é h=ho—i27 f Indr = hyg.
Como €y é unidao de componentes conexas do conjunto aberto C\T™ e
portanto,é subconjunto aberto de C, ¢ : QU Qg — C tal que o =h em
e ¢ = hy em Qy é Holomorfa em Q U Qp; como C\Q C gy, ¢ é funcao
inteira. Como a componente conexa ilimitada de C\I'* estd incluida em Qg ,
lim ¢(z)= lim ho(z)=0. Do Teorema de Liouville (5.14), ¢ ¢é constante
g‘ggrtanto |gzo| J(r) em C. Logo h=0 em C\T'™. Q.E.D.
O resultado seguinte, utilizado na prova precedente, é util noutras situ-
acoes, pelo que se considera separadamente.

(7.4) Se Q1,99 C C sao conjuntos abertos, I' é uma Cadeia em €y,
g: U xQy—C € contz’nua 2+ g(w, z) € Holomorfa em Qo para weT™
e h:Qy—C € tal que h(z)= [, g(w,2) dw, entio he H(s).

126 5o0hn D. Dixon, A brief proof of Cauchy’s integral theorem, Proc. Amer. Math. Society, 29

(1971), 625-626.
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Dem. A prova usa continuidade, convergéncia uniforme e os teoremas de
Fubini, de Cauchy em conjuntos convexos e de Morera.

Como o integral numa Cadeia é soma finita de integrais em caminhos
seccionalmente regulares e a soma de fun¢oes Holomorfas é Holomorfa, basta
provar com a Cadeia I' substituida por um caminho seccionalmente regular
em Qi, v:[a,b] = Q1. Como g é continua em 2 x g, é uniformemente
continua em cada subconjunto compacto. Se {z,} é sucessao em Qs que
converge para algum z € o, g(w, z,) — g(w, z) uniformemente para todo
w € ¥*, pois v* é conjunto compacto. Integrando os termos da sucessao e
o seu limite, li)m h(zn) = h(z). Logo, h é continua em 2y, e para todo
triangulo fechgdo A C €y pode-se aplicar o Teorema de Fubini e o Teorema
de Cauchy em conjuntos convexos (8], obtendo-se

/agL(z)dz:AALg(w,z)dwdz:L[ag(wz)dde:0_

Do Teorema de Morera ([6.3]), h€ H(2) . Q.E.D.

Se v é caminho seccionalmente regular fechado num conjunto aberto
convexo 2 C Ce zeC\Q2, do Teorema de Cauchy em conjuntos convexos (48],
¢ Ind,(2) =0, pelo que todo Ciclo em § ¢ Homologo a zero em Q. Logo,
se Q & convexo e f € H(QQ), as condigoes da hipotese de (T3] verificam-se
para todo Ciclo I em €, pelo que o Teorema de Cauchy Global (1 em (7.3))
generaliza o Teorema de Cauchy em conjuntos convexos (L8] e a Formula de
Cauchy Global (2 em (7.3])) generaliza a Formula de Cauchy em conjuntos

convexos (A.I2)).

7.4 Invariancia de integrais de fung¢oes holomorfas

O resultado seguinte é consequéncia imediata do Teorema de Cauchy Global.

(7.5) Invariancia de integrais de fung¢ées Holomorfas sobre ca-
minhos Homodlogos ou Homotdpicos: Se v1,7v2 sdo caminhos sec-
cionalmente requlares Homotopicos, ou fechados e Homaologos num con-

junto aberto QCC e fEH(Q), [ f=[f-

Dem. Para caminhos fechados Homélogos em {2 é consequéncia imediata
de 3 no Teorema de Cauchy Global. Caminhos fechados Homotoépicos em
) sao Homologos em (2, pelo que nesse caso é consequéncia imediata do
resultado para caminhos fechados Homdélogos. Resta provar para caminhos
Homotdpicos em 2 nao fechados. De ({I1]), o Indice do caminho fechado
=71 —"2 em relagao a cada ponto de C\ €2 é nulo, pelo que o Ciclo I'=7~
é Homdlogo a zero em () e, de 1 no Teorema de Cauchy Global, obtém-se

o f=, =, f+ ], f=f=0. Q.E.D.

No capitulo 4 viu-se que os integrais de uma funcao complexa sobre ca-
minhos seccionalmente regulares equivalentes sdo invariantes, pelo que os
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integrais de funcoes complexas ficam bem definidos nas classes de equiva-
léncia. O resultado precedente estabelece a invaridncia dos integrais de uma
funcao Holomorfa em © C C sobre caminhos seccionalmente regulares Homo-
topicos em €1, pelo que os integrais de fung¢oes Holomorfas em €2 ficam bem
definidos nas classes de Homotopia de . O resultado também estabelece
a invaridncia dos integrais de uma fungdo Holomorfa em €2 sobre caminhos
fechados seccionalmente regulares Homologos em €2, pelo que os integrais
de fungoes Holomorfas em ) ficam bem definidos nas classes de Homologia
de Q. Como Cadeias (resp., Ciclos) em  C C sido somas finitas de cami-
nhos (resp., caminhos fechados) seccionalmente regulares em 2, o resultado
precedente e estas observagoes também se aplicam a Cadeias (resp., Ciclos).

7.5 Regioes simplesmente e multiplamente conexas

Tal como é usual em R”, diz-se que 2 C C é uma regiao simplesmente
conexa se é uma regiao onde todo caminho seccionalmente regular fechado
¢ Homotopico a um caminho constante em 2 (i.e. a um caminho v tal que
~* & um ponto) (Figura [7.0).

O resultado seguinte estabelece que todos Ciclos numa regiao simples-
mente conexa {2 C C sao Homodlogos a zero em {2, ou seja nao ha Ciclos
em () & volta de pontos que nao pertencem a regido. Logo, para regides
simplesmente conexas a aplicagdo do Teorema de Cauchy Global (73] fica
muito simplificada, pois é desnecessario verificar se um Ciclo numa tal regiao
¢ Homologo a zero porque é sempre.

Figura 7.6: Regioes simplesmente conexas

(7.6) Numaregiao simplesmente conexa em C todo Ciclo é Homdlogo a zero.

Dem. Todo caminho fechado seccionalmente regular em €2 é Homotdpico a
um caminho constante em €2 e, de (.2]), também é Homologo a um caminho
constante em Q. O Indice de um caminho constante em relacdo a um ponto
do complementar de 2 é 0, pelo que um tal caminho é Homodlogo a zero.
Logo, todo caminho fechado seccionalmente regular em €2 é Homologo a zero
em (2. Como Ciclos em €2 sao somas finitas de caminhos seccionalmente
regulares em (2, todos Ciclos em 2 sao Homodlogos a zero. Q.E.D.

O Teorema de Unificacao (6.5) garante equivaléncia de Holomorfia numa
regiao e existéncia de primitiva em cada aberto convexo contido na regiao.
Pode-se provar o resultado analogo obtido substituindo conjuntos convexos
por simplesmente conexos.
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(7.7) Uma fungdo compleza numa regiao simplesmente conexa Q2 CC €
Holomorfa em Q) se e sé se tem primitiva em Q.

Dem. Do resultado precedente, todo caminho fechado seccionalmente regu-
lar v em Q é Homologo a zero. Se f€ H(Q2), do Teorema de Cauchy Global,
fﬂ/ f(z)dz =0. Logo, de ([@3Hl), f tem primitiva em Q. Reciprocamente,
se F' é primitiva de f em Q, é F'= f e, portanto, F € H(Q)), pelo que é
indefinidamente diferencidvel, assim como f, e f€ H(Q). Q.E.D.

//—\\

LN

& oy
NG J

T~y S
~ 0

Figura 7.7: Tlustracao de apoio a prova de (L8]

E util dispor da caracterizacio seguinte das regides em que todos Ciclos
sao Homologos a zero, i.e. onde nao hé Ciclos em torno de pontos que nao
pertencem a essas regides. Obtém-se, assim, uma propriedade alternativa de
conjuntos em que a aplicagdo do Teorema de Cauchy Global é simplificada.

(7.8) Se QCC ¢ uma regido, as afirmagies sequintes sao equivalentes:
1. Todos Cliclos em §2 séo Homdlogos a zero em ).
2. Nao hd qualquer componente conexa de C\Q limitada.

Dem. (2= 1)8SeT éum Ciclo em 2, o conjunto aberto C\I'* tem uma e s6
uma componente conexa ilimitada U e, de ([d9)), Indp =0 em Q. Se C\Q#(
e nenhuma das suas componentes conexas é limitada, é C\Q C U, pelo que
Indr =0 em C\Q e, portanto, I' é Homdlogo a zero em 2.

(1 = 2) Supde-se que 2 ¢é falsa. Existe componente conexa limitada K
de C\Q. Se z € 0K C 092, como  é aberto, é z ¢ Q e z € 0K\ Q;
K U {z} c C\Q é conexo e como K é componente conexa de C\Q, é
KuU{z} C K; logo, 0K C K e, portanto, K é fechado. Como K é limitado e
fechado, é compacto. Se I(K UQ)#0, a distancia mais curta entre pares de
pontos de K e O(K U$2) é um nidmero d>0; se (KUQ)=0, toma-se d>0
arbitrario. Fixa-se k€ K e cobre-se todo plano com uma rede de quadrados
fechados (); com lados de comprimento % de modo a k ficar no centro
de um dos quadrados (Figura [.7)). Para cada quadrado @); considera-se
o caminho poligonal fechado simples v; que percorre a fronteira de @; no
sentido positivo em relagao aos pontos interiores a ;. Considera-se o Ciclo
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r=>% ;Yj> €m que a soma respeita aos quadrados que intersectam K. Como
k estd no interior de um dos quadrados, é Indpr=1. Como I'" ¢é igual ao
Ciclo v* em que v é o caminho poligonal fechado simples que percorre no
sentido positivo a fronteira da uniao dos quadrados que intersectam K, I' é
um Ciclo em 2. Como Indr=1 e k€C\Q, I ndo Homdlogo a zero em €.
Logo, 1 é falsa. Portanto, 2 falsa = 1 falsa, ou seja 1= 2. Q.E.D.

Este resultado e (7.6]) garantem que as condicoes 1 e 2 deste resultado
sS40 necessarias para uma regidao ser simplesmente conexa. No capitulo 10
vé-se que uma destas condi¢oes também é suficientes para a regiao ser sim-
plesmente conexa. Portanto, cada uma das condicoes é uma caracterizagao
alternativa das regioes simplesmente conexas.

Diz-se que uma regiao ) C C é multiplamente conexa se nio é sim-
plesmente conexa (Figura[7.8)). Mais especificamente, diz-se que uma regiao
tem conectividade finita n se o seu complementar tem exactamente n—1
componentes conexas limitadas (podendo ter ou ndo componentes conexas
ilimitadas) e que uma regiao tem conectividade infinita se o seu com-
plementar tem infinitas componentes conexas limitadas.

Figura 7.8: Regioes multiplamente conexas com conectividade n = 2, 3,4

A nocao de conectividade foi introduzida por B. Riemann em 1857 para
superficies. Quando aplicada a subconjuntos de um plano, corresponde ao
minimo n° de cortes, cada um ao longo de um caminho contido no con-
junto, que pode separar o conjunto em conjuntos simplesmente conexos. Por
isso, conectividade n de um conjunto corresponde ao complementar ter n—1
componentes conexas limitadas.

Se QCC é regidao com conectividade finita n, K1,..., K,_1 sao as com-
ponentes conexas limitadas de C\Q, e I" é Ciclo em 2, pode-se obter como
na prova de (Z8) que Indr é constante em cada Kj, para j=1,...,n—1,

e se K, ¢ uma componente conexa ilimitada de C\Q, é Indr =0 em K,
(pode haver véarias componentes conexas ilimitadas em C\€ e nesse caso
Indp=0 em todas estas componentes). Como na prova de (Z.8]), podem-se
obter Ciclos I'; em € tais que Indr,=1 em Kj e Indr;=0 em C\(QUKj),
para j=1,...,n—1.

Se para um dado Ciclo I' em €2 ¢; € Z é o valor de Indr em Kj, para
j=1,...,n—1,e E:I’—Z?;ll ¢;I'j, éIndy =0 em C\Q2. Logo, I' é Homologo
a Z;L;ll c;I'j em Q. Portanto, todo Ciclo em 2 é Homoélogo a uma combi-
nacao linear com coeficientes inteiros dos Ciclos I'j, com j=1,...,n—1.
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Esta combinacéo linear é tinica, pois a diferenca de duas combinacdes linea-
res dos Ciclos I'; Homoélogas a um mesmo Ciclo I' ¢ Homologa a zero em ()
e, portanto, tem todos coeficientes zero. Por isso, diz-se que os Ciclos I';,
j=1,...,n—1, sdo uma Base de Homologia para a regidao {1 de co-
nectividade n. Bases de Homologia de uma regiao multiplamente conexa
2 C C ndo sdo unicas, mas, tal como para bases de espagos lineares, to-
das tém a mesma cardinalidade Do Teorema de Cauchy Global (Z.3),
Jof(z)dz=3"21 c]fF z)dz para f € H(Q2). Em certos casos os valores
dos 1ntegrals fF dz nos elementos de uma Base de Homologia podem
ser obtidos facﬂmente e este ¢ um método conveniente que permite avaliar
muitos integrais sem fazer integracoes explicitas, o que se explora no capitulo
seguinte com o Teorema dos Residuos.

7.6 Extensoes do principio de moédulo maximo
Se Q=R+i[-7, 5], com z=z+iy, z,y€R, a funcdo f(z)= e satisfaz

‘f ﬂ::l: % ‘-‘
pelo que |f] é 111m1tada em () apesar de ser 1 em 9. Portanto, embora
do Principio de Modulo Maximo (5.19) se f é uma funcao analitica num
subconjunto limitado e fechado K de uma regiao Q C C, o méximo de |f| em
K & assumido em 0K, tal pode falhar se K ¢ ilimitado. E possivel estender

o resultado a regioes ilimitadas se na vizinhanga de oo |f| é majorada pelo
maximo de |f| em 0. Prova-se um resultado um pouco mais geral.

iz2|

=t =1 lim e = +o0,

(7.9) Se f é uma fungdo analitica numa regiao Q C C ilimitada e existe
M >0 tal que para cada be 0Q U {oo} existe uma vizinhanga Vi, N Q de
b em que |f| <M, entio |f|<M em Q.

Dem. Seja e >0. A.={z¢€Q: |f(z)] > M +¢c} é limitado e cl A, C .
Portanto, cl A. é subconjunto compacto de €2 e, do Principio de Médulo
Méximo, se fosse cl A. #(, o méximo de |f| em cl A; seria em 0A.. Como
neste conjunto |f|=M+e, é Ac.=0e |f|]<M+eem Q. Comoe>0é
arbitrario, |f|<M em Q. Q.E.D.

(7.10) Se f € funcdo analitica na faiza vertical do plano complexo
Q={{z+iy: a <z <b,y € R}, limitada e continua em cl Q, e
Sy (x) =supyeg | f(z+iy)| para x €[a,b] , entdo S?_a(x) < S?_x(a) SE7(b)
para x €[a,b], e |f|§r%?)x|f| em Q.

b—=z z—a
Dem. Se S¢(a),Sp(b)>0, g(2)=5;""(a )Sb_“ (b) é fungao inteira que nunca
¢ 0 em cl(2, com l limitada em cl€2 e |g(x—{—zy)| = S¢(x) para z € {a, b},

y€R. Logo, E Satlsfaz as condigoes para f no enunciado com valor abso-

luto em 02 majorado por 1; e para a aplicar o resultado precedente seria,

preciso essa majoracao tambem numa vizinhanga de co. Se M = sup | L ‘
Q
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se O

e M <1, do resultado precedente,

majorante multiplicando por uma fun(;ao aproprlada e.g. h (x+zy) I +u—:y

para z,y €R , obtendo-se |h. para o rectangulo R= [a, b]x[— M’ M]

¢ |het
vale em R, e obviamente vale para x € [a,b] e |y| > 17 ; do resultado prece-
dente, |h€£‘ <1, e |f(z+iy)| < (1+ely|) g(z+iy) para x—i—zyEQ como € >0 é
arbitrario, também neste caso |f|<g em Q. Logo, |f(z)| §Sb “( )Sb “(b)
para z€, e, S;’f“(x) gS;’fm(a) 5%(b) para x€[a,b]. Logo
3" (x) < max{Sy(a), S¢(0)}* “max{Sy(a), S (0)}"~" = max{Ss(a),S; (b)}, z€[a,b],
e |fl <max{Sy(a), Sy (b)} =max |f| eom 0.

Se S¢(a)=0, f=0em toda recta vertical Re z=a e f pode ser estendida
por simetria (ver exercicio 6.7) a uma fungao Holomorfa na faixa vertical
aberta limitada pelas rectas verticais Re z=a—(b—a) e Rez=b que é 0 na

recta Rez=a, é 0 em toda essa faixa vertical e, portanto, em cl 2, pelo que
o resultado é trivialmente valido neste caso. Q.E.D.

‘—ew

Também é possivel uma extensao a conjuntos ilimitados sem exigir |f]
uniformemente limitada em vizinhangas de pontos em 9QU{oco}, mas res-
tringindo o crescimento de |f(z)| quando z tende para esses pontos, analo-
gamente a extensdo do Teorema de Liouville a fung¢oes ilimitadas sublineares
(5I8]), por aplicagdo do Principio de Phragmén-Lindelof. Em geral, este
Principio consiste em multiplicar uma funcao f Holomorfa numa regiao ili-
mitada €} por uma funcao h tal que ?_}n% h.=1, de modo a limitar o produto

|fhe| <M na fronteira de uma regiao limitada QcQe aplicar o Principio de
Moédulo Maximo para obter que fh. é limitada em S~2, expandindo depois a
regiao Q para € e estabelecendo que fh. é limitada em 2, e fazendo e -0,
obter fh.— f e concluir que f é limitada em 2.

(7.11) Principio de Phragmén-Lindelof: Se f ¢ funcdo analitica
numa regiao simplesmente conexa QL CC e existem M,e9>0 e o€ H(C)
que nao assume o wvalor 0 e € limitada em € tais que para cada
b € 9QU{o0}, existe uma vizinhanga Vi, de b e | f(z)| min{1, |p(z)|f} <M
para z€V, N, €€]0,e0[, € |f|<M em Q.

Dem. Seja K >0 tal que |p| <K em Q. Como ep* 1€ H(), de (Z1), tem
primitiva Holomorfa em 2, que é um Ramo de ¢°. F'= fp® K¢ é analitica e
|F| <M max{l, K ¢} em Q. Logo, |f|<|p| M max{l, K ¢} em . Como
e>0 é arbitrério, |f|<M em . Q.E.D.

(7 12) Corolario: Se f € fung¢ao analz’tz’ca no sector angular de abertura

,Q={re?:r>0,10| <X} coma>1, e existem M,C>0 e p<a tais
que para cada b€ OS2 existe mzmhanga Vp de b tal que |f|<M em V,NQ
e |f(2)|<Ce’ para z€Q com |2| grande, é |f|<M em Q.
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Dem. Seja o €p,a] e ¢(z) =e " para z€ Q. Com z=re?, || <L, é
lp(ret?)| = e <599 Como |of|< Z, é cos(cf) > & para algum § >0 e
|| <1 em Q. Para qualquer £ >0 e para r >0 grande,

|f(7“€i6)||g0(7“6i9)|5 <Qe’merteos(af) < e’ =70 5 0, quando r— 400 .

Do Principio de Phragmén-Lindelsf (ZI1), | f| <M em . Q.E.D.

(7.13) Coroldrio: Se f ¢ func¢do analitica em Q={re": r>0,|6| <L},
com a > % , existe M >0 tal que para cada b€ 02 existe vizinhanca Vj
de b tal que |f| <M em V, N Q e para cada € >0 existe C >0 tal que

1f(2)|<Ce*" para z€Q com |2| grande, € |f|<M emQ.

Za

Dem. Sejam § > e > 0 arbitrarios e g = fe 9*". Existe C >0 tal que para
>0, lim |g(z)] < CeC=*"=0. Logo, {|g(x)|: >0} é subconjunto de
R majgl“zargoe, portanto, tem supremo M. Designa-se My=max{M;, M} e
Qr={re?: r>0,0<+h< 321+ O coroldrio precedente pode ser aplicado
com g em vez de f, 04 em vez de Q e Ms em vez de M, pois cada um
dos conjuntos €2+ é, a menos de rotagdo em torno de 0, um sector do tipo
considerado no coroldrio, obtendo-se |g| < M em cada sector {24 e, portanto,
também no sector inicial €, pois Q\ (22U Q) é o semieixo real positivo
e al |g)| <My < Ms. Se fosse My= M; > M, |g| assumiria o valor méximo
M em algum ponto Tyax> 0 e considerando sectores limitados e fechados
contidos em Q N {re??: 0 <r < R}U{0} com R > |Tyax|, do Principio de
Moédulo Méximo, g é constante nestes sectores, logo, constante em 2, e
lg|=M1=M em ), em contradi¢cdo com M;> M. Logo, My=M e |g| <M
em Q, pelo que |f| < MeSRe** para z€ Q. Como § >¢ >0 sio arbitrarios,
|f|[<M em Q. Q.E.D.

A condicio de limitacio de crescimento no infinito |f(z)| < Cel?l* deste
resultado é 6ptima, pois com f(z) = e*", em pontos da fronteira de Q &

‘f(rei’%) =| e(raeii%”:]ei”’a\:l e f(r)=e™, r>0, & ilimitada.

(7.14) Corolario: Se f € fun¢ao analitica na faiza horizontal do plano
complero Q = {x+iy: x € R,|y| < T} e continua em clQ, e existem

. |Re z| .
M,e>0 e pcl0,1] tais que | f(2)| < Mes” parazeQe |f(x£if)| <M
para xR, entao |f|<M em Q.

Dem. Principio de Phragmén-Lindel6f (T.I1]) com w(z):e’epmez‘. Q.E.D.

Com o Principio de Phragmén-Lindel6f pode-se provar o Principio de
Incerteza de Hard: as funcles gaussianas s3o as Unicas que tal como as
suas Transformadas de Fourier decaem no infinito mais rapidamente do que
fungoes gaussianas. De um modo geral Principios de Incerteza referem-se a
nao ser possivel ter uma funcao simultaneamente “localizada no espaco e na

127Foi formulado em 1933 por Godfrey Harold Hardy (1877-1947).
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frequéncia”, ou seja com a funcao e a sua Transformada de Fourier a decai-
rem no infinito rapidamente. Por exemplo (ver exercicio 6.20), uma fun¢ao
f € LY(R) que decai no infinito mais rapidamente do que uma exponencial
(o que inclui fun¢oes 0 fora de um intervalo limitado) tem Transformada de
Fourier ]/”\estendida ao plano complexo que é funcao inteira, e, como zeros de
funcoes inteiras nao identicamente nulas sao isolados, f nao pode ser nula
em qualquer intervalo real, em particular as fungoes de variavel real f e f
nao podem ambas anular-se fora de intervalos limitados. A Transformada
de Fourier de uma fungdo gaussiana f(t) :Ke*t2/2"2 com K,0>0, é

:/ f(t) e ™idt = Ke % / e~ 27 i g — Ko\/or e TW,
R R

que é gaussiana: fun¢oes gaussianas estao igualmente “localizadas no tempo
e na frequéncia”. O Principio da Incerteza de Hardy estabelece que estas
fungdes tém a maxima simultanea “localiza¢ao no tempo e na frequéncia”.

(7.15) Principio de Incerteza de Hardy: Se f € a Transformada
de Fourier de f € L*(R) e existem C,a > 0 tais que |f(t)| < Ce
|f(w)] <Ce e, t,weR, entio f(t)=Ke ™ para algum K>0.

Dem Com mudancas de varidveis t' =/at e w' = e multiplicando f por
& \/— pode-se supor, sem perda de generalidade, a = 1 e C= ﬁ Devido ao

decaimento supraexponencial no infinito de f, f pode ser estendida a C e
esta extensao é fungao inteira. Como para x,y€R é

|f(aj—}—zy)| = ‘/f(t) e—i(%l"iy)tdt‘ §/|f(t)| eytdt S/L e_t2eytdt
R ]Rﬁ

2
t=yt) 4 Le(%)Q/e—(t—g)dt — (37
=k [ = et

2~

Logo, a fungao inteira F(z)= 3°f (z) é tal que a restrigao de |F'| aos eixos
imaginério e real é majorada por le

|F(z+iy)| < |e(—2“—>2‘ (3 — |e[(%)2—(%)2+i%}‘ 32 _ (5%
Do Principio de Phragmén Lindelof (TII)) com @ = C\{z:2 < 0},M =1
e p(z+iy)=e -(3) é |F|<1em C. Logo, F é funcao inteira limitada e,
do Teorema de L10uv1lle ¢ constante, e existe k € R tal que f ( )=ke~ (3)?
para z€C, que é fungao gaussmna Do que se viu antes do enunciado deste

resultado, f( )=K'e~ 3t para algum K’'€ R. Invertendo as mudancas de
varidveis, f(t)=Ke % t* para algum K >0. Q.E.D.

7.7 Ordem e tipo de funcgao inteira

A Ordem e o Tipo de funcgoes inteiras foram introduzidas para tipificar cres-
cimento exponencial destas funcdes em inﬁnit.

128 o nogao de Ordem de uma funcao inteira foi introduzida por H. Poincaré em 1883, mas esta
definigdo deve-se a Emile Borel (1871-1956), em 1897.
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Chama-se Ordem e Tipo de uma funcao inteira f a, resp.,

o) = Tk tog (10 (sup1) ). o) = Ty tog ((supl).

r—=+oo |z|=r + |z|=r

(7.16) A Ordem e o Tipo de fungoes inteiras f tém as propriedades:
1. p(f+g)<max{p(f),p(9)}, p(f")=p(f), p(fg)<max{p(f),r(9)}

2. p(f) < « se e sd se existem constantes a > 0,8 > 0 tais que
1£(2)] < aelPl?l” para z € C, e se p(f) = a, entio o(f) < B se e
s0 se a desigualdade se verifica com a>0.

3. Sep(f)=1, 0(f)<B el|f(x)] <M, M >0 para x € R, entdo
|f (z+iy)| < MePlY! para z,yeR.

4. Se f(z)zzzozo en2", p(f)<a se e so se {né|cn|%}neN é limitada.

5. Sep(f)<lou(p(f)=1eoa(f)=0) e f € limitada sobre uma recta
em C, f € constante.

Dem. Deixa-se como exercicio (1 e 2 sdo imediatas das defini¢oes, 3 a 5
decorrem de 2). Q.E.D.

Em 1907 A. Denjoy conjecturou que o n°® de valores assimptoticos de
uma fungao inteira f sobre curvas tendentes para oo é < 2p(f), chamada
Conjectura de Denjoy. Depois de 21 anos em aberto, L. Ahlfors provou-a
em 1929. Em 1933 T. Carleman obteve a prova elementar que se segue.

(7.17) Teorema de Denjoy-Carleman-Ahlfors:
O n° de valores assimptdticos de uma fungao inteira f ao longo de curvas
que tendem para oo € menor ou igual ao dobro da Ordem de f .

Dem. Se f é uma fungao inteira com n valores assimptéticos diferentes,
existem n curvas 77,...,7, sem pontos comuns com ponto inicial na cir-
cunferéncia com raio 1 e centro 0 que tendem para oo em que a restricao
de |f| ¢é limitada enquanto as restri¢oes as regides entre essas curvas sao
ilimitadas. Seja F'(z)=f(e*). Sem perda de generalidade, |F|<a <1 sobre
as curvas 7vj,...,7%,, pois tal pode-se conseguir multiplicando F' por uma
constante pequena > 0. w = log z transforma a regiao C\ (cl B;(0) U ’yf)
numa banda S de altura 27 no semiplano complexo direito. Designam-se as
regioes delimitadas pelas imagens das curvas 77, ..., v, em ordem ciclica por
N,...,Qy,, S; ainterseccao de ); com cada recta vertical de C com abcissa
a:+> 0, 4j(x) o supremo dos comprlmentos dos segmentos desta interseccao,

log p=max{logp,0}, u(z,y) —log |F(z+iy)|, e p;(x fS (x,y)dy. As
1% e 2% derivadas de ¢; sao Lp] = QfSu ou dy e

@j(x)ZQ/SjgmanyH/ ( x2>dy:2/J<m31t>dy /SJ( yz)dy=2/]<j‘L>dy+2/<3u>dy7

em que a 2% igualdade é porque u é harménica e a 32 resulta de 1ntegragao por
partes. A Desigualdade de Cauchy-Schwarz Inequality para (f,g) = [ s; f g
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aplicada a férmula para cp; da

(o (42),

J,T

Para minorar o termo 2 . s, (3“) dy na formula para ¢ "!(x) observa-se que

se VeC'(]-%,2[,R) ¢ hmltada

0 S[ |:(‘S/H(1€€)> ] §1n29 d9 /251n I:V/(e) SIDH—V(H) COSH:IQdH

2 2
:/2[(1/’)2—1/2] +/2[VZ(H)(cot29+1)—2V(9)V’(9) cot 0] df
2 2
:/2[(1/')2—1/2] /2[V2(9) cot 0]'df = / 2y
2 2 2
Para U€C'(]a,b[,R) limitada e V() =U (=2 t+2EL), ¢ V/(t)=U' (=2 t+
“;Lb) b=a¢ com a mudanca de varidveis s= bT“ 4 add b
2

5 b
[ =gz [ Wi = [ Viod = (z27] 02 s

i.e. para UECl(]a,b[,]R) limitada, é f (%) ib a) f U?, o que é uma
das versoes das desigualdades de Wirtingen! , obtidas em 1904 by W.
Wirtinger. Com esta desigualdade,

[ ar= () P an = () e

Os minorantes obtidos nos dois paragrafos precedentes dao

1 [} (@)]? 2
(@) = 0 +2() vi(a), zeR,
o que equivale a (\/¢;(z) )”2 (m)zﬁ para z€R.
J

Se €); nao ¢ limitado a direita por uma recta vertical e existe uma recta
vertical que intersecta o eixo real em x tal que |F| é limitada & direita
dessa recta, existe xg >0 tal que p;(x) >0 for x> xg, e com ¢; = eV, da
desigualdade obtida no paragrafo precedente,

(327 < 20+ )? < (51)°+ 20)+ W) = (S +45)°.
(2]

NI}

—}—1/)’ Integrando duas vezes de xg a x,

QW/(x—S)mds §/¢j—i—1/)j—}—0(x), r——+00.
xo xo

Logo, %—J’_T <L

A soma destas desigualdades para j =1,...,nda
27T/x SZ@(S d5</ ZQ/)]—}—Z?/)]—}—O , T—400.
xo .] 1

129Wirtinger, Wilhelm (1865-1945).
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De (ZI6l1), para todo € > 0 existe b > 0 tal que pj(z) < bx2(P(N)Fe) ¢
portanto, ;(z) <2(p(f) + €)x+0(1) quando x —+oc0. Logo,
T n

27 <n2(p(f) +e)z’+ O(z), z—400.

Da Desigualdade de Cauchy-Schwarz para o produto interno canénico em

R", n? < (Zj 1 gl )32 45), e como > j—1tj <2m, da desigualdade as-

=1
simptética precedente, nx? < n2(p(f) + €)z?+ O(x) quando x — 400, e,
portanto, n<2[p(f) +]. Como >0 é arbitrario, n<2p(f). Q.E.D.
Exercises

7.1 Prove: Se Q CC ¢ aberto, K CQ € compacto e f € H(Q), existe um Ciclo T em
Q\K tal que se verifica a Férmula de Cauchy f(z)=-= [ 1 dw, para z€ K.

2w JT w—z

(Sugestao: Construa um Ciclo I" em Q\ K e aplique o Teorema de Cauchy Global).

7.2 Mostre que em qualquer regidao simplesmente conexa que nao contém a origem
podem ser definidas fun¢ées Holomorfas que sdo Ramos de:
a) log z b) z¢ c) z*

7.3 Mostre que em toda a regidao 2 C C tal que os pontos +1 pertencem a uma mesma
componente conexa de C\Q pode ser definida uma fungdo Holomorfa que é um
Ramo de (1—z2)1/2. Quais sao os valores possiveis de fﬂ{m dz, em que 7y é
um caminho fechado seccionalmente regular em 27

7.4 Mostre que f(z) =320 2°" ¢ analitica em B;(0), mas ndo tem prolongamento
analitico a uma regido que contenha propriamente este circulo.

7.5 Prove: Toda func¢ao feH(cl Br(a)) tem um prolongamento analitico a um circulo
aberto Br(a) DclBy(a) .

7.6 Prove: Se f € H(Br(a)), f(a)=b, f (a);éO e|f—b<MEeR em B.(a), entio
f(Br(a)) D Br(b) com R= 7| f'(a)]*.

(Sugestao: Considere a série de Taylor de f—b centrada em a, aplique a desigualdade
triangular e estimativas de Cauchy para obter |f(z) —b| > R para |z —a| = %, tome
w € Br(b) e mostre que f—w e f—b tém o mesmo n® de zeros em BsR( ))-

7.7 Dada uma fungio f:RT—R, define-se a fun¢io complexa F(s)= +°°f( t) e dt,
chamada Transformada de Laplacﬂ de f, considerando o integral de Lebes—
gue. Esta funcao fica definida num ponto s = a+iw, com a,w €R, se e s6 se a
fungdo fE,, em que E,(t)=e~ ', & integravel & Lebesgue em R™, ou seja se e s6 se
fELLRT)={f:fEsc L (]R*) }. A fungao definida por .Z[f]=F chama-se Trans-
formacao de Laplacd™). E imediato que .Z[f+g]=.Z[f]+Z]g] e L]cf]=cZL][f]

130 o Transformagao de Laplace foi usada por L. Euler em 1737 para resolver uma equacao
diferencial e foi explorada por P.S.Laplace em 1812 em Probabilidade. Depois das contribuigoes de
P.S. Laplace e de J. Liouville, Jozéph Petzval (1807-1891) desenvolveu-a bastante, mas s6 passou a
ser generalizadamente utilizada depois de: (7) Oliver Heaviside (1850-1925) ter obtido entre 1880 e
1887 um calculo operacional para resolver equacoes diferenciais ordinarias por equacoes algébricas
obtidas por substitui¢do da solugdo y(t) por uma funcdo complexa Y (s) e as derivadas de ordem
k de y(t) por produtos de Y (s) por s¥; (ii) Thomas John Bromvich (1875-1929) ter obtido uma
férmula integral para inversdo da Transformacdo de Laplace; (74) Gustav Doetsch (1892-1977)
ter contribuido em 1930-1937 para o desenvolvimento do método; (iv) Horatio Carslaw (1870-
1954) e John Conrad Jaeger (1907-1979) terem prosseguido os trabalhos anteriores em 1938-40,
culminando com a ampla disseminacdo do método no livro que publicaram em 1941 Operational
Methods in Applied Mathematics. A adopc¢ao da Transformagao de Laplace na rotina de formagao
e na pratica em engenharia foi muito rapida: em 1947, menos de 10 anos apés algumas propriedades
bésicas ainda serem objecto de investigacao, era amplamente ensinada a estudantes de engenharia.

131 5 Transformagao de Laplace .2 relaciona-se com a de Fourier .# (ver exercicio 6.20) por
Z[f]=(a+iw)=F[fEa](w), com o,w€R, fELL(RT), f a extensdo de f a R nula em ]—o0,0].
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para f,g€ LL(R"), c€C, a€R. A Transformagio de Laplace pode ser invertida
em condicdes relativamente gerais. Em particular, pode-se provar: Se f€ LL(RT),
F,eL'(R), em que
a+iQ
Fo(w)=F(atiw), ac,weR, F=2Z[f], glt)== hm F(s)e™dt, t>0,

27
22— a—iQ2

entdo g € contmua, lim g(t)=0 e f=g q.t.p. em RT. Logo, a Transformacao de
Laplace € injectiva. e

a) Prove: Se fe L, (RT), com ag €R, e F=_Z[f], entio FeH(IIY,), em que
I}, ={z€C: Rez>a}. (Sugestio: Use o Teorema de Morera).
b) Prove: Se f € Ly, (R") com ao € R e t > f(t)e*" € limitada em RT, entdo
F=2[f], que, de a), é Holomorfa em H;O, pode ser estendida por continuidade a
. (Sugestdo: Use o Teorema de Cauchy).
¢) A convolugao de fungdes f,g€ LL(R), em que a €R, é definida por

(fxg)(t /ft T)g(r)dr, t>0.

Prove: Se f,g€ LL(R), entdo L[f+g]=2L[f]+ZL]g].
d) Prove:Se f, f' € LL(R), f(0+)=lim (1) €R,, ¢ Z[f')(s)=5.Z1f](s) ~f(O+).

e) Considere a equagao diferencial y”+2y'+2y= f(¢), t >0, com condigdes iniciais

¥’ (0)=y(0)=0e f(t)=e"2". Mostre que a Transformada de Laplace da solucio y

éY(s)= % Obtenha a solucao do problema de valor inicial dado.

f) Considere a equagao diferencial 3”42y’ —|—2y f(t), t>0, com condigdes iniciais
y(0),4'(0) e f€ LL(RT). Designe T(s)= m . Mostre que Y =.Z[y] satisfaz
Y (s)=T(s) F(s)+T(s) [y’ (0)s + 2y(0)], em que F=_Z[f], pelo que T'(s) caracteriza
a equacao diferencial, dando a Transformada de Laplace da solucdo por produtos
com a Transformada de Laplace do termo independente e com um poliné6mio com
coeficientes que dependem das condig6es iniciais.

7.8 a) Determine a Ordem da fungéo inteira dada: . .
(i) sin z (i) cos z (1) cos \/z () e* (v) e
7.9 Prove o Teorema de Interpolagédg: Se f € uma funcao inteira de Ordem
p<1l, ou de Ordem p=1 e Tipo o <T pam algum >0,
f(z) = lim Z f(rz)sinre

N~>+oo

(Sugestdo: Para N €N designe F(z)= mfwm dw, em que vy é um caminho

regular simples que descreve a circunferéncia |z|= (N + % 5) 7 no sentido positivo, aplique o

132Egte resultado é conhecido por Teorema de Amostragem e é muitas vezes atribuido ao
matemético Claude Shannon (1916-2001), embora fosse conhecido muito antes. C.Shannon (que
em 1941-1952 trabalhou no Mathematics of Communication Research Department dos Bell Labs)
introduziu-o na comunidade de telecomunicagoes dos paises ocidentais em 1949 no livro A Mathe-
matical Theory of Communication em que criou a Teoria de Informagado, embora a frequéncia
de amostragem, chamada frequéncia de amostragem de Nyquist, tivesse sido considerada
em telecomunicagbes em 1928 por Harry Nyquist (1889-1976), que também trabalhou nos Bell
Labs em 1934-54. Uns anos depois do trabalho de C. Shannon soube-se que Vladimir Kotelnikov
(1908-2005) tinha obtido o resultado na Rissia em 1933, também a propésito de telecomunicagoes.
Contudo, o resultado era conhecido de E. Borel desde 1897, no estudo de séries de interpolagao, e
de outros matemadticos, como Edmund Whittaker (1873-1956) em 1915 e John Whittaker (1905-
1984) em 1935 que também consideraram este tipo de resultados antes de V. Kotelnikov e C.
Shannon. O resultado estabelece que uma fung¢ao de Ordem p=1 e Tipo o < 7 pode ser exac-
tamente interpolada a partir dos valores nos pontos % com n € Z. Uma fungao f € L'(R) com
Transformada de Fourier f € L1(R) com suporte num intervalo compacto [—7, 7] é exactamente
interpolada pela expressdao dada, apenas a partir dos seus valores nos pontos ”T” Portanto, uma
frequéncia de amostragem > Z ¢é suficiente para reconstituir exactamente um sinal com espectro
de frequéncia limitado por 5= (i.e. de largura de banda 3-), ou seja basta uma frequéncia de
amostragem dupla da frequéncia maxima no espectro do sinal.
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7.10

7.12

Teorema dos Residuos e mostre que |Fn(z)| — 0 quando N — 400, estimando |f(z)| com

Imz

base numa estimativa |sinz| >me , para z €7y, e aplicando o exercicio precedente).

Prove: Se f,fe L’ (R) e f tem suporte num intervalo compacto [—7,7] (i.e.ftem
valor 0 em R\ [—7,7]), em que f designa a Transformada de Fourier de f (ver
exercicio 6.20), a extensao complexa da férmula de inversao da Transformada de
Fourier, g(t)= 5= [, f(w) e“dw (9= f q.t.p.em R) € uma funcdo inteira de Ordem
p<1 e, quando p<1, é de Tipo o <7 (compare com exercicio 6.20).

(Sugestao: Aplique o Teorema de Morera e majore o integral).

Prove o Teorema dos Trés Circulos de Hadamard: Se f é Holomorfa na coroa
circular aberta Cr, ry limitadq pelas circunferéncias com centro na origem e 1aios T >
r1>0, S(r)=maxgc(o, 2] [f(r®)] e <a<r<b<rs,

log S(r) < % log S(a) + % log S(b) .

Exercicios com aplicagoes a andlise e controlo de sistemas lineares
Considere o problema de valor inicial para uma equagao diferencial ordinéaria linear
escalar de ordem n €N com coeficientes complexos constantes, termo independente
que é combinagao linear do valor e das derivadas de uma funcao r e condigoes
iniciais nulas

Y™ tan_1y™ V4t ary a0y = ba1r "D ()4 - b (£ +bor(t)

y" T (0)= - =y (0)=y(0)=0.
Mostre que, com Y =Z[y], R=YL[r] e T(s)= ;Ej; se obtém
T(S) __bpgs(M D gbystbg

T s"4a,_1s(m—D 4. fajstag
A funcdo T caracteriza o sistema linear definido pela equagao diferencial e é
conhecida por fungao de transferéncia do sistema. E usual considerar r(¢) como
sinal de entrada e y(t) como sinal de saida ou resposta do sistema, e representar
o sistema por um diagrama de blocos como na Figura [0l

R(s) Y(s)
T(s)

Figura 7.9: Diagrama de blocos para sistema linear com funcao de transferéncia T’

a) Mostre que, com condigoes iniciais diferentes de zero, a resposta do sistema a
uma entrada é a soma da resposta com condigoes iniciais nulas & entrada conside-
rada adicionada & resposta com as condi¢Oes iniciais consideradas e entrada nula.
Chama-se a estas componentes aditivas da resposta, resp., resposta forgada e
resposta natural ou resposta livre do sistema.

" )
L
03|

7
: T
L oL

~—— r

1

Figura 7.10: Resposta impulsiva de sistema li-

~ A . N 1
near com fungao de transferancia 7'(s) = Py

b) Mostre que para um sistema linear com fun¢ao de transferéncia 7', se h ¢é tal que
T=.2]h], aresposta for¢ada y obtém-se da entrada r e da fungdo h pela convolucao

y=h=r. Mostre que a resposta for¢ada y, correspondente a um impulso positivo

com largura L > 0 e integral 1 na entrada, r, (t) =+ se 0 <t <L, er, (t)=0

se t > L, satisfaz Llim y,(t) = h(t), para t > 0. Por esta razdo, chama-se a
—4o00
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h resposta impulsiva do sistema. Calcule a resposta impulsiva do sistema da
questdo precedente (Figura [Z10).

N
0

20log ITlie)| s 1 > s ArgOT(io)) as 1

-&

Figura 7.11: Diagrama de Bode para fungéo de transferéncia T'(s)= Tés”

c) Analogamente & representagao grafica de Transformadas de Fourier em anélise
e processamento de sinais (ver exercicio 6.21), representa-se graficamente a funcao
de transferéncia T' de um sistema linear “em funcao da frequéncia” w por graficos
do mo6dulo e de um argumento de T'(iw) em fun¢io de w (ou, na linguagem de
analise de sistemas, amplitude (ou ganho) e fase da fungdo de transferéncia).
A este tipo de representagao grafica chama-se diagrama de Bodd™] do sistema;
tal como para sinais (exercicio 6.21), ¢ usual adoptar escalas logaritmicas para a
amplitude e para a frequéncia angular em decibéis (dB) e uma escala linear para
a fase. Mostre que o diagrama de Bode do sistema linear das duas tltimas alineas
do exercicio precedente é o indicado na Figura [TT1]
R(s) Y(s)

L) p— B

Figura 7.12: Diagrama de blocos da ligagdo em série de dois sistemas

—» GE) i

Ao f——

Figura 7.13: Diagrama de blocos de sistema com retroacgao

7.13 a) Mostre que a ligagdo em série de sistemas lineares (ver os dois exercicios
precedentes) com fungoes de transferéncia Ti e T (i.e. a saida do 1° ¢ a entrada
do 2°) é um sistema linear com fungdo de transferéncia T'=T>7; (Figura [L12]).

b) Mostre que a funcao de transferéncia do sistema linear de controlo com
retroacgé na Figura [[13] em que G e H sdo fungbes de transferéncia de

133 Hendrik Wade Bode (1905-1982) iniciou a utiliza¢do dos gréficos da amplitude (em dB) e da
fase de funcées de transferéncia na analise e projecto de amplificadores com retroaccao em 1940.
H.W.Bode foi para os Bell Telephone Laboratories em 1926, logo depois de obter o Mestrado, e em
1929 entrou para o influente Mathematical Research Group dos Bell Labs, que dirigiu no periodo
1944-1955, e depois foi Director de Investigacao em Ciéncias Fisicas até 1958 e seguidamente um
dos dois Vice-Presidentes dos Bell Labs para Military Development and Systems Engineering até
1967 quando se aposentou. Pouco depois de se aposentar dos Bell Labs foi eleito para Gordon
McKay Professor of Systems Engineering na Harvard University, fungdes que exerceu até 1974.

BiEm inglés diz-se feedback. O uso de retroacgao no projecto de sistemas remonta a Antiguidade
grega, para aumento da precisdo de medi¢do do tempo por relégios de dgua e para regulagiao do
nivel de contentores de liquidos. Durante a Revolugao Industrial no final do séc. XVIII e ao longo
do séc. XIX foram desenvolvidos sistemas industriais com retroac¢ao para maquinas a vapor, moi-
nhos, teares mecanicos, fornos de combustao, com a introdugdo de reguladores de temperatura,
pressao, velocidade. Um outro avango importante foi a introducao de giroscépios em 1910 e de
sistemas de controlo com retroacgao para manutengao de rumo em navios e de pilotos automaéticos
em 1922 (ver exercicio 8.32). Contudo, o maior impulso tecnolégico para o desenvolvimento das
técnicas de projecto de sistemas com retroaccao foi a propdsito de amplificadores electrénicos de
ganho muito elevado na industria de comunicagoes, em particular com a introdugao de retroacgao
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sistemas lineares (ver os dois tiltimos exercicios anteriores) e K >0, ¢ T= 555
R(s) Y(s) R(s) Y(s)

+ K]

K
— - > —P K, =Pl Ge-

K, l—

Figura 7.14: Diagrama de blocos de sistema em malha aberta e com retroacgao

c) Considere o sistema linear com funcdo de transferéncia G(s) = % e o sistema
linear com retroac¢io da Figura [[LTJ4l Determine a resposta ao escaldo unitario
(u(t)=0parat<0, u(t)=1 para t>0) do sistema em malha aberta com funcao
de transferénci G e do sistema com retroacgao considerado, para K1 =K;=1¢e
K,=100 (Figura [[T5]).

(1) »

1 1

R

com retroac¢ao

N

em malha aberta

7

3 5
2 4 6 8 10 2 4 6 8 10

Figura 7.15: Respostas dos sistemas com retroac¢ao e em malha aberta
da figura precedente (& direita) ao escaldo unitdrio (& esquerda)

d) Chama-se erro de um sistema linear de controlo com retroacgao como na Figura
[C13] & diferenca entre a saida e a entrada e=y—r. Mostre que a Transformada de

. 1 1+KHG—KG
Laplace do erro é F= TRHAG

e) Chama-se erro estacionéric@ de posigao ess de um sistema de controlo com
retroac¢ao ao limite quando ¢t — +o0o do erro no instante ¢ quando a entrada é o
escalao unitario. Mostre que o erro de posigao do sistema da Figura [[13] é

14+ K H(s) G(s) — KG(s)
1+ K H(s) G(s) .

ess = lim
s—0

Se H=1 (sistema com retroacc¢ao identidade) é e,; = liH(l)
s—
(sistema em malha aberta) ¢ e;s= hH(l) [1-KG(s)].
s—

1
HTG(S)GSGHIO

(Observacdo: Em c) para malha aberta é ess =0 e para retroac¢do identidade ess = ﬁ,
e uma variagdo de 10% no ganho K; do sistema causa uma variacdo de 10% no erro
de posi¢ao em malha aberta e de 0,1% com retroacgao identidade. Portanto, embora seja
teoricamente possivel um erro de posi¢cao nulo em malha aberta, a sensibilidade a variaces
do parametro do sistema (inevitaveis na pratica) é total para o sistema em malha aberta
e muito menor para o sistema com retroacgdo, apesar de ter de haver erro de posicdo).

negativa no projecto de amplificadores por Harold Black (1898-1983) em 1927. O papel do Mathe-
matical Research Group dos Bell Labs foi determinante para este desenvolvimento em 1927-1940,
com a introducao de métodos baseados em Andlise Complexa como: critério de estabilidade de
Nyquist em 1932 (exercicio 8.33) e diagrama de Bode em 1940 (exercicio 7.12).

135Esta funcdo de transferéncia pode ser de um motor de corrente continua em que a saida y(t) é
a velocidade. O sistema com retroaccao indicado corresponde a realimentar a velocidade observada
por um tacémetro com ganho Ksubtraindo-a & entrada r(t), que é a velocidade pretendida.

136 Em inglés diz-se steady state error.






Capitulo 8

Singularidades,
funcoes meromorfas e
teorema dos residuos

8.1 Introducao

Nos capitulos anteriores encontraram-se diversas manifestacoes de propri-
edades restritivas de func¢oes Holomorfas, incluindo: equagdes de Cauchy-
Riemann, Teorema de Liouville, Teorema de Unicidade, Propriedade de Va-
lor Médio, Principio de Médulo Méximo, Teorema de Cauchy. Uma outra
manifestacdo deste tipo é que uma funcao Holomorfa num conjunto aberto
limitado com fronteira suficientemente regular é determinada pelos valores
na fronteira (o que fica mais claro no capitulo seguinte). Neste contexto assu-
mem particular interesse os pontos isolados da fronteira do conjunto em que
a fungao é Holomorfa nos quais a fungao tem singularidades. Ha trés tipos de
singularidades isoladas: removiveis (a funcao é prolongavel ao ponto de modo
a também ser ai Holomorfa), Polos (a fun¢ao tende para infinito como potén-
cias inteiras negativas das diferencas ao ponto de singularidade) e Essenciais
(os valores da fungao numa vizinhanga da singularidade sao densos em C; do
Grande Teorema de Picard no capitulo 11, todos valoress complexos excepto
possivelmente 1 sao assumidos infinitas vezes.). Em 1868, independente-
mente, Y. Sohotsky (na tese de doutoramento) e F. Casorati, estabeleceram
que estas eram as unicas possibilidades de singularidades isoladas e oito anos
depois K. Weierstrass deu outra prova deste resultado. Como o trabalho de
Y. Sohotsky demorou algum tempo a ser conhecido na Europa ocidental, o
resultado ficou com o nome de Teorema de Casorati-Weierstrass. O nome
Polo foi introduzido em 1857 por C. Briot e J. Bouque.

Se a singularidade isolada é Essencial ou um Pélo, a funcao nao é exten-
sivel na vizinhanca da singularidade a uma funcao Holomorfa, e ndo tem af
representacao em série de poténcias centrada na singularidade com expoen-
tes nao negativos. Contudo, a fung¢ao pode ser representada na vizinhanga

137Sohotsky, Yulian (1842-1927). Casorati, Felice (1835-1890).
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destas singularidades por série de poténcias centrada na singularidade mas
com alguns expoentes negativos (um n® finito de tais termos se ¢ um Polo ou
infinito se é uma singularidade Essencial), chamada série de Lauren, por
ter sido estabelecida por P.F. Laurent em 1843, embora ja tivesse aparecido
nas notas de K. Weierstrass de 1841, s6 publicadas em 1894.

O nome Residuo foi introduzido em 1826 por A.-L. Cauchy para a dife-
renca dos integrais de uma funcao sobre dois caminhos com o mesmo par
ordenado de pontos inicial e final delimitando uma regido onde a tnica sin-
gularidade é um Pélo, que ja tinha identificado num trabalho de 1814. O
nome traduz literalmente uma quantidade residual que, nas condigoes indi-
cadas, falta a um dos integrais para dar o o outro. Os integrais em caminhos
fechados de fun¢oes Holomorfas num conjunto excepto num conjunto de pon-
tos isolados em que tém Polos, chamadas funcoes Meromorfa podem ser
calculados por simples soma de Residuos ou de seus simétricos. Esta possibi-
lidade foi estabelecida por A.-L.Cauchy em 1826, no Teorema dos Residuos,
com a hipotese das funcdes serem C', mas como se viu, com o trabalho de
E. Goursat em 1900 esta hipotese pode ser omitida. O teorema tem muitas
aplicagoes, porque quando pode ser aplicado reduz o calculo de certos inte-
grais sobre caminhos fechados ou de integrais improprios de fungoes reais a
simples somas e diferencas de Residuos.

Uma outra consequéncia do Teorema dos Residuos é o Principio de Ar-
gumento, que estabelece que a variacao do argumento dos pontos da imagem
de uma fun¢do Meromorfa f ao longo de um caminho fechado é proporcional
ao integral le sobre o caminho considerado. Isto permite obter a diferenca
entre os n°s de zeros e Pélos, contando multiplicidades, na regidao em torno
da qual o caminho da uma volta. Este resultado, publicado por A.-L. Cau-
chy em 1855, generaliza para fun¢ées Meromorfas a férmula no capitulo 6 de
contagem de zeros de fungdes Holomorfas obtida.

O capitulo termina com uma aplicagdo do Principio de Argumento que da
igualdade das diferencas dos n°s de zeros e Pélos de duas fungoes Meromorfas
f e g numa regiao em torno da qual um caminho fechado v d4 uma volta, se
|f —g] <|f|+]g| (i-e. em cada ponto da curva v* representada pelo caminho
(i.e. em v* nunca se verifica igualdade na Desigualdade TRiangular para f
e g, ou seja os valores das duas funcoes nao se anulam simultaneamente em
pontos de v* e quando nenhum se anula tém argumentos diferentes). Este
resultado é uma pequena extensao do Teorema de Rouché, provado por E.
Rouché em 1862, que tem a mesma tese mas a hipdtese um pouco mais forte
|f—g] < lg| em ~*; esta extensdo foi provada por T. Estermann em 1962
el Glicksber em 1976. Também se mostra que este teorema pode ser
aplicado para obter uma prova curta do Teorema Fundamental da Algebra,
diferente das 4 variantes dadas no capitulo 6.

138 aurent, Pierre Alfonse (1813-1854).
139Este nome foi dado por C. Briot e J. Bouquet em 1857.
140(}licksberg, Irvin.
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8.2 Singularidades e séries de Laurent

Se existe vizinhanca Q@ C C de a € C e f é Holomorfa em Q\{a} mas nao
esta definida ou nao é diferenciavel em a, diz-se que f tem singularidade
isolada em a. Se f pode ser definida (ou redefinida) em a de modo a nova
funcao ser Holomorfa em a , diz-se que a singularidade em « é removivel.

(8.1) Se Q2 C C éaberto,acQ e f € H(N\{a}) tem singularidade em a,
esta € singularidade removivel se e s6 se f € limitada numa vizinhanga de a .

Dem. Se a singularidade é removivel, f pode ser definida em a de modo a
ser Holomorfa em Q. Logo, a fungao resultante f é continua em cl B,.(a) C Q2
com r >0, e, do Teorema de Weierstrass de extremos de fungoes continuas,
f ¢ limitada em B;(a).

Se f é limitada em B,(a)\{a} para algum r>0, a derivada em a de

hizy = { Gm0%f(@)  sezeQ\{a}

0 ,sez=a
é h'(a)=0e he H(Q). Logo, h(z)=> 7", cpn(2—a)", para z € By(a). Com
F(@) =0 f(2) =50 nsnlz—a)", 2€ By(a) . 6 f€H(By(a)).  QED.

O resultado seguinte caracteriza singularidades isoladas.

(8.2) SeQCC € aberto, acQ e f é diferencidvel em Q\{a} mas nao
em a, em alternativa:
1. f tem uma singularidade removivel em a ;
2. existem c1,...,c;m €C, com ¢ 0, tais que
f(z) =30 e k(z—a)*tem uma singularidade removivel em a e
existe 7 >0 tal que

Zc k(z—a) —i—chz a)" z€ Byr(a)\{a};

3. f(Br(a )\{a}) é denso em C, para todo r>0 tal que By(a)CS.

Dem. Se nao se verifica 3, existem r,d >0 e weC tais que |f(z)—w| >
para z € By(a)\{a}. g(z)= oo ) — satisfaz gEH( F(a)\{a}) e |g| <} em
B, (a)\{a}, pelo que, do resultado precedente, g é extensivel a uma funcao
Holomorfa em B, (a), que se continua a designar g .

Se g(a)#0, f= w+% define uma extensao de f em B,(a) para algum
p>0. Logo, f tem singularidade removivel em a e verifica-se 1.

Se g(a)=0 e meN é a ordem deste zero de g, é g(z)=(z—a)™g, (z) para
z€B,(a), em que g,€ H(B,(a)) e g,(a)#0. Com h:i em B,(a) e p>0
tal que g, ndo se anula em By(a), é he H(By(a)) e h(z)=> 0" o by(z—a)",
para z € B,(a), com boyéO pois h nao tem zeros, e, para z € B, ( )\{a} é

m

f()—w—l— —w+2b z— a"m:chz a) —|—Z

k=1
em que c_p=by,_r, co—w—i—bm, ¢j =bm+j, pelo que se Verlﬁca 2 Q.E.D.
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Na alternativa 2 diz-se que f tem um Pélo de ordem m em a , chama-se
Parte Principal ou Parte Singular de f em « & funcao racional definida
por Q(z)=>_1", c_x(z—a)~F e diz-se que (83) ¢ a série de Laurent de
f centrada em «. Na alternativa 3 diz-se que f tem uma singularidade
Essencial em a; todo nimero complexo w pode ser aproximado pelos va-
lores de f em pontos de uma sucessao {z,} CC tal que z, — a; do resultado
que se segue, [ tem em B,(a)\{a}, para algum r >0, um desenvolvimento
em série de Laurent centrada em a,

00 m +o0
(8.4) flz) = Zc_k(z—a)fk—}— ch(z—a)” = Z cn(z—a)",
k=1 n=0 n=—00

Uma série de Laurent ), c,(z—a)" diz-se (resp., absolutamente ou
uniformemente) convergente se as séries que correspondem aos termos de
poténcias nao negativas e de poténcias negativas, separadamente, sao (resp.,
absolutamente ou uniformemente) convergentes. A estas séries chama-se,
resp., Parte Regular de f em a, e Parte Principal (ou Parte Singular)

de f em a. Por exemplo, a funcao e: tem singularidade Essencial em 0.

/>

Figura 8.1: Coroa de convergéncia de série de Laurent

Os resultados gerais de convergéncia de séries de poténcias implicam
que a Parte Regular de uma série de Laurent é absolutamente convergente
no interior de um circulo de convergéncia com raio (de convergéncia)
Ry=1/ H\n/a e a Parte Principal é absolutamente convergente no exterior
de um circulo com raio Ry =1/ E{L/ﬂ . Portanto, uma série de Laurent
é absolutamente convergente no interior de uma coroa circular limitada por
circunferéncias de raios 0 < Ry < +o00 e 0 < Ry <+o00, chamada Coroa de
Convergéncia da série de Laurent (Figura RI); pode ser Ry > Ry, i.e. a
série de Laurent diverge em todos pontos. Se o conjunto de convergéncia
nao é vazio, a série de Laurent é absolutamente convergente no interior da
Coroa de Convergéncia e na fronteira ha pontos em que diverge e pode haver
pontos em que converge mas nao absolutamente. A convergéncia é uniforme
em todo subconjunto compacto da Coroa de Convergéncia. Do Teorema, de
Weierstrass de séries uniformemente convergentes, a soma de uma série de
Laurent é analitica na Coroa de Convergéncia. Mais geralmente, tem-se o
resultado seguinte publicado por P.A. Laurent em 1843, mas que aparece nas
notas de K. Weierstrass de 1841, s6 publicadas em 1894.
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(8.5) Se f € H(Bp,(a)\clBg,(a)), coma€C e Ry >Ry >0, para
2 € Bp,(a)\cl Bg, (a) f tem desenvolvimento em série de Laurent dunico
+o00
f(z)= Z cn(z—a)™,  com ¢, = % dw, nez,
g

n=—oo

em que v:[0,27] = C satisfaz v(0) =a+re? e Ry <r<Rs.

Dem. Prova-se que [ = fi+f2, em que f; GH(BRQ(CL)) e fa EH(C\CIBR1 (a))

com lim fy(z)=0. Para tal define-se
|z]—+o00

A=k [ v, seBi0), ()=~ [H b, 2C\B (o).

De (B8), f1 € H(By(a)) e fo € H(C\clB,(a)) .PYDO Teorema de Cauchy
Global (Z3]), os valores dos integrais nas definigoes de f; e fo s@o
os mesmos para r € |Ry, Ro[, com r # |z—a|, pelo que as férmulas defi-
nem fungoes f1 € H(Bg,(a)) ¢ f2 € H((C\clBRl(a)) . Para z € Bp,(a) é
f1(z2)=3"0" an(z—a)", em que a, = ;1 fﬂ/(wfa% dw . Com g(s)= fo(a+1),
como lim fa(z) =0, é hm g( ) =0 e g é limitada em By ,p, (0)\{0}. De
|z]—+o0

[®1), a singularidade de g na origem é removivel com g(0)=0 e, com esta
extensao, gEH(Bl/Rl( )), pelo que g(s)=) -7 b,s™, em que

b o= [ Mo gy o [ bt
A A 0

com A:[0,27] —C tal que A(§) =1e=. Logo, fo(2)=> 0" by(z—a) ™", para
2€C\cl Bg, (a). Como g€ H(By g, (0)) e fi € H(Bg,(a)), do Teorema de
Cauchy Global (IZZ{I), para n €N,

¥ A A

/de /f1 (w—a)""tdw = 0.
g

Portanto, co=ag, ¢, =an, c_,=by,, para n €N, pelo que o desenvolvimento
em série de Laurent de f é

o
f(2) = fi(z)+ fa(z Zanz a) —i—Zb (z—a) ":ch(z—a)".
n=-—oo
Resta provar unicidade. Se ~* é um SubconJunto compacto da Coroa de Con-
vergéncia da série de Laurent, esta converge uniformemente em ~*. Logo,
uma série obtida multiplicando todos os termos por uma poténcia fixa de
(z— a) também converge uniformemente em v*, e, portanto, pode ser inte-
grada termo a termo em 7. De ([d4), f (w—a)? =0 para j €Z\{—1}, e, de

@10), é f w—a)~!=i27. Portanto,
/(wan+1dw ch/z a)* " 1=i2r¢,, neN.
gl

Esta féormula determina os Coeﬁmentes da série de Laurent. Q.E.D.
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(8.6) Exemplo: f(z) = m ¢ Holomorfa em cada uma das coroas
circulares B1(0)\ {0}, B2(0)\cl B1(0), C\clB2(0). Para obter séries de
Laurent de f nestas coroas circulares, observa-se que f(z)= Z%z—ﬁ e
o
1 11 1 n
==—rmr =2 (80 z€B,(0),
n=0
o o
1 11 1 n__ 1 —n
Heima=iy (B)"=1> ()T 2€C\cl B,(0),
n=0 n=1

Logo, obtém-se as séries de Laurent

flz)=-1 (%)n—FZz":Z(l—ﬁ)z”, z€B1(0),
n=0 n=0 n=0
FR==3) ()" =" 2€By(0)\cl B1(0),
n=0 n=1
FR=33(3)"-Y 2= (1—5kx)z™", 2€C\cdBy(0),
n=1 n=1 n=1

Portanto, f ndo tem Parte Singular em B;(0)\{0} (i.e. ¢ Holomorfa em
B1(0)) e nao tem Parte Regular em C\cl B2(0), enquanto em By (0)\cl B;(0)
tem tanto Parte Singular como Parte Regular diferentes de zero.

As séries de Fourier de funcgoes periddicas Holomorfas numa faixa do
plano complexo entre rectas paralelas na direccao do periodo obtém-se di-
rectamente das séries de Laurent por uma simples mudanca de varidveis,
mostrando que séries de Fourier de funcoes periédicas sao apenas uma visao
alternativa das suas séries de Laurent, e revelando no quadro complexo uma
ligacdo directa entre séries de Fourier e séries de poténcias inatingivel no
quadro real.

(8.7) Série de Fourier: Se 7€ C\{0}, A< B <+00, Sap € a faiza
entre rectas paralelas (ou o semiplano) Sap={2€C: A<2rImZ < B}
e F€e H(Sa,B) € periddica com periodo T, para z€Sa p €

“+o0o

F(Z):ch 6i27rnZ/T’ com Cn:%/F(Z) 67i27rn2/7—dz’ nez,
n=-—00 Vz0,7

em que Yy, +:[0,27] = C € qualquer caminho seccionalmente reqular em

Smb de um ponto zy ao ponto zy+T.

Em particular, se adicionalmente T€R, ¢, = %fOTF(t) e—i2mnt/T gy

Dem. E aplicacdo directa de B3) com a = 0, Ry =e B Ry=¢4 ¢
F(z) = f(e'?™/7), pois F é periédica com periodo 7 se e s6 se existe
f € H(Bg,(0)\cl Bg,(0)) tal que se verifica a igualdade precedente, e a

2nz /T

mudanca de varidveis w=e na férmula para ¢, em ([83) dé a férmula

no enunciado. Q.E.D.
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8.3 Funcoes meromorfas e teorema dos residuos

Diz-se que uma fun¢do complexa f é Meromorfa num conjunto aberto
Q2 CC se existe um conjunto AC S tal que: (1) fe H(Q\A), (2) f tem um
Pé6lo em cada ponto de A, e (3) A ndo tem pontos limite em 2. Designa-se
o conjunto das fungdes Meromorfas em Q por M(Q).

E imediato da definicdo que se Q € um subconjunto aberto ndo vazio de
C, M(Q) ¢é espago linear complexo com as opera¢oes usuais.

As fungdes Meromorfas siao as fungoes sem singularidades (A=0) ou com
singularidades que sao Polos isolados. A condicao () implica que nenhum
conjunto compacto tem infinitos pontos de A, pelo que o conjunto de Pdlos
de uma funcdo Meromorfa € numerdvel.

De (82]), uma fungdo Meromorfa tem numa vizinhanga de cada ponto a
do seu dominio desenvolvimento em série de Laurent f(z)=> 72 cr(z—a)*,
com 0, €Z, em que f tem um Po6lo de ordem —o, ou um zero de ordem o,
em a se, resp., o, <0 ou o, >0, pelo que se chama a o, a ordem da fungao
Meromorfa f em a.

Se f €& uma funcdo Meromorfa num conjunto aberto QCC e a€€) é um
Polo de f, chama-se Residuo de f em a a

(8.8) Res(f;a) = &= [ f(2)dz

em que v:[0,27] — C & tal que y(8) =a+re? e r>0 é tal que no interior
do circulo limitado pela circunferéncia v* a funcao f nao tem singularidades
alem do Polo em a (Figura [82). Do Teorema de Cauchy, os integrais calcu-
lados em diferentes circunferéncias v* nas condi¢Oes anteriores sao iguais.

Nas condicoes indicadas, de (8.2), f tem representagao em série de Lau-
rent Y o2 cp(z—a)” em Br(a)\{a}, em que R>0 ou R=+o0 ¢ a distancia
de a & mais proxima das outras singularidades de f e

(8.9) Res(f;a) =c_1.

Se o Polo de f em a é simples (i.e. de ordem 1), a série de Laurent de f
centrada em a ¢ Y7 cp(z—a)” e c.y=lim(z—a)f(z), pelo que
zZ—a

(8.10) Res(f;a)= 1i_r>n(z—a)f(z) , se o Polo em a é simples.

Se o Polo de f em a é de ordem meN a serie de Laurent de f centrada em
(m—1)

aédy o cp(z—a)tec = @ ). h zm r[(z—a)™f(2)], pelo que

(8.11) Res(f; )7mllm%[(zfa)mf(z)},seoPc')lo em a é de ordem m.

Nas condigoes indicadas, se I' ¢ um ciclo em Q, a€ A\I'*e P designa a Parte
Principal de f em a,

(8.12) i217r dz—m/Zc k(z—a) k“ ——dz = c_1Indr(a) =Res(P; a) Indr(a).
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Esta formula é um caso particular do Teorema dos Residuos que se se-
gue. Este teorema foi estabelecido no caso de funcoes C! por A.-L. Cauchy
num trabalho publicado em 1826, seguido de varios artigos com aplicagoes.
Permite calcular integrais de fungdes Meromorfas em caminhos fechados por
somas finitas de quantidades locais dadas pelos Residuos da func¢do num n°
finito de Polos e tem amplas aplicacoes.

R

N

Figura 8.2: Pdlos ay, e Residuos Res(f;ax)= Z%I f(z)dz de feM(Q)

(8.13) Teorema dos Residuos: Se QCC € aberto, I' € um ciclo em
homdlogo a zero em Q, f€ M(Q) e A é o conjunto dos Pdlos de f em €,

- f( )dz = Z Res(f;a)Indr(a).
acA
em que a soma tem um n° finito de termos.

Dem. Seja B ={a € A: Indr(a) #0}. A funcao Indr definida em C\I'™*
é zero na componente conexa ilimitada V de C C T'*. Como A ndo tem
pontos limite em Q e C\V é compacto, B é um conjunto finito, e a soma
no enunciado tem um n° finito de termos. Se ai,...,a,, sao os elementos
distintos de B, as partes principais de f nestes pontos sao, resp., Pi,..., Py e
g=f—(Pi+---+Py,) (se B=0,é g=f), como g tem singularidades removiveis
nos pontos ay, ..., a, , do Teorema de Cauchy Global (7.3)) aplicado a g no
conjunto aberto QO—Q\ A\B), [r9(2) dz—O e, com (8I12)),

Zzw f( )dz = —/Pk )dz = ZReS Py; ax) Indp(ag) .
k=1
A prova termina Verlﬁcando que f e P, tém o mesmo Residuo em ap. Q.FE.D.

(8.14) Exemplos:
1

1. Para calcular o integral de f(z) = TNE= considerada noAExem—
plo (86), em caminhos v, : [0,27] — C tais que 7,,(f) = a+re?, com
a€C\{1,2}, reRH{|a—1]|,|a—2|}, nota-se que, de (BI0Q), Res(f;1)=—1¢
Res(f;2)=1, pelo que o Teorema dos Residuos da (Figura [R.3))

0 , se 0<r< min{|a—1|,|a—2|}
/f(z)dz: Res(f;1)=-1 , sela—1l<r< |a—2|
s Res(f;2)=1 , sela—2|<r< |a—1|

Res(f;1)+Res(f;2)=0 , ser>max{|a—1],|a—2[}.
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O integral de f no caminho A:[0,27] —C com A(p) = 3+3 cos(p) eTiTsine ¢

/}\f(z)dz:Res(f;l) —Res(f;2)=-1—-1=-2.

Figura 8.3: Valores I dos integrais de f(z) = (z—l)lT—m em
circunferéncias em C\ {1, 2} no caminho A indicado

. - L 2 .
2. Integrais de fungoes racionais de senos e cosenos fO "R(cos 0,sinf) df,
em que R é uma funcao racional de duas varidveis, podem ser facilmente
calculados com o Teorema dos Residuos. Também podem ser calculados por
. .. ~ . . 0 —1i0
primitivacao, mas, em geral, com muito mais trabalho. Como cos = <—=+c—
. 0 _—1i60 1 . .~ i
e sinf=<"="" com ~:[0,27] —C tal que v(f) =€, a substituicio z=¢?,

e o Teorema dos Residuos, permitem escrever o integral na forma
27
/R(COS 6,sin6) do = %/R[% (z4+1), 2 (z=1)]1dz = 271'2 Res(f;a),
0 Y acA
em que f(z) :R[%(z—l—%),%(z—%)]% e A é o conjunto de Pdlos de f no
circulo com raio 1 e centro na origem Bj(0).

Como exemplo concreto calcula-se o integral foﬂm df, para a > 1.
Como cos(2mr—60)=cos b,

T 27
—L_dp =1L _ap— i/il Ly, = 1/71 dz
= = - = = 5 .
Aa+cos€ 2Aa+cos€ i2 ’yaJr%(ZJré) z i ’yz +2az+1

O denominador na fung¢ao integranda no ultimo termo desta equagao pode
ser factorizado na forma (z—z1)(z—2_), em que 24+ = —a++va?—1. Como
1

2o <-1<24.<0, 6 A={z:} e, com f(2)= ;7 -

Res(f;24) = im [ (=24) J(2)] = Jim o = o = A
Portanto, foﬂa +ios€ df = \/agi =
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Diz-se que uma func¢do f Holomorfa em ©Q C C que contém uma vizi-
nhanca do infinito (i.e. 2 D C\ B, (0) para algum r>0) tem uma singu-
laridade isolada (resp., removivel, P6lo de ordem m, Essencial) no
infinito se a funcao g(z)= ﬁ tem uma singularidade isolada (resp., remo-
vivel, Polo de ordem m, Essencial) em zero. Se f tem um Pélo de ordem m
no infinito, define-se 0 Residuo de f no infinito por

(8.15) Res(f,00) = == [ f(2)dz,
-

T

em que 7, : [0,27] = C com 7,.(0)=re? e r>0 & tal que a funcio f ndo tem

singularidades no exterior do circulo limitado pela circunferéncia ~;:. Como
2

2m . . -~
@)z = [ flre ) (mirye % = = [ g(5) s (52 a

—
fprdae==[ sy
com a funcao h(,z:):—f(%)zi2 ,
(8.16) Res(f; 00) = Res(h;0).

Da série de Laurent de g centrada em zero g(z) =), .z c_pnz~ " obtém-se a

série de Laurent de f centrada em oo, f(2) :g(%) = nez 2", que
tem partes singular e regular dadas pelos termos de ordem, resp., positiva e

negativa desta série, pelo que
(8.17) Res(f;00) = —c_1.

ou seja, o Residuo no infinito é o simétrico de um coeficiente da Parte Regular
da série de Laurent centrada no infinito. Em particular, se f tem uma
singularidade removivel no infinito, o seu Residuo no infinito pode ser #0.

O resultado elementar seguinte, relativo & soma total de Residuos, é util
em situacoes como a do exemplo que se lhe segue.

(8.18) Se fe M(C) tem um conjunto finito A de Pédlos e um Pdlo em oo
ou uma singularidade em oo removivel, ) - sRes(f;a)+Res(f;00)=0.

Dem. Se 7, é um caminho nas condigoes do pentltimo paragrafo anterior
ao enunciado, Res(f;00)= ;L f_% f(z)dz, e o Teorema dos Residuos da
%f_%f(z) dz=7",caRes(f;a), que implica a férmula no enunciado. Q.E.D.
(8.19) Exemplo: Pode-se calcular fwm dz, em que 7:[0,27] — C sa-
tisfaz () = 2¢", sem calcular os Residuos no conjunto A dos 8 Pélos de
ordem 2 da fungao integranda (Figura [B4]). Como todos Pélos estao na

circunferéncia com centro na origem e raio 1 e, portanto, sao interiores ao
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circulo limitado por v*, do Teorema dos Residuos e do resultado precedente,

/(1+ zdz =121 E Res(f;a) =—i2mRes(f, 00).
acA
1

f(z)= a +z8)2 tem uma singularidade removivel no infinito, pois g(z)= f (1)

¢é extensivel a uma funcao Holomorfa numa vizinhanca da origem com o
valor 0 na origem, e este zero tem ordem 16, pelo que, com h(z) :f(%)z%,
¢é Res(f;00)=Res(h;0)=0, e fvm dz=0

Im
® N
® ®
w8
T T Re
® ®
. o
Figura 8.4: Pélos de m

O Teorema dos Residuos permite calcular certos integrais improéprios de
funcoes de uma varidvel real, como no exemplo seguinte.

(8.20) Exemplo: Considera-se a fungao real ¢(t) = +;°1i ", dz. Este inte-
gral 1mpropr10 converge absolutamente, pois a funcao integranda tem mo-
dulo 1— que tem integral impréprio de —oo a +oo convergente. Prolonga-se
a fun(;ao integranda & funcao complexa f(z)= + <— e escolhe-se um caminho
seccionalmente regular fechado simples que percorre o segmento de recta no
eixo real que liga os pontos —R a R e, depois, percorre a semi-circunferéncia
com raio R > 0 e centro na origem contida no semiplano superior de C;
designa-se esta tltima parte do caminho por vg (Figura BHl). A fungao f é

Meromorfa em C com os Pélos simples em +4, pelo que
i . itz itz IFt
Res(f; £i) :Zlgn% = l—>i =15
Do Teorema dos Residuos, para R>1 é

/I;”(ac) dr + | f(2)dz = i2n Res(f;i) =me".
-R YR

Para obter o integral impréprio que define ¢ é natural fazer r — +o00 e
ver o que acontece ao integral f f(2)dz. Como para (z,y) =z € vj ¢
1f(2)] < R2 1, para t > 0 tem-se hm U Sz )dz| < hm R2 =0, e

o(t) = hm f f(x)dr = met. Para t < 0 esta majora(;ao nao hmlta 0

valor do 1ntegral porque e~ % é ilimitada para (z,y) =z €vp € R—+00. De
modo andlogo, mas substituindo a semi-circunferéncia do semiplano superior
pela simétrica no semiplano inferior e designando o resp. caminho por Ag,
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obtém-se também para t <0 uma majoracao andloga. Como o Teorema dos
Residuos da, para R>1,

/Rf(x) dr+ | f(2)dz = —i27 Res(f; —i) =me ",
—R AR

e para t<0 é gp(t):Rlirf fFR f(x)dr=met, é pt)=e M, teR.
— 00

- ®

. , ‘itz .
Flgura 8;5: Polps de fi(z)= 1777, para t€R, e caminhos de
integracao considerados no exemplo (820)
A ideia aplicada no exemplo anterior é util noutras circunstancias, pelo
que convém explicita-la no resultado seguint 141,

(8.21) Lema de Jordan: Seja f uma fun¢do definida e continua em
{z€C:ZImz>0,|z| >r}, yr:[0,7] = C tal que yr(#) = Re, e
K(R) wm majorante de |f| em v}, para R>r. Se lim K(R)=0, para

R—+o00

’ . t _ . . .
t>0 eRlirfmvaf(z) e"*dz = 0; substituindo Imz >0 por Imz <0 e

Yr(0)=Re? por yr(0)=Re™ obtém-se a mesma conclusdo para t <0 .

. . 2]
Dem. Para 6 € [0,F] é sinf > % e |elt“/R(9)‘ = ¢ tRsin0 < o =2URT - Ppary
_ . . T—0
0c [z, 7] é sinf=sin(r—0)> 2(r—0) ‘emR(a) { — tRsinG < ,—2tRTE
i
N

— . Logo
<K(R) [/Z?tRiRde +/e*2“*’/”;‘” Rd@}:K(R) T(1—etR).
0

2) e dz

™

2
As parcelas no ultimo termo tendem para 0 quando R — +o0o. Se t <0,

verifica-se a desigualdade substituindo ¢ por |¢|. Q.E.D.

(8.22) Exemplos:

1. O método do exemplo (8.I9) com o Lema de Jordan permite calcular
0s integrais fj—;oR(x) edx , em que R é uma funcio racional com o grau
do denominador pelo menos duplo do numerador e sem Pdlos no eixo real,
obtendo-se fj;oR(x) e®dr=i2r Y. . sRes(f;a), com f(z)=R(z)e”* e Ao
conjunto dos Pélos de f no semiplano complexo superior (Figura B.6l).

141Apareceu pela 1* vez em 1894 no Cours d’Analyse da Ecole Polytechnique de C. Jordan.
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R

R ‘ R
Figura 8.6: Caminho de integracao do exemplo ([82211)

2. Para integrais fj;oR(x) e dx como no exemplo precedente, mas com
R uma fungao racional com o grau do denominador igual ao do numerador
mais 1, é possivel mostrar que a mesma férmula permite calcular o integral
com os Residuos dos Pélos da mesma fungao no semiplano complexo supe-
rior, embora por um processo diferente. Nao s6 nao é facil estimar o integral
sobre semicircunferéncias, como a consideracao dessas semicircunferéncias
permitiria, quanto muito, provar a convergéncia de lim fer(ac) edx (i.e.
o valor principal do integral impréprio) quandorngque se pretende é o
limite de ffb R(z)edz quando b e ¢ tendem, independentemente, para
400 . No exemplo precedente esta questao nao surgia porque a convergéncia
do integral podia ser assegurada a partida. Por isso, neste caso é natu-
ral considerar a integragao sobre a fronteira de um rectangulo de vértices
—b, ¢, c+iy e —b+1iy, com b,c,y>0. Para valores grandes de b,c,y >0, o
rectangulo contém todos os Pélos de f no semiplano complexo superior (Fi-
gura[8.7). Como o grau do denominador é o do numerador mais 1, |z R(z)|
é limitada por uma constante K >0. Logo, o integral de f no lado vertical
direito do rectangulo é < Kfoy ‘§;;t|dt < %foy e tdt < %, e analogamente, o
integral de f no lado vertical esquerdo do rectangulo é < % O integral de

K(bte)e™ Portanto, se A é

f no lado horizontal superior do rectangulo é <
o conjunto dos Pélos de f no semiplano complexo superior,

C
3 . . 1 1 -y
/f(x) e dr — 1271';4 Res(f;a) | < K(3+7) + K= (b+0).
a
Com y, b, ¢ a tenderem, independentemente, para +oo, obtém-se
+00 )
R(z)e™dr = iQWZ Res(f;a).
o a€A
iy
PR .

Figura 8.7: Caminho de integracao do exemplo (82212)
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3. Para calcular fOJrOOSiﬂ dx procede-se como no exemplo (820). A ex-
tensao natural da funcao integranda ao plano complexo ¢é a fungao complexa

_ sinz __ e¥—e ® ez e”
f(z)= =“—5S— . As fungoes 5~ e 5~ tém uma unica singularidade,

z
situada na origem. Portanto, ¢é natural evitar a origem considerando a in-
tegragdo num caminho seccionalmente regular simples que percorre sucessi-
vamente a semi-circunferéncia com raio r >0 e centro na origem contida no
semiplano superior de C, o segmento de recta no eixo real que liga os pontos
r e R>0, a semi-circunferéncia com raio R e centro na origem contida no
semiplano superior de C e o segmento de recta no eixo real que liga os pontos
—R e —r (Figura[R8]). Obtém-se

R R R R -,
sinx 1 e _ 1 e e
/ T dx 22( xdw / ) Z2< xdm—i_/ :vdx>’
T T T T —R
e designando 7,, vgr as partes do caminho que percorrem as semi-circunferéncias

de raio, resp., r ¢ R, do Teorema de Cauchy,

R ) -, )
/%dﬂ:%—/%dz%—/%dx%—/%dzzo.
'YR -R Yr

Como, para z € v5 ¢ ‘1‘ < R’ o Lema de Jordan implica que o limite do
2° integral na férmula tende para zero quando R — +oo. Logo, das duas
ultimas formulas,

Foo R
ML Jr= lim S lim e dz+ hm £ dz |=
0 z R—+oc0 r z R—+o0 z
) r—0 T
1z __ . 7 .
g(z) = e—zl tem uma singularidade removivel na origem. Do Teorema de
Weierstrass de extremos de fungoes continuas, |g| é majorado no circulo

B;(0) por algum K > 0. Logo, U% ﬁzfl dz‘ < nrK, que tendem para 0
quando r—0. Portanto,

+o00 ™ T
[ = gty [t =g [ Tempan = Y [0 = 5.
R
Yl"
N
R ’ -r r ’ R

Figura 8.8: Pdlo de % e caminho de integragao do exemplo ([82213)

8.4 Contagem de zeros e pdlos de fungoes
meromorfas

Para uma funcao complexa f definida em 2 C C designa-se o niimero de
zeros de f em 2 por Ny(f;Q) e o nimero de Pélos de f em () por
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NP(f;Q), contando multiplicidades de acordo com as ordens dos zeros e
Polos da fungao f. O resultado seguinte da a diferenga dos n°s de zeros
e polos de fun¢des Meromorfas numa regiao por aplicacdo do Teorema dos
Residuos, estendendo o resultado (6.I3) de contagem de zeros de funcoes

Holomorfas.
Im
2

Figura 8.9: Tlustracdo do Principio de Argumento (2 zeros e 1 Pélo em
B1(0): a direita indica-se a imagem da fronteira do circulo e dos 4 raios
indicados & esquerda, 2 passando nos zeros e 1 no Pélo)

(8.23) Principio de Argumento: Se QCC € uma regiao, f€M() e
v € um caminho fechado seccionalmente reqular em €1 homdlogo a zero
em € que ndo passa em zeros ou Polos de f tal que Ind,(z) €{0,1} para
2€Q\v* e W ={2€Q:Ind,(2)=1},

No(fi8h) = N(fi60) = o [ 565} d= = Indr(0)

m [ F2)
em que I'= fory (Figura[8.9). !

Dem. Como f é Meromorfa em €2, as singularidades de ¢ = £ em Q sdo

Pélos ou zeros de f. Como os zeros de f tém ordem finita, as singularidades
de ¢ s@o Pdlos isolados, e ¢ também é Meromorfa em . Se f tem um
zero de ordem m(a) em a €Q, é f(2)=(2—a)™h(z), em que h e 3+ s&o
Holomorfas numa vizinhanca V' de a. Para ze€ V\{a} é ¢(z)= %—i—% e,
como %, ¢ Holomorfa em V', ¢ tem um Pdlo simples em a e Res(p; a) =m(a).
Analogamente, se f tem um Pdélo em b€ Q) de ordem p(b), a singularidade

de % em b é removivel e a sua extensao Holomorfa g a uma vizinhanca

de b tem um zero em b de ordem p(b). Logo g(z) = (z—bP®Ek(z), em

que k e 1 sdo Holomor{a)s numa vizinhanga V de b. Para z € V\ {b} &
1 g'(z

o(z) = (m)lg(z) =5 & obtém-se analogamente que ¢ tem um Pdlo
simples em b e Res(y;b) =—p(a). Designa-se A = {a € Q;: f(a) =0} e

B={beQy: f tem um Pdlo em b}. O Teorema dos Residuos da

- [ p(z)dz = ZRes(cp; a) + ZRes(gp; b) = No(f;1) — NP(f;8).
v acA beB

=
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Resta calcular Indr(0). Designando o dominio do caminho v por [, d],

d d
Indr(0) = = %dz — 1 [ U 1 oy 1 [ 2 g,

27 27 foy 27 foy T 2r| flz)
C c ¥

Q.E.D.

A razao do nome Principio de Argumento é que se fosse possivel definir
uma funcgao logaritmo log f sobre os valores do caminho +y, seria uma primi-
tiva de fTI, pelo que da férmula no enunciado log f variaria de i2w K ao longo
de v, em que K é a diferenca entre os numeros de zeros e Polos de f em
Q1, i.e. a parte imaginaria de log f, ou seja o argumento de f, variaria 27 K.
Nao se pode definir uma fungao logaritmo nestas circunstancias em f(v*) (se
fosse possivel implicaria o absurdo fvaI =0), mas pode-se tornar rigorosa a
conclusao que, considerando variagoes continuas do argumento de f sobre o
caminho 7, a variacao total do argumento do ponto inicial ao final é 27K,
o que corresponde aos valores f(z) darem K voltas no sentido positivo em
torno da origem & medida que z percorre a curva v* ao longo do caminho ~
(ver figuras B9 e @.T).

O resultado seguinte foi obtido em 1962 por T.Estermann e em 1976 por
I. Glicksber. E uma pequena extensio do Teorema de Rouché classico,
com a mesma tese mas a hipotese um pouco mais forte | f—g| <|g| em v*.

(8.24) Teorema de Rouché: Se QCC € uma regigo, f,g€ M(Q) e~y
€ um caminho fechado seccionalmente reqular em € homdlogo a zero em

Q) que ndo passa em zeros ou Pdlos de f ou g tal que Ind,(z) € {0,1}
para z€ Q\v* e Q1 ={2€Q:Ind,(2)=1},

[f =gl <|fl+lgl em v* = No(f; Q)= NP(f; ) = No(g; 1) = NP(g; ).

Dem. Em ~*, ‘5—1‘ < ‘5‘—}—1 e 5 € C\{z€C: Re>0}, que ¢é o dominio do
logaritmo principal log z , pelo que numa vizinhanca de v* é (log 5)/: —(};//gg )

O Principio de Argumento aplicado a f e g da
[No(f; Q1) = NP(f30) ] = [No(g; ) = NP(g: ) | = 7 (fTI—%/)

3

Q.E.D.

A desigualdade na hipotese deste resultado, |f(z)—g(2)|<|f(2)|+]|g(2)|,
¢ a Desigualdade Triangular em R? excluindo a possibilidade de igualdade.
Logo, verifica-se sempre excepto quando f(z) e g(z) s@o vectores colineares
com o mesmo sentido, ou seja se e s6 se f(z) e g(z) tém o mesmo argumento
ou um deles é 0, ou, ainda, se e s se pertencem a uma mesma semirecta com
extremidade na origem. Portanto, esta versao do Teorema de Rouché tem

21T, Glicksberg, A remark on Rouché’s theorem. Amer. Math. Monthly, 83 (1976), 186.
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a vantagem de permitir uma descri¢do geométrica simples da desigualdade
considerada na hipotese, que pode ser substituida por: f e g nao tém em
qualquer ponto de v* o mesmo argumento.

Para fungoes f e g Holomorfas numa regiao 2 C C e para um cami-
nho ~ com as propriedades na hipdtese do Teorema de Rouché, tais que
|f—gl<|f|+|g| em ~*, este teorema d4 a igualdade do n® de zeros de f e g.
O Teorema de Rouché também pode ser aplicado, em condi¢Ges anélogas,
para obter a igualdade do n° de pontos em que funcoes f e g Holomorfas
numa regiao assumem um dado valor b€ C, contando multiplicidades.

(8.25) Exemplo: Para determinar o n° de zeros de P(z) =2%*+10z+1 na
coroa circular By(0)\cl B1(0) consideram-se os caminhos que percorrem as
circunferéncias que limitam a coroa circular 71,72 : [0,27] — C tais que
(0) = Rpe®, com Ry =k, k=1,2. Com Q=C verificam-se as condicoes
do Teorema de Rouché, para ~; e para 7,, com Qq, resp., B1(0) e B2(0). A
funcao f=P é Holomorfa em Q2=C. Para z€~] ¢é

|P(2)—(10z+1)|=]|2]* =1, 11024-1|>[102|-1=9,
pelo que
|P(2)— (10241)| <[102+1| <|P(2)|+]10z2+1],

e o Teorema de Rouché dd que o n° de zeros de P e de ¢1(2) =10z+1 em
B1(0) é o mesmo, logo 1, pois g; tem apenas um zero z = %, que pertence
a B1(0). Para z€~3 é

[P(2)— (2" +102)| =1,

|24 4+102|=2]|234+10] >2(10 — |2[*) =4,

|P(2)—(2*4102)| < |2* +102| <|P(2)|+]2* +102],
e o Teorema de Rouché d& que o n° de zeros de P e de g2(z) =2%+102z em
B5(0) é o mesmo, logo 1, pois os zeros de g, sdo 1 na origem e as 3 raizes
cibicas de 10 na circunferéncia de raio +/10 > 2, todos com multiplicidade

1. Como, contando multiplicidades, P tem s6 1 zero tanto em B;(0) como
em B3(0), conclui-se que nao tem zeros na coroa circula™d B, (0)\cl B1(0).

13 possivel obter do Teorema de Rouché informacao muito precisa sobre a distancia a origem
dos zeros do polinémio dado. Observando que v/10 < 2,2 obtém-se que g tem 4 zeros no circulo
B32(0). Para 2=2,2 ¢

|P(2)—=(z"+102)| = 1,
|22 4102] = |2]|234+10] > |2[(]2]2 —10) = 2,2((2,2)> —10) > 1,4,
|P(2)|—(214102)| < |214102| < |P(2)|+]|z*+102],
e o0 Teorema de Rouché d4 que P e g tém 4 zeros em Bg 2(0). Para [2]=0,2 é
|P(2)—(10z+1)|=|2|* = (0,2)*,
[10z+1| > 10|z|—-1=1,
|P(z)—(10z+1)] < 10241 < |P(2)|+(|10z+1]],
e o Teorema de Rouché dd que P e g tém 1 zero no circulo Bg,2(0). Como o grau do polinémio
P é 4, este polinémio tem 4 zeros, trés entre as circunferéncias de centros na origem com raios 2 e
2,2, e um no circulo de centro na origem com raio 0,2. Pode-se refinar sucessivamente a precisao
da localizagao dos zeros de modo analogo.
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O Teorema de Rouché pode ser aplicado para obter uma, curta prova do
Teorema Fundamental da Algebra (a 5% variante de prova neste livro): Se
P é polindémio complexo de grau n € N e coeficiente de maior grau ¢, #0,

lim fn(_;): ; logo, para R >0 grande, |5L(—ZZ,)L—1|<1 para |z| < R; em

‘Sé?ﬁgﬁlar p nao tem zeros fora de Bg(0); do Teorema de Rouché, com Q=
C, 7v:[0,27] = C tal que v(8) = Re®, Q1 = Br(0), f=P, g(z)=c,2", como
P, g sdo Holomorfas em €, tém o mesmo n° de zeros em Bg(0), contando
multiplicidades, e como g tem apenas 1 zero, na origem e de ordem n, P

tem n zeros em Bg(0), contando multiplicidades.

Com o Principio de Argumento obtém-se a Formula de Jense que
implica que o logaritmo do moédulo de uma func¢ao no centro de um circulo
em que é Holomorfa é < & média em qualquer circunferéncia com o mesmo
centro, analogamente & Propriedade de Valor Médio de fun¢oes Holomorfas
mas com uma desigualdade em vez de igualdade, e para o logaritmo do
mo6dulo da fungdo em vez do valor da fungao. Se a fungdo nao é identicamente
nula, essa média cresce (em sentido lato) continuamente com o raio.

(8.26) Se fe H(Bg(a)) ndao € identicamente nula, a média de log|f]
em circunferéncias 0By(a) com 0<r<R

27
Afq(r) = %/0 log |f(a+re“9)| do

é fungdo continua crescente do raio r €10, R[; em particular,

27
log |£(a)] < /0 log |/ (atrei®)| b,

com a possibilidade de log|f(a)] = —oco. Mais precisamente, Ay q(r)
€ funcdo continua seccionalmente afim de logr com derivada em cada
intervalo |ry, o] tal que f nao tem zeros em C(r1,12) =By, (a)\cl By, (a)
igual ao n® de zeros (contado ordens) em By, (a).

Dem. Sem perda de generalidade, pode-se supor a =0 ¢ R=1 (com uma
translagdo e um escalamento de varidveis). Do Principio de Argumento
([®23), se f nao tem zeros numa coroa circular C(ry,rg), com r € |ry,ro| é

n—m J}((j)) dz= m (log f(z ))Idz— m[ hm log f(re )_gii% log f(rew) )
com y: [0, 27— C tal que Y (0) =re. Como

log f(re") =log|f(re”)| + iarg f(re”),
com o argumento arg f(re?) a variar continuamente ao longo do caminho

quando 6 cresce de 0 para 27 a partir do valor do argumento principal de
f(r)em 6 =0, e log (re?)*=nlogr+inf, é

logf(re ) log(re ) [log\f(re )]—nlogr]—l—i[argf(rew)—né?],

em que log|f(re’?)| — nlogr e arg f(re’) — nf sio funcdes analiticas

14 Eoi estabelecida por J.L. Jensen em 1899. Ver exercicios 9.13 e 9.14.
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reais definidas em [0, 27|, cada uma com valores iguais nos extremos deste
intervalo a, resp., log|f(r)|—nlogr e 0, e pode-se definir log f(z)—log 2"
de modo a ser funcao Holomorfa em C(r1,72). Do Teorema de Cauchy,

- [log f(2) —log 2|1 dz é independente de r € Jry,75[. Logo,

27
e <2/ [1og £(2)~log "3 d"") - G / (log £(2) ~log d9>
" 0

2m
=), (Hog f(2)|—[log 2" ) df = Ay(r)—Ap,(r),

também independente de r € |ry, 72, em que p,(z)=2" e na 1* igualdade se
usou y.(0) =ire?® =iv, (). Como A, (r)=nlogr, a funcdo logr— As(r) é
afim com declive n para r € |ry, ra].

Ay (r) estd definida e é continua em ]0, 1] mesmo em valores de r que
sejam raios de circunferéncias com centro em 0 onde f tem zeros de qualquer
ordem n, pois a singularidade de log em 0 é fraca, e.g. como para x #0 é
(zlog || —) =log |2|,

b b
/10gm”da::n/logxda::nlin%)(blogb—b—elogs+e):nblogb—nb, b>0,
0 0 E—>

que funcao continua de b mesmo em b=0, pelo que se pode obter facilmente
a continuidade de r— A¢(r), o que fica como exercicio. Q.E.D.

Exercises

8.1 Determine e classifique todas as singularidades da func¢ao dada e indique o raio de
convergéncia da resp. série de Taylor no ponto a .

a) ﬁ, a=1 b) =%—,a=0 ¢ Z—iQe(Zfl)(ZH),a:l d) 7% e ,a=0

8.2 Classifique a singularidade na origem da func¢do dada. Se for removivel, defina a
fung¢ao na origem de modo a ser Holomorfa numa vizinhanga da origem. Se for um
Po6lo, determine a Parte Principal da fungdo na origem Se for Essencial, calcule a
imagem de circulos de raios pequenos centrados na origem.

a) % b) —Cosj_l c) er d) —log(zljz) e) zcosi f) L= g Zn+Si1’l§ , NU{0}

1—e”®

8.3 Determine os desenvolvimentos de s——7—5 2_11 —5; em série de Laurent nos conjuntos:
a) B1(0)\{0}  b) B2(0)\cl B:1(0) )(C\CIBQ( )

8.4 Determine o raio de convergéncia de > ;2 22", Verifique que se f( ) é a soma da
série para z no circulo de convergéncia, f(z ):z 44 22 4 (27", para neN.
Mostre que o conjunto de pontos de singularidade de f & denso em B1(0).

8.5 Prove: Se {an}C Br(a) ¢ uma sucessio com limite a e f€ H(B.(a)\ ({a}U{an})
tem Pdlos nos pontos de {an}, entdo para todo w € C existe uma sucessao
{zn} CBr(a)\({a}U{an}) com limite a tal que f(zn)—w.

8.6 Calcule com Residuos o integral sobre um caminho regular simples v que percorre
a circunferéncia com centro em a e raio 7,no sentido positivo:
a)fWZQZde a=2,r=1 b)

c) 5 ‘;’i; dz, a=0,7r=2 d) fﬂ/ = 2)3 dz, a=0,7=3
8.7 Calcule os integrais seguintes com Residuos:
+oo 2 +oo —x42
f a+st dl’ a>0 b) 0 4+gx2+13 da f oo xfﬁ—lofc 249 dx
d) [Freinike gp k>0 e) fo ity da
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8.8

8.9

8.10

8.11
8.12

8.13

8.14

8.15

8.16

e [T-L dte

Identifique as regides de Holomorfia das funcdes complexas m 0T

determine as suas singularidades isoladas e nao isoladas.

Determine as regides onde as fungbes complexas seguintes estdo definidas:

a) [izkzdt b)) [F¥petdt o) [l aetdt

Mostre que as fungoes seguintes tém singularidades Essenciais no infinito:

a) e* b) sin z ) cosz

Prove: Fungdes inteiras sem singularidade Essencial no infinito sdo polinomiais.
Prove: Fungdes Meromorfas sem singularidade Essencial no infinito sGo racionais.

Prove: Uma singularidade isolada de uma fun¢io compleza f ndo é Pélo de e’.
Deduza: Se Ref é limitada numa vizinhanga de uma singularidade isolada, esta
singularidade € removivel.

Mostre que a equagao ze? =1, com a > 1, tem uma e s6 uma raiz no circulo
Bi(0), que é um namero real positivo.

Prove que a equacdo a—z—e *=0, com a > 1, tem uma e s6 uma raiz no semiplano
Rez>0, que é um nimero real.

Exercicios sobre a Fungao Gama
A Funcdao Gamd ™ é definida, para Re z>0 por F(z):f0+°°e_ttz_1dt. Prove:
a)'(z+1)=2T(z) para Rez>0, I'(n)=(n—1)! para n€N, eI pode ser estendida
a uma fungdo definida em D =C\{—n € NU{0}}, ainda designada I", de modo a
satisfazer I'(z+1)=2zT(z) para z€ D.

Figura 8.10: Relevo da fungdo Gama
b) Fn(z):ffo%_ttz_ldt é inteira para n€N, e I' é Holomorfa em D de a).
c¢) Considere as funcoes definidas pelos 1°s n+1 termos da série de Taylor na origem

de e™%, En(2)=>27 (—1)]“% . Mostre que para Rez>0 é

n=0

1 too
I'(2) —En(#_z) :/0 [e_t—En(t)] 7t +/1 el dt,

145 A Funcao Gama foi introduzida por L. Euler em 1729 como fungao real. C.F.Gauss considerou-
a como fungao complexa. A designagao “Fungao Gama” e a notagao I' foram introduzidos em 1811
por Adrien-Marie Legendre (1752-1833).
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8.17

8.18

8.19

pelo que esta fungdo é Holomorfa no semiplano Re z>—(n+1), para n€N.
d) ' € funcao Meromorfa em C com os Pdlos simples em 0 e nos inteiros negativos

—n, com 0s Residuos, resp., (771;,)” para n€NU {0} (Figura[8I0).

e) O resultado de unicidadd™: Se F ¢ uma fungd@o Holomorfa no semiplano com-
plexo Re z>0 limitada em 1<Rez<2 com F(z+1)=2zF(z) e F(1)=1, é F=T.
(Sugestao: Mostre que F'—TI" pode ser estendida a uma funcdo Meromorfa em C com singu-
laridades removiveis, note que I' é limitada na faixa considerada, obtenha que F'—I" pode
ser estendida a uma funcio inteira limitada e aplique o Teorema de Liouville).

Exercicios sobre o Teorema de Mittag-Leffler

Prove o Teorema de Mittag-Leffle!": Se {a,} CC, an— +0o quando n— +oo
e {Pn} € uma sucessio de fungées polinomiais sem termos constantes, existem
fungoes Meromorfas f em C com Pdlos nos termos de {an} e correspondentes
partes singulares iguais a Pn(ﬁ) que podem ser escritas na forma

F(2) =" [Pu(2) —pa(2) ]+ 9(2),
nez
em que {pn} é uma sucessdo de funcgoes polinomiais e g é uma funcdo inteira.
A uma expansio deste tipo chama-se expansado de f em fracgdes parciais.
(Sugestao: Para an # 0 desenvolva P"(i) em série de Taylor centrada em 0, defina
pn(z) igual & soma parcial desta série de ordem m,, e mostre que a série é convergente se,
para cada n €N, m,, for grande).

1
n€Z (z—n)2 *

(Sugestao: Observe que a diferenca dos dois lados da igualdade é uma funcdo inteira g,

2
™ —
a) Mostre que 75— =>

ambos tém periodo 1 e, com (z,y) = z, |sin(nz) |? = cosh?y — cos?z, pelo que o lado
esquerdo da igualdade converge uniformemente para zero quando |y| — +oo, assim como

o direito, e obtenha que g=0).
b) Mostre que > _, [ﬁ +3]=2%,c2 ﬁ é uniformemente convergente em

conjuntos compactos sem nimeros inteiros.

. —1 1 1] —1 o 1 1 —1 e 1
¢) Prove: mcot(m2) =143,z [Ar+d] = 14300 [Hat ] = 142500 s
(Sugestao: Derive termo a termo as séries na igualdade em b) e use a)).

d) Obtenha uma prova alternativa ™ para ¢) mostrando que a série define uma
fung¢do Meromorfa impar com Pélos precisamente em cada p € Z com partes princi-
pais, resp., Z—ip e que a sucessdo de somas parciais {s,} de %Jer:l [Zin + lern]
satisfaz sn(2)+sn(24+3) = 282"(Z)+m’ pelo que a soma da série satisfaz a
formula de duplicagao do exercicio 3.11 e aplique o exercicio 3.12.

e) Calcule as somas das séries de Dirichle™ oo, =, para s=2,4,6,8.

(Sugestao: Compare o desenvolvimento em c¢) com a série de Laurent de 7 cot(nz) ).
—1)"
f) Mostre que e =S

n€Z z—n

(Sugestdo: Use c) para mostrar que s = cot (mz) — % cot (@) ).
1

g) Calcule a soma da série Y >, (*1)n2n+1 .

Exercicios sobre factorizacao de fungoes holomorfas e prescrigao de zeros
Analogamente a defini¢do de séries, dada uma sucessao {u, } C C considera-se a su-
cessao de produtos parciais p, =u1 - - - un e, se p,—p€C\{0} quando n— +oo,
diz-se que o produto infinito [] 7  u, converge para p#0. Se lim p, =0, diz-se

16 %01 obtido em 1939 por Helmut Wielandt (1910-2001) e permitiu simplificar muito as passa-
gens entre as diferentes férmulas para a Fungao Gama.

1470 publicado por M.G. Mittag-Leffler em 1877.

148 Obtida em 1892 por Friedrich Schottky (1851-1935)..

19T, Euler calculou estas somas em 1735 para os numeros pares de 2 a 12 de modo diferente.
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que []>7 ,un converge para 0 se o n°de termos de {u,} nulos é finito e o produto
infinito obtido suprimindo estes termos é p#0 e se {u, } tem infinitos termos nulos
diz-se que H ~ Un dlvergd@ Prove:

a) [177 un converge = un—1.

b) Se 14+un # 0 para todo n € N, []°7, (1+un) converge <= > log(14+un),
considerando o Ramo Principal do logaritmo.

c) IT,2, (14un) € absolutamente convergente <= 3_>7_ un € absolutamente conver-
gente, em que se diz que [[72 ;(14+un) é absolutamente convergente se a série
>0 log(14un) é absolutamente convergente, considerando o Ramo Principal do
logaritmo.

d) Se 0<u, <1, entdo [T,2 (1—un) >0 <= > 7 jun<oo.

e) Se {un} € uma sucessao de fungoes complezas definidas e limitadas em Q C C
tais que Y oo, |un| € uniformemente convergente em 2 :

1) O produto infinito T],~, (1+un) converge uniformemente em Q.

2) A fungao [1°7, (14un) € zero num ponto a se e s6 se un(a)=—1 para todo n€N.
3) O limite do produto infinito considerado € invariante sob reordenagdo dos termos.

8.20 a) Mostre que [[>°, (1-%)=3.

b) Mostre que []>7,(1—+) néo converge, mas o limite dos produtos parciais existe.
c) Prove: Se un, >0 para todo neN e >~ (1—un)=+00, entdo ][5~ un=0.
(Sugestio: Use t<e~ (171 para teR).

8.21 Mostre que []>7 1(1Jr ) “n converge absoluta e uniformemente em conjuntos
compactos.

8.22 Prove: Se Q C C € uma regido, {fn} € uma sucessio de fungées definidas em
nenhuma delas identicamente nula e > o_ | |1 — fn| converge uniformemente em
subconguntos compactos de 0, entdo [[>2, fn converge uniformemente em subcon-
juntos compactos de Q e f=[[>", fn € Holomorfa em Q).

8.23 Para uma fung¢io g Holomorfa num ponto z designa-se por m(g,z) a multiplicidade
do zero de g em z (se g(z)#0 define-se m(g,z)=0).

Prove: Se QCC € uma regido, {fn} C H(Q) € uma sucessio de fungdes e nenhuma é
identicamente zero em Q, ey > | |1—fn| converge uniformemente em subconjuntos
compactos de 0, entao m(f,z)=> oo, m(fn,z).

8.24 Prove: Se f é uma fungdo inteira sem zeros, entdo f=e?, com g inteira.

8.25 Prove:

a) Se f ¢ uma fungdo inteira com wm n° finito de zeros, f(z)=2Pe) ngl (1—i),
em que g€ H(C), p € a ordem do zero de f na origem caso exista ou p=0 caso
contrdrio, € z1,...,2ZN S$Go 0s outros zeros de f repetidos de acordo com as resp.
multiplicidades.

b) f(2)=2Pe! P[0 , (1— %), com ge H(C), peNU{0} € z1,...,2v €C\{0}, é

z

1500 tratamento especial do caso em que limp, =0 é porque tal acontece se um termo é nulo,
independentemente da cauda do produto infinito, o que é inconveniente para considerar conver-
géncia, e convém poder usar produtos infinitos para representar fungdes, mesmo que tenham
zeros. Uma 1# férmula com produtos infinitos foi dada em 1579 por Francois Viete (1540-1603)
para célculo aproximado de 7 : %: anl Up CcOmM un—— 24 un—_1 € u;f} obtida geometrlca—
mente pelo produto dos quocientes das areas de poligonos regulares inscrltos numa circunferéncia
com raio 1 com n°s de lados sucessivas poténcias inteiras de 2, que podem ser calculados com
o Teorema de Pitdgoras. Em 1655 J. Wallis obteve a elegante férmula 5= ?:1% .
Porém, foi L. Euler que em 1748 iniciou o trabalho sistemdtico com produtos infinitos, que es-
tendeu aos nimeros complexos. O 1° critério de convergéncia deve-se a A.-L. Cauchy em 1821.
K. Weierstrass contribuiu decisivamente para o estudo de produtos infinitos, por volta de 1854.
Alfred Pringsheim (1850-1941) deu em 1889 uma teoria geral da convergéncia de produtos infini-
tos. A prova de convergéncia do produto infinito de F. Viete s6 foi dada em 1891, por Ferdinand
Rudio (1856-1929).
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8.26

8.27
8.28

8.29

inteira se e s6 se > o converge.

n= lﬁ

c) Se {pn} € uma sucessio de polindmios complexos, [] -,

se e s6 sey oo [log (1fﬁ) + pn(2) ] converge.
O Teorema de Factorizagao de Weierstrass estabelece que toda fungao inteira pode
ser representada por um produto (possivelmente infinito) de factores elementares
funcao dos zeros da funcao (analogamente & representacao de fungdes polinomiais
por produtos de factores que sdo as diferengas da variavel independente aos ze-
ros do polinémio, como é garantido pelo Teorema Fundamental da Algebra) e que
dada uma sucessao arbitraria de nimeros complexos com moédulos que tendem para
infinito existe uma funcdo inteira cujos zeros sdo os termos da sucessdo (também
analogamente ao que é garantido pelo Teorema Fundamental da Algebra para fun-
¢oes polinomiais). Para produtos infinitos convergirem ¢ necessério que os termos
convirjam para 1, pelo que os factores elementares a considerar para cada n € N
devem ser func¢bes com exactamente um zero num ponto prescrito z, e com valo-
res noutros pontos cada vez mais proximos de 1 & medida que n cresce. Para tal
convém considerar uma sucessao de fungées {E,} com esta propriedade e zero em
1, pois E, (£ ) tera a propriedade desejada com zero em z, #0. Observando que
log(l—2)= Zk 1 : , para |z| <1, pode- se definir os factores elementares™|
por Eo=(1—2), En(2)=(1—2) exp(zk = ) , para n€N. Prove:

a) |1—En(2)|<|2" ™|, para n€N, e 2€C tal que |2|<1.

b) Se {zn} C C\{0} € tal que |zn| = 400 quando n — +oco e {mn} CN € tal que
> 1+1mn (‘ZZ‘ )m"+1 converge qualquer que seja r>0, P(z)=][", Fm, (i) é
uma fungdo inteira cujos zeros sao os termos de {zn}, em que um zero tem multi-
plicidade m se e s se ocorre m vezes nos termos de {zn}.

(17i)pn(z)

Zn

converge

c) Teorema de Factorizagao de Weierstrasd®J: Se f € uma fungdo inteira e
21,22, ... SGo 0s zeros de f fora da origem, repetidos de acordo com as resp. mul-
tiplicidades, existe uma fungdo inteira g e uma sucessao {mn} C NU{0} tais que
— ,po9(2) z s ;
f(z)=2z"e HnENEmn(Zn), em que p é a ordem do zero de f na origem, caso
ezista, ou € p=0 caso contrdrio, e N é N ou um conjunto finito de 1°s nimeros

naturais.. A cada fungio z? Hﬁ;lEmn (%) chama-se produto de Weierstrass.

Provm: Toda fungdo Meromorfa em C é um quociente de funcdes inteiras.

a) Prove: Se {z,} C C\{0} € tal que |zn| = 400 quando n — +oo e m € NU{0},
H?:1Efn(ﬁ) converge se e s6 se y oo, w;mﬂ converge.

Em caso afirmativo, se M designa o minimo dos inteiros m € NU{0} tal que esta
série converge, chama-se a [ ] EM( ) produto canénico associado a suces-
s@o {zn} e diz-se que M é o generc@ do produto canonico.

b) Se na factorizacao de Weierstrass de uma fungao inteira (exercicio 8.26.c) é pos-
sivel usar o produto canoénico associado a sucessdo {zn} e g é um polinémio de
grau N, diz-se que f é uma fungao Inteira de género finito e chama-se género
da funcao Inteira f a p=max{M, N}, em que M é o género do produto cano-
nico associado a {zn}. Prove: Uma funcao Inteira f de género finito é de ordem
p(f)<p+1, i.e. para todo € >0 existe R>0 tal que |f(2)] < el=l"
(Sugestdo: Mostre que log |E,(2)| < (2u+1)|2|#*1 e use a)).

Epam zeC.

Prove:
) SN QCC € um conjunto aberto e {z,} CQ uma sucessio sem pontos limite em

151 Estes factores elementares foram descobertos em 1851 por James Joseph Sylvester (1814-1897)
e redescobertos por K. Weierstrass em 1868.

152 o publicado por K. Weierstrass em 1876.

53Na literatura em inglés diz-se genus.

154 Este resultado generaliza o Teorema de Factorizagdo de Weierstrass (ver exercicio 8.24.c) para
fungoes Holomorfas em subconjuntos abertos de C, estabelecida em 1884 por Mittag-Leffler.
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Q, existe f€ H(Q) cujos zeros sdo os termos da sucessio {z,} com multiplicidades
iguais ao n° de vezes que ocorrem mesta SucessGo.

(Sugestao: Prove 1° com a hipotese adicional de existir R>0 tal que BR(0)CQ e |zn| <R
para n € N, considerando uma sucessdo {wn} C C\Q com |zp, —wn| = d(zn,C\N), em
que o lado direito é a distancia de z, ao conjunto C\€2, e mostrando, por aplica¢io do
exercicio 8.22, que [][°2 ; En(22=22) converge para uma funcio f € H(Q) e f(z) — 1

Z—Wn

quando z— +oc. Para o caso geral, tome cl Br(a) CQ tal que {zn} N Br(a)=0 e aplique
).

b) Teorema de factorizagdo de fungdes Holomorfad™): Se Q@ C C ¢ um
conjunto abeﬁo e f€ H(Q) ndo ¢ identicamente 0, entdo f=u]],cnfn, em que
N =N ou € um conjunto finito de 1°s nimeros naturais, u€ H(Q) é tal que ezxiste
veH(Q) tal que ww=1q e fn sdo produtos de Weierstrass (ver Exercicio 8.24).

a transformagdo de Mobius T'(z) =

c) Toda fungao Meromorfa num conjunto aberto QC C é um quociente de funcgies
Holomorfas em ).
8.30 Provd™J:

1) Toda fungdo inteira de ordem p €N assume todos os valores complexos excepto
possivelmente um.

(Sugestao: Se f ndo assume a€C, f—a nio tem zeros; aplique o exercicio 8.24).

2) Toda funcgao inteira de ordem finita nao inteira assume todos os valores comple-
zos infinitas vezes. (Sugestdo: f tem infinitos zeros e as ordens de f e f—a sio iguais).

8.31 Prove o seguinte Teorema de Interpolagao: Se {z,}, {wn} CC sdo sucessdes e
|zn| = +00 quando n— +oo, eziste uma fungdo inteira f tal que f(zn)=wn.

g(z)ecnm2n)ay,

(Sugestao: Mostre que existe {¢,} CC tal que > 72, BN P e converge).
8.32 Considere a funcdo G(z)=[]", (1+Z)e™ = (ver exercicio 8.21). Prove:

a) O género de sin(nz) é p=1 sin(rz)=nz[]o—, (1—2—2).

b) 2 G(z) G(~z) ="

c) (z 1)=z€"G(2), 7= hm (Zk %+ —logn) a constante de Euled™].

=F(z) , em que ’y e a constante de Euler de ¢) eI' é a Fungao Gamd™.

2)T(1=2)= 5t - Em particular, r()=vr.
o 5115 oo 2
g) O género de cos(rz) é p=2e cos(rz)=]["_, (1—(23%1)2) .
(Sugestao: Use sin(2z)=2(sin z)(cos z) ).

8.33 Os resultados seguintes sobre zeros de fungoes inteiras com coeficientes no corpo

Q +iQ dos nimeros complexos com partes real e imaginaria racionais foram
obtidos por A. Hurwitz em 1889. Prove:
a) Se f € uma funcao Holomorfa na origem, existe uma fun¢ao inteira g tal que a
série de Taylor de fe? em 0 tem coeficientes em Q+1iQ. Se, adicionalmente, os
coeficientes da série de Taylor de f em 0 sdo reais, existe uma funcdo inteira g
pode ser tal que os coeficientes da série de Taylor de fe¥ sdo racionais.

(Sugestdo: Para f#0 existem k€ NU{0} e uma funcdo h Holomorfa numa vizinhanca da
origem tais que f(z)= 2keh(2) | Da densidade de Q+iQ em C, existe g € H(C) tal que

1550 10 exemplo de factorizagao de funcdes Holomorfas num aberto Q ¢ C foi de E. Picard em
1881 com Q2 =C\90B1(0). Em 1884 G. Mittag-Leffler provou a existéncia de funcées Holomorfas
com zeros isolados arbitrérios em quaisquer abertos de C. Em 1950 Heinrich Behenke (1898-1979)
e Karl Stein (1913-2000) estenderam o resultado a Superficies de Riemann nao compactas.

156 Pequeno Teorema de Picard (capitulo 11) generaliza este resultado para toda fungio inteira.

157 Egta férmula foi descoberta por L. Euler em 1734 no contexto de R.

1581, Fuler obteve esta relagdo para o crescimento assimptético da série harménica em 1734. A
constante de Euler é ~0,577216 . Nao se sabe se é racional ou irracional.

159 Esta representagao da Fungao Gama foi obtida por K. Weierstrass em 1876, depois de ter
introduzido em 1854 a representacao F_z) =z[]2 ( )( = )z.

n+1
160Fsta 6 a formula obtida por J. Wallis em 1655 que f01 referida na nota do exercicio 8.19.
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8.34

g=g—h, em que g é uma série de poténcias em 0 com coeficientes em Q+:iQ e ¢(0)=0.)

b) Dado um conjunto de pontos isolados em S CC e uma funcao m:S—N, existe
uma fungdo inteira cujos zeros sdo os elementos de S com resp. multiplicidades
dadas pela funcao m com série de Taylor na origem com coeficientes em Q4+iQ.
Se, adicionalmente, m(s) :m(§) para todo s€ S, existe uma tal fungdo inteira com
série de Taylor na origem com coeficientes racionais.

c) Todo a é um nimero real (resp., complexo) é o unico zero de alguma fungao
inteira com férmula de Taylor na origem com coeficientes em Q (resp., Q+iQ).

Exercicios sobre a Fungao Zeta de Riemann
A Funcgdo Zeta de Riemann®] ¢ ¢(2)=>2>,-L (Figura[BII). Prove:

a) Teorema de Euled™ de factorizacao ge_llf‘ungéo Zeta de Riemann em
termos de niimeros primos: Se x> 1, ((z)=][>", [1—(pn) "] ~! em que {pn}
€ a sucessao crescente dos numeros primos.

(Sugestao: Escreva cada termo como uma série geométrica de razdo p~7, arranje os termos
da série que d& cada um dos produtos parciais por ordem crescente de denominadores e
use a factorizacdo de cada inteiro positivo em factores primos).

b) Prove que o resultado de a) é valido para z€C com Rexz>1.

¢) ¢ € uma fung¢do Holomorfa no semiplano complezo Rez>1, e ((z)—
ser estendida como fun¢do Holomorfa a Rez>0.

d) C(2)T(z)=>2, O+°°e_"ttz_1dt , para Rez>1.

e) ()T ()= O+°° (e'—1)"'¢*"'dt, para Rez>1.

£) C(2)T(2)= fol [(e"—1)~ "=t~ 27 ¢7 e +f1+°° [(e"=1)"'—t~"|t*~"dt, para
Rez>1. (Sugestao: Use expansdes em fraccdes parciais (exercicio 8.17)).

g) ¢ pode ser estendida a faiza vertical |Re z| <1 e satisfaz neste conjunto a equa-
¢ao funcional de Riemann[®J C(z) =2(2m)* 'T(1—2) ¢(1—2z) sin (Z2).

2
(Sugestao: Use a formula da alinea precedente.

1
z—1

pode

-20
Figura 8.11: Relevo da Fungdo Zeta de Riemann
g) A equacdo funcional de Riemann permite definir ¢ como fungdo Meromorfa em
C com apenas um Pdlo simples em 1, com Residuo 1.

h) Os inteiros negativos pares sio zeros de ¢ e ndo hd outros zeros fora da faixa

1618 Riemann considerou pela 1* vez ¢ como fungao complexa num artigo de 1859 com titulo
que se traduz por “Sobre o nimero de primos menores do que uma dada grandeza’.

1621, Euler considerou ¢ para valores reais e provou a relacdo com a distribui¢do dos niimeros
primos em a) em 1748.

163 ntroduzida por B. Riemann no artigo de 1859 acima referido em nota de pé de pagina.
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criticd ] 0<Rez<1 (FiguraBIZ).

2n
i) ¢(2n)=(-1)"""! (22(2)70! B2, para n€N, em que B2, sao os m’lme}gos de Bernoulli
(ver exercicio 5.6). Verifique que estes niimeros alternam de sinal, |%| —tocoe
o raio de convergéncia da série de Taylor na origem para a extensao por continuidade

de %5 a z=0¢& 27 . (Sugestao: Compare os coeficientes da série de Laurent para z cot z
em 0 com os da série do exercicio 5.6.e).

l<e3]] -0,1 |2+

-4 -2 -10 -8 -6 -4 -2 -20 -10 10 20 30

Figura 8.12: Restrigdes de |¢| ao eixo real negativo e & recta Re=1

Exercicios sobre expansoes assimptdéticas em séries de poténcias
8.35 Seja 2 CC um conjunto aberto e a €92 . Uma fungio f € H(Q) tem série de Taylor
em cada ponto de € convergente num circulo aberto centrado no ponto, mas pode
nao ter série de Taylor no ponto a ou esta nao ser convergente e ser arbitrariamente
aproximada por uma série de poténcias centrada em a assimptoticamente quando
o n° de termos da série tende para +oo. Chama-se expansio assimptética de
fEH(Q) em acdad " ca(z—a)" tal que
m
lim o [£()= Y eaz—a)"] =0, meNU{0};
n=0

z%a( -

em caso afirmativo escreve-se -
Q
f~ E cn(z—a)".
n=0

A definigao e as alineas seguintes, bem como os exercicios sobre expansoes assimp-
toticas que se seguem, também se aplicam a a =00 se () é ilimitado, substituindo
z—a por % . Prove:

a) E condi¢do necessdria para existir expansdo assimptdtica de fEH(Q) em a€dN
que ezistam e sejam finitos os limites segquintes:

m—1
timy ety )= 2 en— "]

b) Se f€ H(Q) tem expansio assimptdtica em a €O este € unico.

c) A existéncia de expansdo assimptdtica nao depende apenas da fungdo e do ponto
mas também do dominio da fungdo.

(Sugestao: Considere f:Qa — C tal que f(z)= e com Qo= {re?: r>0,|0—=| < a} nos
dois casos 0<a<m ou a>).

164 0 Hipé6tese de Riemann foi formulada por B. Riemann no mesmo artigo de 1859; é a
conjectura que todos zeros de ¢ na faixa critica tém parte real % Este dificil problema permanece
em aberto. E um dos famosos Problemas de Hilbert, referidos na introdugdo do capitulo 7,
e foi proposto em 2000 por Stephen Smale (1930-), premiado com a Medalha Fields em 1966,
como um dos 7 Problemas do Milénio formulados como desafios para o século XXI pelo Clay
Mathematics Institute que oferece 1 milhao de délares a quem resolver cada um dos problemas.
O Clay Mathematics Institute foi fundado em 1998 pelo investidor financeiro e financiador de
venture capital para projectos de inovagao baseada em ciéncia Landon Thomas Clay (1926-2017).
S6 um dos Problemas do Milénio foi resolvido até hoje, a Conjectura de Poincaré de 1904 — toda
variedade diferencial compacta de dimensio 3 é homeomorfa & fronteira de uma bola em R* — por
Grigoriy Perelman (1966-) em 2002-03. G. Pereleman foi um dos 4 laureados com a Medalha Fields
em 2006, por contribuigoes para a geometria e ideias revoluciondrias sobre a estrutura analitica e
geométrica do fluxo de Ricci. Ricci-Curbastro, Gregorio (1853-1925).
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8.36

8.37

8.38

d) Somas ou produtos de duas fungies em H(Q) com expansdo assimptdtica em
a € 09) tém expansao assimptotica em a que €, resp., a soma ou o produto dos
expansoes assimptoticas das parcelas.

e) E condigio suficiente para existir expansio assimptética de f e H(Q) em a€
que para cada ponto z € Q) exista uma sucessao {br} C Q tal que by, — a e os
segmentos de recta com extremidades z e by estdo incluidos em ) e os limites
lim £ (2) ezistam para todo neNU{0}; em caso afirmativo,

z—ra
oo
2 —a)" — 1 fm ™
f Zocn(z a)", com c,=-; Zh_rgf (2).
n=

(Sugestao: Use em segmentos de recta formulas de Taylor de uma variavel real com resto
integral para estimar os desvios de f(z) as somas parciais da expansdo assimptoética).

Consideram-se sectores circulares abertos em C com abertura angular <27 e, para
simplificar, vértice na origen@ (com vértices noutros pontos obtém-se os resulta-
dos por translagao de coordenadas e para a=oo substituindo z por % . Prove:

a) Se R, S C C sdo sectores circulares abertos com vértices em 0 e aberturas an-
gulares < 27 tais que clR\{0} C S e f € H(S) satisfaz lim f(z) = 0, entao
. o~ z—0

hn% zfir(2)=0, com fig a restri¢do de f a R.

zZ—r

(Sugestdo: Mostre que existem 4, p>0 tal que para todo z € R com |z|<p écl Bs, () CSe
aplique uma estimativa de Cauchy de |f/(z)| para todo z que satisfaz as condigdes acima.)
b) Se R e S sdo como em a), f€ H(S) e f(2) 522":0 2™, € f(2) EZZO:O nepz" L
(Sugestao: Aplique a).)

c) Se R e S sao como em a), f€ H(S) e f(2) N Do pCnz", € lim fl(;) (z) =ncy
para n€N. (Sugestdo: Aplique b) n vezes.)
Prove o Teorema de Rit{™: Se S C C ¢ um subconjunto aberto de um sector
circular aberto com vértice em 0 e abertura angular < 2w, para qualquer série de po-
téncias Y _, caz" (convergente ou ndo) existe f € H(S) tal que f(z) R > o Cn2™
(Sugestao: Considere 1° que S é todo o sector circular. Construa uma sucessio de fungdes
hyn tais que f(z) =>02 jcnhn(z)z™ com a série uniformemente convergente em subcon-
juntos compactos de S, para o que deve hy,(z) — 0 suficientemente rapidamente quando
n — +00, e a série seja uma expansdo assimptotica de f no ponto 0, para o que deve
hn(z)— 1 suficientemente rapidamente quando z— 0. Sem perda de generalidade pode-se
supor que S é um sector angular simétrico em relacido ao eixo real e que ndo inclui o semi-
eixo real negativo. Podem ser usadas hn(2)= 1—e~%n/VZ considerando o Ramo de Vz com
Argumento Principal, e an, = m se cn#0 e an =0 se ¢, =0. Mostre que |hn(2)| < ‘CLTT;l
para z €S e zh_r% zik[lfhn(z)] =0 para todo m € N, domine a série considerada com as
desigualdades obtidas e aplique o Teorema de Weierstrass de séries (6.15]).

Prove a existéncia de fung¢oes C°° de R em R com valor e derivadas num ponto
arbitrariamente especificadas e analiticas no complementar desse pontc@: Para
qualquer sucessio {c,} CR ezistem fungies C*° f:R—R analitica em R\{0} com
™ (0)=cn para n€NU{0}. Um ezemplo concreto é f(x)=3"00 L cohn(z) 2™ se
2#0 e f(0)=ao, em que hn(z)=1—e " *"/V* se £>0 e hy(z)=1—cos (an/v/—z)

165 . . s . . L.
Para estes sectores circulares a propriedade geométrica na condi¢ao suficiente do exercicio
8.35.e) é sempre satisfeita pelo que uma condigao suficiente para existéncia de expansao assimp-

tética em 0 é simplesmente a existéncia dos limites lim £ (z), neNU{0}.
z—a

166 poi provado em 1916 por Joseph Ritt (1893-1951). E notével que mesmo que a uma série
de poténcias centrada num ponto seja fortemente divergente é expansao assimptotica de alguma
fungdo Holomorfa em qualquer sector circular com vértice no ponto e abertura angular < 2.

167No Essencial foi obtido por E. Borel em 1893, na tese de doutoramento. E mais um exemplo
de um resultado dificil no quadro real que pode ser obtido com relativa facilidade passando a
fungoes complexas. O resultado s6 interessa se as derivadas especificadas no ponto dao uma série
de Taylor nesse ponto que nao é convergente em R, pois caso contrario esta série define a fungao.
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8.39

sex<0 e anzm se cn#0 e an=0 se ¢, =0.

(Sugestao: Considere um sector S com vértice em 0 e abertura angular <2m que contenha
o eixo real e aplique o Teorema de Ritt do exercicio precedente para obter fe& H(S) com
expansio assimptotica em 0 > >° 71, cnz™. Mostre que a restricdo de f a R\ {0} tem

extensdo C'>° a R utilizando o Teorema de Lagrange em intervalos de R).

Seja S C C um sector circular aberto com vértice em 0 e abertura angular < 7
simétrico em relacao ao eixo real e contendo o semieixo real positivo. Prove:

aﬁﬁf Jﬁ;t*ﬁ523;04wmf“.
Z 7t 2 oo n 1 2n—+1

c) Se a, a>0 e a série de Taylor em 0 de uma fungdo ¢:[0,a]—C indefinidamente
diferencidvel em 0 tem raio de convergéncia R>0 e f: S—C tal que

ﬂw=AZme§a,

em que para algum z=x>0 o integral do valor absoluto da integranda existe,
oo

F2) &30 e (o) ()
n=0

(Sugestao: Se g <a, separe o integral nos intervalos [0, §] e [§,a] , mostre que o Gltimo &
irrelevante para a expansio assimptotica e obtenha a expansdo assimptoética do 1°).

d) Prove: Método de Laplace de expansdes assimptdticas para maximo na
fronteira de um intervald "J: Se a<b<+oo, g:[a,b[—=R tem mdzimo absoluto
em a onde € indefinidamente diferencidvel, g'(a) <0, g<g(a) — 6 em [a+3d,b] com
0>0, as séries de Taylor em a de g e de uma fungdo ¢:[a,b]— C indefinidamente
diferencidvel em a tém raios de convergéncia >6, e f: S—C tal que

S 9(c) > | n+1
flz) ~ e = chnz ,

em que ¢, sdo os coeficientes da série de Taylor em 0 para a fungio (poh)h’ com
h a inversa da funcgdo real t+— g(a)—g(t) numa vzzmhanga de a; em particular,
h(0)=a, h'(0)=— 1

ﬁ , e o0 1° termo da expansio é —e" = w(a )Ig ] -
(Sugestao: Mostre que s6 é relevante para a expansio assimptotica o integral numa vizi-

lg

nhanca de a tdo pequena quanto conveniente e use ¢) com a=1).

e) Obtenha o anélogo de d) com f'(a)=0e f”(a)<0. (Sugestdo: Use c) com a=2).
f) Obtenha os analogos de d) e e) com 0 maximo de g em b em vez de a.

g) Prove o Método de de Laplace de expansoes assimptdticas para maximo

no interior de um intervalo: Com as hipdteses de e) excepto que o mdzimo de
g € num ponto c€ la,b] em vez de ser em a,

f(2)
em que ci $Go 0s coeficientes da série de Taylor em 0 para a fungdo (poh)h’ com
h a inversa da funcao real t—+/g(c)+g’(c)t—g(t) numa vizinhanga de c; em par-

(c)
ticular, h(0)=c, h'(0)=,/ ‘g,,(c)‘ e o 1° termo da expansdo é engp(c) 7;/#(.2:) .

(Sugestao: Separe o intervalo de integracido em dois no ponto c e aplique e) e f)).

C2n 3

168F0i a 12 expansao assimptoética por série de poténcias divergente, obtida em 1754 por L. Euler.

1,2
169 A restrigio de f ao semieixo real positivo f(z) = ffO e~ tdt = ﬁfo e~ 2Y°dt é a Fungéo

de Erro que dé4 a probabilidade de uma varidvel aleatéria com distribuicao normal de média 0 e
variancia 3 pertencer a -z, z].

170z 1de1a deste método, que se deve a P.-S. Laplace em 1820, é que se uma fungio g:[a,b] =R
assume um maximo absoluto estrito num ponto, o maximo de e9(!)/# & mais acentuado para
valores de z com partes reais cada vez mais pequenas, pelo que as contribuic¢Ges principais para o
integral sdo de uma vizinhanga do ponto de méaximo.
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h) Mostre que a soma dos trés 1°s termos da expansao assimptotica em 0 da fungao
1 2

F(1+§) é .4/ %(é)z (1+%+z— . O 1° termo da expansao em oo da a aproxima-

cao ou férmula de Stirlin I'(l14w)= 27rw(%)w, en! z\/27rn(%)n, neN.

i) Aplique d) para obter que se m € NU{0} e a série de Taylor de ¢ : [0,b[— C,

0<b< +00, indefinidamente diferenciavel em 0 tem raio de convergéncia >0, é

n=0
j) Prove a seguinte generaliza¢do do resultado de i): Lema de WatsorJ: Se
0<b<+o0, a>-1, ¢¥:[a,b[—=C € mensurdvel e C* em [0, 8] para algum 6 €10, b]
et ePHt2y(t)| € limitada em [8,b] para alguma constante >0 e f: S—C tal que

b t
f(z) = / () e Lt

entao -
S « n n « n
flz) R Y Hadptl) g (g) potn,

n=0
(Sugestao: Para a parte do integral em [0, §] use a formula de Taylor de ¢ em 0 com resto de

Lagrange e a Fun¢ao Gama. Prove que, para 3> —1, z»—)eRe(g)f(f tﬁefﬁdt—F(B—I—l) Pan
é limitada em S e use esta propriedade).

k) Prove o Método de Ponto de Sela para expansées assimptética:

Se a abertura angular de S € <%, QCC € uma regido, g, p€ H(Q2) e G(s) :’Re(g—(zsl)
tem um tinico ponto de sela em Q, no ponto so€Q, G"(s0)#0, e f: S—C com

1) = [ el ¢ " as,

em que ¥ € um caminho seccionalmente reqular simples em S tal que nas extremi-
dades de v G € <G(s0) , entdo

9(s0)

s 1
flz) Re = Zf(n—i—%) can 2"t 2,
n=0
em que Con =€ a2k € a2k $Go 0s coeficientes de ordem par da série de
Taylor em 0 para a fung¢do (poh)h', com h a inversa da restricdo da funcgdo real

—i(n+1/2)Arg z

t \/e—iAfgZ[g(so)fg(y(ttho)) |, em que so=~(to), a wma vizinhanca de 0; em
; o ~ . " . 9(s0)

particular, o 1° termo da expansdo assimptdtica no ponto 0 é p(so)e = /—%:0) .
Nota: Pode ser adaptado para pontos de sela de ordem maior, ou mais de um
ponto de sela em que G assume o maximo em pontos de sela (somando as resp.
contribuigdes), ou é assumido em extremidades de v (como em d), e), f)).

(Sugestao: Do Teorema de Cauchy, o integral é invariante em caminhos homotépicos em €2,
pelo que se pode escolher em 2 um caminho de integragao com os mesmos pontos inicial

. e ~ . alo) R (2)
e final em que seja mais facil obter a expansao assimptética. Como |e E |: e B

para obter um ponto em torno do qual as contribui¢cdes para o integral sdo tanto mais
dominantes quanto menor for o valor de |z| convém um caminho v em que G assume um

maximo mais acentuado nesse ponto so. Tem de ser g’(sg) =0, (zo,y0) = so ponto de

sela de G(z,y) e v tangente a curva de nivel de Im(@) em so (se ¢ tem valores com

171 Descoberta para factorial de naturais por A.De Moivre em 1773. Stirling, James (1692-1770).

17210 provado em 1918 por George Watson (1886-1965).

173 Também é conhecido por Método de Descida por Declive Maximo (em inglés, steepest
descent). Foi publicado pela 1* vez em 1909 por P. Debeye, para aproximagoes de fungdes de Bessel,
que indicou que tinha aparecido numa nota de B.Riemann de 1863 sobre fungoes hipergeométricas
que nao foi publicada. O método foi encontrado em 1932 por C.L. Siegel em notas anteriores de
B. Riemann, da década com inicio em 1950 e também nao publicadas, para obter uma férmula
assimptética para o erro da equagao funcional aproximada para a Fungao Zeta de Riemann, agora
chamada férmula de Riemann-Siegel. Debeye, Peter (1884-1966) foi laureado com o Prémio
Nobel da Quimica em 1936 pelo trabalho em estrutura molecular sobre momentos de um dipolo
e difracg@o de raios-X e electroes em gases.
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argumento constante, v* é esta curva de nivel numa vizinhanca de sg, cujos pontos tém
argumento constante, e também se diz que é o Método de Fase Estacionaria. Aplique
o Método de Laplace de d)).

1) Mostre que para a funcao de Besse@ de ordem n
Jn(z) = 2 eéz(s_i)s_("“)ds,
¥
em que 7 é um caminho regular fechado simples que descreve a circunferéncia

com raio 1 e centro 0 no sentido positivo, obtém-se a expansao assimptética em 0

f(%) g 1/272cos (%,n%,%) , com S com abertura angular <7 .

(Sugestao: Aplique o exercicio precedente).

Exercicios com aplicagoes a dinamica de fluidos e a aerodinamica

8.40 Consideram-se escoamentos hidrodindmicos planos estacionarios, solenoidais e irro-
tacionais (exercicios 3.26 e 5.13) com potencial de campo de velocidades ¢, funcao
de corrente v e potencial complexo f=(¢,%) de um fluido ideal. Um fluido ideal
é incompressivel, pelo que tem escoamentos solenoidais, densidade de massa po
constante e é um fluido de Euler, i.c. o tensor da tensao de Cauchym é em
cada ponto T'= —pl, em que p é um campo escalar e I é a identidade, ou seja a
tensao desenvolvida é uma pressao, i.e. normal a cada superficie em que é conside-
rada. A equacdo de conserva¢do de momento linear na auséncia de forgas internas
da para a velocidade v a equagao de movimento po% =—Vp, que para escoamen-
tos estacionérios e solenoidais pode ser expressa pela equagao de Bernoulli’
L p0|[v||* +p=constante. V = (vi,v2) =¢' ¢ a velocidade complexa. Se v ¢ um
caminho de Jordan que limita uma regido simplesmente conexa S, F= [ pnds é a
forga total externa do fluido sobre S (mais especificamente, a for¢a por unidade de
comprimento sobre o cilindro perpendicular ao plano com sec¢ao ortogonal S').

a) Estabelega a Férmula de Blasiu@: Para um fluxo estacionario, plano, irro-
tacional de um fluido ideal, a forga total externa F'=(f1, f2) sobre uma regiao sim-
plesmente conexa S delimitada por um caminho de Jordan ~ é F:i%pofﬂ{VQ(z) dz.
(Sugestao: Use a equagdo de Bernoulli).

b) Estabeleca a Férmula de Kutta-JoukovskiJ: Se, além das hipoteses em a),
a velocidade do fluido é uniforme no infinito, i.e. V() = Veoe ™™ quando |z| — 400,
com V., a€R, a forca total externa sobre uma regido simplesmente conexa S de-
limitada por um caminho de Jordan v é F=ipoVeoC e * em que C & a circulacio
do campo de velocidades ao longo de 7, C:fWV(z) dz . (Sugestdo: Coloque a origem

174 g fungoes de Bessel foram introduzidas por Daniel Bernoulli (1700-1782) e estendidas por
F.Bessel. No plano, dao solugdes da equacio de Laplace e da equacio de Helmoltz lap u+k?u=0
com simetria circular, em que k£ > 0 é chamado nimero de onda. Esta equagdo surge na
resolucdo da equagdo de onda por separagao das varidveis de tempo e espaco e corresponde a
componente independente do tempo de solucées da equacdo de onda. Por isso, as fungoes de
Bessel tém ampla aplicagdo tanto para solugoes de equilibrio como de propagagao de ondas, em
mecanica dos meios continuos, como difusado de calor, electromagnetismo, gravidade, fluidos ideais
incompressiveis,elasticidade linear de membranas. Helmholtz, Hermann Ludwig von (1821-1894).

175 0 Hipétese de Cauchy da mecéanica dos meios continuos é que a tensao (for¢a por unidade
de drea) t numa superficie regular no interior de um corpo com normal unitdria continua n, devida
a forga exercida pelo material do lado para onde n aponta sobre o material no lado oposto, é em
cada ponto x funcdo de n (em particular, a tensdo é a mesma em todas as superficies tangentes
entre si num ponto). A.-L. Cauchy provou em 1822 que esta fungdo é uma transformagao linear
hermiteana de n (i.e. tem representagdo matricial simétrica numa base ortonormal) da forma
t(x,n)=T(x)n, em que T'(x) é o tensor de tensdo de Cauchy.

176 o equacao de Bernoulli aparece no livro de D. Bernoulli Hydrodynamica de 1736, mas deve-se
a L. Euler.

177 Blasius, Paul Richard (1873-1970).

178 A Férmula de Kutta-Joukovski foi obtida por W. Kutta em 1902 e N. Joukowski em 1906.
Kutta, Martin Wilhem (1867-1944).
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em S, desenvolva V' em série de Laurent centrada na origem, aplique o Teorema dos Resi-
duos para calcular C, obtenha a série de Laurent centrada na origem para V2, aplique o
Teorema dos Residuos para calcular fWV2 (z) dz e substitua na formula de Blasius de a) ).
8.41 Consideram-se escoamentos hidrodinamicos planos estacionérios, solenoidais e irro-
tacionais de um fluido ideal como no exercicio precedente e com as mesmas notagoes
em torno de um obstaculo cilindrico perpendicular ao plano de secgao circular com
raio R>0 e velocidade uniforme no infinito Veoe ™, com Voo, €R.
a) Mostre que o potencial complexo é da forma f(z)=Voe (z+R72) —i % log z,
com C €R. Observe (ver exercicio 5.13) que o escoamento é a sobreposicao linear
de um escoamento com velocidade uniforme no infinito e circulagao nula em torno
do obstaculo com um voértice em torno do qual a circulacao no sentido positivo é C
e discuta os possiveis tipos de fluxos (Figura [R13]).
(Sugestao: Desenvolva em série de Laurent na origem compativel com a condi¢do na velo-
cidade no infinito e o contorno do obstaculo ser uma linha de corrente).

) |

Im Im
bt T v v
T [ P !
oo Lot 88 Y. A B

0 X 7
vl /

/

(1" 4rV ,R<C<0

(3’) C=—4nV R (3”) C<—4nV,R

Figura 8.13: Escoamento em torno de obstéaculo cilindrico ortogonal ao plano de
secgao circular com circulagdo C' no sentido positivo em torno do obsticulo

b) Mostre que para a=0 as linhas de fluxo para valores simétricos de C' sao simé-
tricas em relagao ao eixo real.

c) Mostre que para a = 0 e (1) —47VoeR < C < 0, (2) C = —4nVR,
(8) C < —4nVR, os pontos de estagnagao (velocidade zero) sdo, resp.,
(1) 2 na parede, (2) 1 na parede, (3) 1 no exterior do obstéculo.

d) Mostre que a forca total externa F sobre o obstéculo devida ao escoamento é
F=—ipoVoC . Em particular, é vertical e para cima quandﬂ C>0.

(Sugestao: Aplique a Formula de Kutta-Joukovski do exercicio precedente).

179 . .. . - . . - . .
Este resultado é previsivel a partir da equagao de Bernoulli, pois esta equagao implica que a
pressao na fronteira do obstéculo é maior se a velocidade é menor e, portanto, a forga é ascendente
se as linhas de fluxo em torno do obstaculo sao mais longas na parte superior do que na inferior,
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8.42 No final do capitulo 3 considerou-se o perfil de asa de aviao de Joukovski, obtido
pela transformagdo conforme J(z) =1 (241) aplicada & regido delimitada por duas
circunferéncias Cy e C2 tangentes no ponto 1, com C; a passar no ponto -1 e Cs
exterior a C; com centro em 2¢ e raio >0 (Figura [3I0)). Considere o escoamento
em torno do perfil de Joukovski com velocidade uniforme no infinito Va,e **,
com Vy,a€R. Chama-se a a dngulo de ataque.

a) Mostre que o potencial complexo para o escoamento, com circulagio C € R
no sentido positivo, obtido por transformagoes conformes a partir do potencial
complexo da alinea a) do exercicio precedente para o escoamento em torno de um

perfil circular é
2 i«

f(2) = 3Veoe " (g(2)+55-) — iz log
em que g(z)=z— z0+v22—1.

e
/

9(2)

_J-_A.»_L

gl
[
|

I
|
l
!

Figura 8.14: Linhas de fluxo e for¢a de sustentagao em perfil de Joukovski, e
com pontos de estagnacgao e fuga nao coincidentes e velocidade nao limitada

b) Mostre que a velocidade é limitada (como tem de ser fisicamente) se e s6 se
C = —7mrVssin(a+0), em que 0 é o angulo da tangente as circunferéncias Ci e
C> com o eixo real, que é metade do angulo da tangente ao perfil de Joukovski
com o eixo real no ponto de fuga, i.e. no vértice do perfil. Mostre que se a
condigdo indicada nao é satisfeita a velocidade no ponto de fuga é infinita, e se é
satisfeita o ponto de fuga é um ponto de estagnagio (Figura [814]). Mostre que a
forca de sustentacdo de uma asa com o perfil de Joukovski é de baixo para cima,
perpendicular a recta de inclinagio o e com intensidade F'=2mpo(Voo)? sin(a-+6) .

Exercicios com aplicagGes a andlise e controlo de sistemas lineares

8.43 Diz-se que um sistema linear é estéve@ se tem saidas limitadas para entradas

limitadas (ver exercicio 7.12). Se o sistema tem fungao de transferéncia definida

P(s)
A(s)?

coeficientes reais sem zeros comuns (i.e. € uma fracgio irredutivel) e com A de grau
maior do que o de P, chama-se equagao caracteristica do sistema a A(s)=0.

por uma fungdo racional propria T'(s) = em que P, A s3o polindémios com

a) Prove: Um sistema linear € estdvel se e sé se as raizes da equagdo caracteristica
(ou seja os Pdlos da fungao de transferéncia) tém partes reais negativas.
(Observagdo: O critério de Routh (exercicio 6.19.d) pode ser aplicado para verificar se o
sistema é ou néo estével).

pois a condigdo de velocidade uniforme no infinito exige maior velocidade na parte superior. A
relagdo para a pressao € a inversa.

180 A estabilidade de sistemas de controlo foi considerada pelos fundadores da Teoria do Controlo,
inicialmente designada em inglés Theory of Governors: James Clerk Maxwell (1831-1879) em
1868 e Ivan Alekseevich Vyshnegradskii (1831-1895) em 1876. Ambos obtiveram a equivaléncia
da estabilidade de um sistema linear com a localizagdo dos zeros da equagdo caracteristica no
semiplano complexo esquerdo. A utilizacdo de equagdes diferenciais na andlise e projecto de
sistemas de controlo tinha sido iniciada pelo matemaético George Airy (1801-1892) em 1840, num
sistema de controlo com retroaccao de telescépios para compensar a rotagao da Terra.
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8.44

R(s) Y(s)

s+a 7 K
Cls)= 557 P co- 5 (5+2) (5+3)

Figura 8.15: Sistema de controlo de viragem de um veiculo de dois carris

b) Considere o sistema de controlo esquematizad(PEl na Figura I8 Mostre que
para K >0 a regiao dos parametros (K, a) €R? para os quais o sistema é estavel é

S={(K,a) €R?*: 0< K <126,0< a < EHOL-L 1 (Rigura B TE).

(Sugestao: Aplique o critério de Routh do exercicio 6.19.d).

Considere o sistema linear de controlo com retroac¢ao da Figura [[.T4]

a) Mostre que a equagao caracteristica (exercicio 8.43) é A(s)=1+KH(s) G(s)=0.

- N W
- b w b

K

20 1» 1I>x 10
Figura 8.16: Regiao de estabilidade para o sistema de controlo da Figura

b) Chama-se trago das raized’] da equacgao caracteristica & unido dos caminhos
no plano complexo que descrevem as posi¢oes das raizes em fungio do ganho K.
Prove as propriedades seguintes iiteis para obter graficamente o trago das raizes
se F(s) = H(s)G(s) = 58 como fracgao irredutivel, em que p,q sdo polinémios
complexos com coeficientes reais:
(i) O trago das raizes é simétrico ao eizo real e € a unido de caminhos que
comegam em zeros e terminam em Pdlos de F, quando K cresce em [0, +00[
(como grau de g > grau de p, hd um caminho de zeros que tende para oo ).

(i1) O trago das raizes sobre o eizo real € a unido dos pontos a& esquerda de cada
soma impar de zeros e Pdlos de F', contando multiplicidades.
(i) As componentes do trago das raizes que vio para co sao assimptdticas a rectas

n n
) ) SRl PR =252 25 N 2k+1
que intersectam o eizo real em o4 = =E=L"—=I=L2 com dngulo pa= %,
P z tz
para k=0,1,...,np—n.—1, com np,nz, resp., o n° de zeros e de Pdlos
de F, e pg,zr, resp., os zeros e os Pdlos de F, repetidos de acordo com

multiplicidades.

(iv) Os pontos de saida ou entrada no eizo real (i.e. em que caminhos deizam ou
entram o eixo real) sdo raizes multiplas da equagdo caracteristica.

(v) O argumento da tangente ao trago das raizes em cada ponto zo €
Ser, Opk —>272,0-5 = 7, mddulo 2m), em que Opk,0-; sdo argumentos das
diferencas, resp., px—20 ,2j — %0 -

c¢) Use as propriedades em b) para mostrar que o trago das raizes da equagao ca-
racteristica de um sistema linear A(s) = 1+W§452+1283 =0 é o indicado na
Figura BI7 Verifique que o valor de K > 0 correspondente ao trago das raizes
instersectar o eixo imaginéario é aproximadamente K =569.

(Sugestdo: Para a tltima questdo use o critério de Routh do exercicio 6.19.d)

181 Fste sistema de controlo é estudado no artigo de Wang, G.G., Wang, S.H., Chen, C.H., Design
of turning control for a tracked vehicle, IEEE Control Systems Magazine, April 1990, 122-125.
Wang, Geng (1947-). Wang, Shih. Chen, Cheng.

1828m inglés diz-se root locus. Foi introduzido na anélise e projecto de sistemas de controlo em
1948 por Walter Evans (1920-1999) quando trabalhava na North American Aviation.
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8.45 Chama-se controlador PID[®J a um controlador com funcdo de transferéncia

Ge(s) :Kp—&—K,-%—&—de, com K, K;, K; >0 sao constantes, o que corresponde a
uma relagio entrada-saida y(¢) :Kpr(t)+'%r(t) dt+Kqar'(t). Considere o sistema
de controlo com retroaccao e controlado PID na Figura BI8l Mostre que se
os zeros desta funcao de transferéncia sdao —3+i, o trago das raizes da equagao
caracteristica do sistema é como na Figura[8TI9l Verifique que o erro estacionario de
posicao (ver exercicio 7.13) é 0, o desvio positivo maximd™] em resposta ao escalao
unitario ¢ < 2% do valor estacionério e o tempo de ajuste ] (i.e. para a resposta
ao escalao unitario permanecer a < 2% do valor estacionéario) é aproximadamente
1 se K4 é grande (para tempos de ajuste menores pode-se escolher os zeros do
controlador PID mais & esquerda no plano complexo).

\ Im
U gl
N /4

m 7i4'\\
/
Figura 8.17: Trago das raizes do sistema linear com equagao
caracteristica A(s) 0

N X, 7 Yis)
Gls) =K+ —L4K ys =P G- 1643

_ K _
=1+ 5441253 4645241285

R(s)

Figura 8.18: Sistema linear de controlo com controlador PID

Figura 8.19: Trago das raizes do sistema com controlador PID da Figura [RI8]

Re) Y(s)

Vo) — 1
» - > G(s) s (tstl) (tstl)

Figura 8.20: Sistema linear de controlo com retroaccao

183pID abrevia “Proporcional-Integral-Derivada”. Estes controladores sao amplamente aplicados
em controlo de processos industriais. Foram introduzidos em 1922 por Elmer Sperry (1860-1930)
e Nicholas Minorsky (1885-1970) em sistemas de manutengao de rumo de navios, por inspiragao
na observacao de como os “homens de leme” mantinham o rumo de navios combinando acgoes
proporcionais, correctoras de desvios médios, e preditivas de tendéncias.

184Um sistema deste tipo pode ser um sistema de controlo de um veiculo auténomo.

185Em inglés diz-se overshoot.

186 Em inglés diz-se settling time.
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8.46 Dado um sistema linear de controlo com equagao caracteristica A(s)=1+L(s)=0

(ver exercicios 8.43 e 8.44), contorno de Nyquist é o caminho I';, = Loy, em que
~ é um caminho de Jordan seccionalmente regular que percorre no sentido negativo
a semicircunferéncia com centro na origem contida no semiplano complexo direito
com raio R~ +oco e didmetro no eixo imaginario, excepto na vizinhanca de Pdlos
no eixo imaginério, que contorna sobre semicircunferéncias centradas nesses Polos
contidas no semiplano complexo esquerdo com raios r~0.

a) Mostre que o contorno de Nyquist do sistema linear de controld™®] na Figura
sdo como na Figura B2l Mostre que os correspondentes diagramas de Bode
do sistema com fun¢ido de transferéncia L=1—A, em que A(s) =0 é a equagao
caracteristica do sistema linear de controlo considerado, sdo como na Figura [8.22]
b) Prove o critério de estabilidade de Nyquist@: Um sistema linear de con-
trolo com equagdo caracteristica A(s)=1+L(s)=0 € estdvel se e sé se Indr, (—1)
€ igual ao n° de Pdlos de L com parte real positiva, em que I'r, é um contorno de
Nyquist. Mostre que o sistema na Figura[820 é estdvel se e 56 se K < TtTe

T17T2
Im
R

-R

Figura 8.23: Diagrama polar para sistema L=K HG da Figura

¢) Chama-se diagrama polar do sistema com fungao de transferéncia L & represen-
tagao grafica do caminho w— L(iw), para 0 <w, ou seja a parte do contorno de Ny-
quist correspondente ao percurso do semieixo imaginario positivo. Mostre que o di-
agrama polar do sistema com fungao de transferéncia L =K HG da Figura[8.20]com
K< % ¢ como na Figura[823] A distancia da curva no diagrama polar ao ponto
—1 é uma medida da margem de estabilidade do sistema. Chama-se margem

187Pode ser o sistema de controlo de um manipulador com motor de corrente continua.
188 Este critério foi introduzido na anélise e controlo de sistemas por H. Nyquist em 1932.
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de ganho do sistema ao reciproco do ganho g,, = ﬁ para o qual Arg L(iw.)=m,
e margem de fasd>] do sistema a diferenca ¢, = Arg L(iwo)— (—m) para a qual
|L(iwo)|=1 (Figura[823]). Verifique que as margens de ganho e de estabilidade sdo
as indicadas no diagrama de Bode da Figura 822t em particular, sdo positivas para
I<K< 1%2 e negativas para K > ZLt72

T1T2
8.47 Considere o sistema linear com retroacgdo e o sistema a que se adicionou um com-
pensador com funcdo de transferéncia™J Gc(s) da Figura [8.24]

7
G)~ 57 10)(s+ 1000)

R(s)

Figura 8.24: Sistema linear de controlo com retroaccao, sem e com compensador

Y(s) R(s) + Y(s)

- o 1
G GO =167 7000)

a) Mostre que o trago das raizes do sistema com um compensador de ganho simples
com funcido de transferéncia G.(s)=K >0 é o indicado na Figura [825] (o sistema
sem compensador corresponde a K =1) e calcule o ganho K de modo ao sistema
ter Polos dominantes (i.e. os Polos com maior parte real excluindo o Pélo no zero)
nas bissectrizes dos 2° e 3° quadrantes do plano complexo.
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Figura 8.25: Traco das raizes do sistema linear de controlo
da Figura [824] com compensador de ganho simples
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Figura 8.26: Diagrama de Bode do compensador de avango de fase G.(s)= %_pz)

189No projecto de sistemas de controlo, para assegurar as caracteristicas pretendidas para as
respostas consideram-se muitas vezes os efeitos nas margens de ganho e/ou de fase, analisados
com o diagrama polar, o diagrama de Bode ou um diagrama em que se representa o caminho do
ganho em dB versus a fase em funcdo da frequéncia angular, chamado diagrama de Nichols,
introduzido na andlise de sistemas por Nathaniel Nichols (1914-1997) durante a parte final da II
Guerra Mundial no MIT Radiation Laboratory e publicado em 1947. Estas representacoes graficas
permitem identificar os efeitos de controladores, em particular para especificar a localizacdo de
zeros e Pdlos e os valores de ganhos que permitam obter as caracteristicas pretendidas.

190gistemas destes tipos podem ser controladores de um tragador grafico de computador (S.T.Van
Voorhis, Digital control of measurement graphics, Hewlett- Packard Journal, January 1986, 24-26.
O compensador em d) foi usado pela Hewlett-Packard em 1986 no tragador grafico HP7090A.
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. < - K(s—
b) Considere um compensador com fungao de transferéncia Ge(s) = %:), com

p<z<0. Mostre que o diagrama de Bode deste compensador é como na Figura
pelo que introduz um avango de fase com maior incidéncia numa frequéncia
angular com valor entre os simétricos do zero e do Pdlo que diminui para frequéncias
angulares que se afastam dessa frequéncia, razao por que é designado compensa-
dor de avancgo de fase.

¢) Mostre que a inclusdo do compensador de avango de fase de b) resulta em acres-
centar 1 zero e 1 Polo ao sistema. Considere o zero em z = —20 e calcule a localiza¢ao
do Polo p e o ganho K de modo ao sistema ter Polos dominantes em —20£:20 (satis-
faz o objectivo de localizagao dos Polos dominantes de a) ). Mostre que acrescentar
o zero e o Pdlo considerados transforma o trago das raizes no da Figura
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Figura 8.27: Trago das rafzes do sistema linear de controlo da Figura [824]

_ Kg.:pz)

d) Considere um compensador com fungao de transferéncia G.(s)=K+Kgs, a que
se chama compensador P. Mostre que a inclusao deste compensadoracres-
centa 1 zero ao sistema. Considere o zero em z=—10 de modo a cancelar o Pélo
dominante de G(s) e calcule os ganhos K, K4 de modo ao sistema ter Polos domi-
nantes que satisfagam o objectivo de localizagao de a)). Mostre que o cancelamento
do Pélo dominante de G(s) transforma o trago das raizes no da Figura

e) Mostre que as respostas ao escaldo unitario dos sistemas sem e com compensa-
dores de ganho simples, de avanco de fase e PD, em, resp., a), c), d), sdo como na
Figura 8291 E possivel melhorar o desempenho com zeros e Polos adicionais.

com compensador de avanco de fase Ge(s)

Im
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Figura 8.28: Trago das raizes do sistema linear de controlo
da Figura com compensador PD G.(s)=K+ Kgs

191pD abrevia “Proporcional-Derivada” (comparar com o controlador PID do exercicio 8.45).
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Figura 8.29: Respostas ao escaldo unitdrio dos sistemas (1) sem compensador,
(2) com compensador de ganho simples, (3) com compensador de avanco de fase
e (4) com compensador PD, considerados, resp., nas alineas a), c), d)



Apéndice 1
Elementos de topologia

1.1 Introducao

Este apéndice comega com um conjunto de seccbes em que se reunem
aspectos béasicos de nogoes topolégicas de conjuntos, com énfase em com-
pacidade, conexidade e nas suas relagoes com funcoes continuas, conceitos
usados nos varios capitulos e que, embora conhecidos do estudo usual da
Analise Real e facilmente adaptaveis para o contexto da Anélise Complexa,
beneficiam de uma breve exposicao aqui para mais facil referéncia. Para
utilizacdo em contextos mais gerais do que C, e dado que a apresentacgao
nao seria mais simples restringindo a este espago, opta-se pelo quadro mais
geral de espagos métricos, inclusivamente identificando no final o que perma-
nece valido em espagos topologicos, mas considerando apenas propriedades
relevantes para C.

%w\iﬂ;f‘"_  Cmment Aead S T VI e VI

s

Figura I.1: Esquéma das sete pontes de Konigsberg no artigo' de L. Euler

A 1* publicacdo conhecida com topologia é um artigo de L. Euler de
1736 com o titulo Solutio problematis ad geometriam situs pertinentis, em
que é resolvido o problema das pontes de Konigsberg provando que nao hé
qualquer caminho que percorra as 7 pontes desta cidade atravessando uma
s6 vez cada ponte (Figura I.1). O titulo do artigo revela que L. Euler sabia
que o assunto era do ambito de uma “geometria do lugar” independente de
distancias. O termo “topologia” s6 apareceu publicado em 1847 num artigo de
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J.B.Listin, mas ja tinha sido usado numa carta que tinha escrito em 1836
a um antigo professor, em que também indicava que as ideias bésicas sobre
este novo tema tinham sido aprendidas com C.F. Gauss, embora este nao
tenha publicado sobre o assunto. B. Riemann teve um papel importante no
desenvolvimento da topologia, nomeadamente a propdsito das Superficies de
Riemann que considerou em 1857 no 4mbito do estudo de func¢des complexas.
O termo “topologia” nao foi adoptado na altura e o assunto ficou conhecido
por analysis situs, que traduzido & letra significa “anélise do lugar”. Foi com
este titulo que H. Poincaré publicou em 1895 o 1° trabalho sistemético de
Topologia, em que introduziu as bases da Topologia Algébrica. O uso do
termo “topologia” so se generalizou a partir dos trabalhos de S. LefschetA193
do final da década de 1920, mais de sessenta anos apds ter sido usado pela
1? vez por Listing.

O conceito basico da Topologia é conjunto aberto. A ideia de conjunto
aberto, assim como as de conjunto fechado e ponto limite, foi introduzida
para conjuntos de nameros reais em 1872 por G. Cantor. A nocao de vizi-
nhanca de um ponto foi introduzida por K. Weierstrass em 1877 e utilizada
por G.Peano e C.Jordan em 1887, e por D.Hilbert em 1902. A nocao de in-
terior, exterior e fronteira de um conjunto devem-se a G.Peano em 1887. C.
Jordan também refere em 1887, no Cours d’Analyse da Ecole Polytechnique
de Paris, a nocao de fronteira de um conjunto sem mencionar G. Pean,
nao sendo claro se chegou a este conceito independentemente.

O 1° estudo sistematico de topologia geral foi de M. Fréchet, no con-
texto de espacos métricos, nocao que introduziu na tese de doutoramento
que apresentou em 1906. Porém, a designacao “espago métrico” s6 apareceu
em 1914 por F.Hausdorff. Um espago métrico é um conjunto ndo vazio com
uma funcao que da a distancia de pares de elementos e satisfaz as proprie-
dades simples de ter valores reais nao negativos, ser invariante com troca da
ordem dos elementos, satisfazer a desigualdade triangular e ser zero se e s6
se os pontos coincidem. Motivado por aplicagoes a espacos de fungoes, M.
Fréchet estudou as propriedades bésicas da topologia de subconjuntos de um
espaco métrico a partir da nocao de bola aberta com centro num ponto, que
é o conjunto dos pontos que distam dele menos de um valor chamado raio
da bola. Os espagos métricos tiveram grande importancia a partir de 1920,
com os trabalhos de S. Banach sobre espagos lineares normados de fungoes
e o desenvolvimento subsequente da Anéalise Funcional. Sao um quadro par-
ticularmente apropriado para considerar convergéncia, em que a nocao de
Sucessao de Cauchy, considerada pela 1* vez em 1817 por B. Bolzano e de-
pois por A.-L.Cauchy em 1824 tem um papel importante; devido a relevancia
desta propriedade, quando se verifica diz-se que o espaco é complet.

192Listing, Johann Benedict (1802-1882).

193Lefschetz7 Solomon (1884-1972).

194peano, Giuseppe (1858-1932).

195 Hausdorff, Felix (1868-1942). Banach, Stefan (1892-1945).
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O conceito de conjunto compacto é fundamental por permitir passar de
familias infinitas de conjuntos abertos cuja uniao contém o conjunto (cha-
madas coberturas abertas) a um n° finito de elementos da familia com uniao
que ainda contém o conjunto. A passagem do infinito ao finito &€ muito ttil
e ¢ uma das maneiras mais simples de obter resultados globais de resultados
locais, i.e. validos em vizinhancas de quaisquer pontos. Esta propriedade de
conjuntos compactos, chamada Propriedade de Heine-Borel, comecou por ser
usada por E.Heine num artigo de 1872 em que provou que uma funcao real
continua num intervalo limitado e fechado de nimeros reais é uniformemente
continua (Teorema de Heine-Cantor). Um outro antecedente significativo da
nocao de compacidade é o Teorema de Weierstrass de extremos de fungoes
continuas, publicado por K. Weierstrass em 1877, segundo o qual uma fungao
continua num intervalo limitado e fechado de niimeros reais assume um valor
maximo e um valor minimo nesse intervalo. Embora utilizada implicitamente
no artigo de E.Heine, a Propriedade de Heine-Borel s6 foi explicitamente for-
mulada em 1895, por E. Borel, no caso de coberturas de intervalos limitados
e fechados de numeros reais por intervalos abertos numeraveis. Esta pro-
priedade foi depois estendida por H. Lebesgue em 1902 para coberturas por
intervalos abertos possivelmente inumeraveis, razao pela qual o Teorema de
Heine-Borel também é conhecido por Teorema de Borel-Lebesgue. Em 1903
E.L. Lindel6f provou que toda cobertura de um subconjunto de R por in-
tervalos abertos tem uma subcobertura numeréavel, o que estabeleceu uma
relacdo entre o modo como a propriedade foi considerada por E. Borel e a
sua formulagdo por H. Lebesgue no caso de intervalos limitados e fechados
de niimeros reais. Em 1904 G. Vitali estendeu o Teorema de Heine-Borel de
intervalos limitados e fechados para quaisquer conjuntos limitados e fechados
de numeros reais. O termo “compacto” foi introduzido por M. Fréchet em
1906 na sua tese de doutoramento. A Propriedade de Heine-Borel geral s6
apareceu em 1926, nos trabalhos de P. Uryshon e P. Alexandro.

A nocgao de conjunto conexo foi introduzida por C. Jordan em 1893 para
subconjuntos de um plano, a propdésito do Teorema da Curva de Jordan que
estabelece que o complementar de toda curva fechada simples num plano
é a unidao de dois conjuntos abertos disjuntos e conexos. A defini¢do geral
de conjunto conexo deve-se a F. Riesz, em 1906, e foi redescoberta por F.
Hausdorff no trabalho de 1914 ja referido.

Um espago topoldgico € um conjunto nao vazio com uma familia de sub-
conjuntos (designados conjuntos abertos) a que se chama topologia, que con-
tém todo o espaco e o conjunto vazio e é fechada para interseccoes finitas
e unides finitas ou infinitas de subconjuntos. Uma vizinhanc¢a de um ponto
num espago topologico é um conjunto aberto que contém o ponto. A nogao
de espago topolégico foi dada por F. Hausdorff em 1914, embora D. Hilbert
jé tivesse considerado em 1902 uma axiomatica para vizinhancas num plano.

196 Heine, Henrich (1821-1881). Uryshon, Pavel (1898-1924). Alexandroff, Pavel (1896-1982).
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Um aspecto béasico da nocao de espaco topoldgico, até para entender até
que ponto é mais amplo do que o conceito de espaco métrico, é o de condicoes
para uma topologia poder ser definida por uma distancia, ou seja para que
um espago topologico seja metrizavel. No periodo 1920-1930 esta questao
foi intensivamente estudada, principalmente por P. Uryshon, P. Alexandroff
e V.I. Smirnov, e levou & obtencdo em 1950-51 de condig¢oes necessarias e
suficientes para um espago topoldgico ser metrizavel por R.H.Bing, J.Nagata
e V.I. Smirnov. V.I. Smirnov estabeleceu 1° uma condicdo semelhante as
de R.H. Bing e de J. Nagata, na sequéncia do Teorema de Metrizagao de
Urysohn que deu uma condic¢ao suficiente para metrizabilidade, e depois
uma outra condi¢do com a noc¢ao de conjunto paracompacto, na sequéncia
de A.H.Stone ter provado em 1948 que os espacos topoldgicos metrizaveis sao
paracompactos. O conceito de conjunto paracompacto é uma generalizagao
de conjunto compacto, introduzida em 1944 por J.Dieudonné, com aplicacoes
em Geometria Algébrica e em Geometria Diferencial7.

Inclui-se uma prova do Teorema da Curva de Jordan com Homologia.
Como definido na sec¢do 4.2, uma curva de Jordan J C C é a imagem de
um caminho fechado simples. O exemplo mais simples é uma, circunferéncia.
Uma circunferéncia num plano separa-o em duas componentes conexas: o
circulo aberto que delimita e o conjunto ilimitado complementar no plano
da sua unido com esse circulo. Da sec¢do 4.5, o complementar de uma
curva de Jordan seccionalmente regular em C é um conjunto aberto com
exactamente uma componente conexa ilimitada e pelo menos uma compo-
nente conexa limitada. O Teorema da Curva de Jordan estabelece que, tal
como para circunferéncias, C\J tem exactamente duas componentes cone-
xas, uma limitada e outra ilimitada, ambas com fronteira J. Este resultado
foi considerado evidente antes de 1817, altura em que B. Bolzano apontou a
necessidade de o provar, o que s6 foi feito 70 anos depois por C. Jorda.
As provas mais simples usam Topologia Algébrica, com base na nocao de
Homotopia introduzida pelo préprio C. Jordan em 1893 a propdsito deste
mesmo resultado, ou Homologia introduzida por H. Poincaré em 1895. A
prova aqui apresentada baseia-se em espacos de Homologia. Nos exercicios
1.28 e 1.32 deste apéndice indica-se como obter outras provas, a tltima, ob-

1970m espago paracompacto é um espago topoldgico tal que cada cobertura aberta tem um
refinamento localmente finito que é uma cobertura aberta do espago. Um refinamento de uma
cobertura aberta é uma cobertura aberta em que cada elemento da 1* contém um elemento da
22, Uma cobertura aberta é localmente finita se cada ponto do espaco tem uma vizinhanca
com pontos em comum com apenas um n° finito de elementos da cobertura. Smirnov, Vladimir
Ivanovich (1887-1974). Bing, R.H. (1914-1986). Nagata, Jun-iti (1925-). Stone, Arthur Harold
(1916-2000).

198No livro Cours d’Analyse de I’Ecole Polythécnique. Em 1905 Oswald Veblen (1880-1960)
afirmou que essa prova era insatisfatéria e apresentou uma prova alternativa que a partir dessa
data foi amplamente considerada como a 1* prova correcta do resultado, mas em 2007 Thomas
Hales (1958-) reabilitou a prova de C. Jordan (120 depois de apresentada) que é hoje considerada
a 1* prova correcta. O Teorema da Curva de Jordan é de tal modo fundamental que na 1*
metade do séc. XX foram apresentadas muitas provas alternativas e extensdes por matemaédticos
proeminentes.
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tida por C. Thomassen em 1992, conceptualmente elementar, embora longa,
usando apenas compacidade e aspectos elementares de Grafos.

O apéndice termina com uma prova que toda superficie compacta e co-
nexa é Triangularizavel, o que é aplicado para provar o teorema de classifi-
cacao de superficies compactas conexas. A 1% prova de que toda superficie
compacta conexa é Triangularizével foi em 1925 por T.Rad6 e é a prova que
aparece no livro L. Ahlfors e L- Sario listado na bibliografia final. Em 1992
C.Thomassen deu uma prova mais simples que se apresenta aqui. Conclui-se
com uma prova do teorema de classificacao de superficies compactas conexas
orientdveis baseada na existéncia de triangulacoes.

1.2 Espacos métricos

Chama-se distancia num conjunto X #0 a d: X x X — [0, +oo| tal que:
1) d(z,y)=d(y,z), 2)d(z,2)<d(z,y)+d(y,z), 3)d(z,y)=0cz=y.

Chama-se espago métrico a um conjunto X # () com uma distancia d,
(X,d), que se designa simplesmente por X se a distancia esta implicita. Um
subconjunto Y # (0 de um espac¢o métrico X também ¢é espago métrico com
a mesma distancia, e diz-se que Y é subespago métrico de X.

Considera-se num espaco métrico a topologia com base definida pelas
bolas abertas B,(z) ={y€ X : d(z,y)<r}, com x € X e r >0, a que se
chama, resp., centro e raio da bola aberta, i.e. 0s conjuntos abertos sao
todas as possiveis unioes (finitas ou infinitas) destas bolas abertas. Chama-se
vizinhancga de um ponto z € X a qualquer conjunto aberto que o contém.

Os conjuntos fechados sao os complementares de conjuntos abertos.
Para S C X, chama-se interior de S & unido de todos conjuntos abertos
nele contidos, designado int S, exterior de S a ext S=int(X\S), fecho ou
aderéncia de S a c1 S =X \ext S, fronteira de S a 9S=clS\int S.

Para qualquer S C X, {int S,0S,ext S} € uma particio de X, i.e. um
conjunto de conjuntos disjuntos com uniao igual a X.

Diz-se que um ponto ¢é interior, exterior ou fronteiro de um conjunto
S C X se pertence a, resp., int S,ext S,05. Chama-se ponto limite ou
ponto de acumulacao de S a x € X tal que toda vizinhanca tem pelo
menos um outro ponto de S ; chama-se ponto isolado de S a um ponto de
S que nao é de acumulagao.

Diz-se que S é denso em X se ¢l S = X. Diz-se que X é um espago
separavel se tem um subconjunto numeravel denso em X.

Como exemplos, para qualquer n €N, o conjunto numeréavel Q™ é denso
em R"™ com a distancia usual neste espago d(x,y)=|z—y|| com a norma do
produto interno canénico em R™. Como C coma distancia d(z,y) = |z —y|
tem a mesma estrutura métrica de R?, o conjunto numeréavel dos ntimeros
complexos com partes reais e imaginarias racionais é denso em C. Logo,
R™, neN, e C com as distancias usuais sao espagos métricos separdveis.
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Unides (numerdveis ou nao) de conjuntos abertos sao conjuntos abertos,
pois dado um ponto numa unido, pertence a um dos conjuntos e, como esse
conjunto é aberto, contém uma vizinhancga do ponto, que esta incluida uniao
dos conjuntos, que, assim, é um conjunto aberto. Considerando complemen-
tares, obtém-se: intersecgoes (numerdveis ou nao) de conjuntos fechados sao
conjuntos fechados.

Se Y C X, os conjuntos abertos do subespago métrico Y de X sdo as
interseccoes de Y com os subconjuntos abertos de X, pelo que se diz que
cada um destes conjuntos é um conjunto aberto relativamente a Y. Os
conjuntos fechados de Y sdao os complementares em Y dos conjuntos abertos
relativamente a Y, pelo que sao as intersecgoes de Y com os subconjuntos fe-
chados de X, e diz-se que cada um destes conjuntos é um conjunto fechado
relativamente a Y.

Diz-se que uma sucessdo {x,} num espago métrico converge para um
ponto x ou tem limite x se para toda vizinhanca V de x existe N €N tal
que x, €V para todo n>N. Diz-se que x é um ponto limite da sucessao
{zy} se para toda vizinhanga V de x e todo N €N existe x, €V com n> N.

Um ponto de um espago métrico € ponto limite de uma sucessdo se e s0
se € limite de alguma subsucessdo.

Uma sucessao {x,} num espago métrico com distincia d converge para
¢ se e s6 se para todo e >0 existe N €N tal que d(xy,l) <e para todo n>N.

1.3 Espacgos completos

Diz-se que uma sucessao {x, } num espago métrico ¢ Sucessao de Cau-
chy se para todo € >0 existe N €N tal que d(z,, z,) <e para todos m,n >N
(ou seja, em termos da distancia, a definicdo de Sucessao de Cauchy difere
da de sucessao convergente, apenas por substituir a distancia de termos da
sucessao ao limite pela distancia entre termos da sucessdao). Diz-se que um
espaco métrico é completo se todas Sucessdes de Cauchy no espago sao
convergentes.

Toda sucessdo convergente num espago métrico é Sucessao de Cauchy.

Toda sucessao de Cauchy € limitada.

Um subespaco de espago métrico completo € completo se e so se € fechado.

(1) R™ ou C", n € N, com a distancia usual d(z,y) = ||z —y||,
em que para v = (x1,...,%,), com, resp., x; € R ou z; € C e

lz—y||= (Z?:l |xj—yj|2)1/2, sGo espagos métricos completos.

Dem. A verificagdo das condigoes de definicao de distancia é simples, pelo
que se suppoe conhecida ou fica como exercicio. Como uma sucessao em
R™ ou C™ é de Cauchy ou é convergente se e s6 se as sucessoes das resp.
componentes sao, resp., de Cauchy ou convergentes, e como metricamente
C ¢é idéntico a R?, basta provar que R é completo.
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Seja {z,} C R sucessao de Cauchy e y, = inf{z;: j >n,j € N}. A
sucessao {y,} é crescente (em sentido lato) e é limitada, pois como {z,} é
sucessao de Cauchy, é limitada. Logo, o conjunto {y, }neny CR é majorado e,
portanto, tem supremo s €R, pelo que limy, =s. Como {z,} é sucessao de
Cauchy, também lim z,=s. Logo, R com a distancia usual é espago métrico
completo. Q.E.D.

Um exemplo simples de espago métrico nao completo é Q com a dis-
tancia usual, pois a sucessao crescente {z,} C Q (em sentido lato) obtida
truncando num n° crescente de casas decimais a representacao decimal de
v/2 é uma sucessiao Cauchy que ndo converge para qualquer ponto de Q. O
menor espago métrico completo que contém @Q com a distancia que restrita
a Q@ coincide com a considerada neste espaco ¢ R. Diz-se que R é o espaco
métrico que completa o espaco métrico Q, e esta é a razao fundamental
para estender os nimeros racionais acrescentando-lhes os nameros irracio-
nais, designadamente garantir que sucessdes que tém tendéncia a convergir
por serem sucessoes de Cauchy tém limites no espago considerado.

Pode-se provar que todo espaco métrico nao completo pode ser comple-
tado, i.e. dado um espago métrico (X, d), existe um espago métrico ()? ,giv )
tal que existe uma isometria f de (X,d) sobre (f(X),glv) e f(X) é denso
em X (na distancia d ), por um processo geral que, qundo aplicado a Q com
a distancia usual d4 um método de definir R a partir de QQ, alternativo a
outras defini¢des como a axiomatica de corpo ordenado (como Q) que satis-
faz o axioma de todo subconjunto nao vazio majorado ter supremo (o que o
distingue de Q).

Diz-se que uma func¢ao entre espacos métricos f: X —Y é continua num
ponto = € X se para toda vizinhanga V' de f(x) em Y existe vizinhanca U
de z em X tal que f(U) C V. Diz-se que f é continua num conjunto
S C X se é continua em cada z€S.

As condigoes sequintes sdo necessdrias e suficientes para uma funcdo en-
tre espacos métricos f: X —Y, com distancias d em X e d emY, serem
continuas em X :

1. Para todo x€ X, para todo € >0 existe § >0 tal que para todo ye X
d(a,y) <6 = d'(f(z), f(y)) <e.

2. Para todo x € X e toda sucessio {x,} C X convergente para x, a
sucessao {f(xn)} converge para f(z).
3. Preimagens de subconjuntos abertos de Y sao subconjuntos abertos de
X, em que a preimagem de SCY ¢ f~}(S)={re X: f(z)€S}.
Diz-se que uma funcao entre espagos métricos f: X — Y, com distancias
dem X e d em Y, ¢ uniformemente continua se para todo € >0 existe
§>0 e para todos y,z € X tais que d(z,y) <6 = d'(f(z), f(y)) <e (ou seja
as definicoes dadas de continuidade e de continuidade uniforme s6 diferem
pelo quantificador “para todo x € X” passar de 1° quantificador para tltimo).
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Uma funcdo entre espacos métricos uniformemente continua € continua.

Exxemplos simples de func¢des continuas nao uniformemente continuas
sdo f:]0,1] >R tal que f(t)=1 e g:[1,+oo[—=R tal que g(t)=t>.

Se f é uma funcao definida num conjunto X com valores reais, com R
considerado espago métrico com a distancia usual (x,y) — | —y|, chama-
se a oscilagdo de f em S C X a w(f,S) =supg f—infg f (considera-se
w(f,S) =400 se supg f ou infg f ndo existe) e oscilagdo de f em xC X
por w(f,x) :%ig(l)w(f, Bs(x)).

Se X € espaco métrico e R € considerado espago métrico com a distancia
usual, f: X —R € continua em a€ X se e s6 se a oscilagao de f ema €0.

E 1til dominar a propriedade importante seguinte de conjuntos de pontos
de continuidade de fungoes com valores em R" or C™.

(I.2) Se X ¢ espago métrico, K éR ou C, neN, e K" € o espago métrico
com a distancia usual, 0s possiveis conjuntos de pontos de continuidade
de funcoes de X em K" sao as interseccoes numerdveis de subconjuntos
abertos de X que contém todos os pontos isolados de X .

Dem. E vélido em geral se 0 é para K=R e n=1; logo, considera-se este
caso. Seja f: X —R. E claro que f é continua nos pontos isolados de X.

Para € >0 designa-se C.={zx € X : w(f,z)<e}. O conjunto de pontos
de continuidade de f é Co={r € X : w(f,2)=0} =NgenC1. Se z € Cy, é
w(f,x) < % e, portanto, (%ii%w(f, B(;(x)) < %, pelo que existe 0 >0 tal que
w(f, Bs,(z)) < % . Logo, y € Bs, (x) implica w(f,y) < % e, portanto, y € Cy,
o que prova que cada Cj é um conjunto aberto.

Reciprocamente, seja I C X o conjunto de pontos isolados de X e
G C X interseccao numerdavel de subconjuntos abertos de X com I C G.
E X\G =2 F, com os conjuntos F,, fechados. Define-se g: X — R por
g(m):zjejzin para z € X\G, em que J={neN:z e F,}, e g(x) =0
para X € G. Se a€ G, entao lim g(x) =0, pelo que g é continua em G. Se
S1,59,...,5) sao Subconjuntg;((iisjuntos X\ I méaximos tais que d(zx,y) 2%
para todos x,y € S, entao (X\I)\U;?ZISJ- é nao vazio, pois X\/ nao tem pon-
tos isolados, e existe Ski1 disjunto de Sp,Ss,..., S que é um subconjunto
maximo de X \I tal que d(z,y) > k%—l para todos x,y € Sk11. Logo, existe
sucessao {S;};jen de subconjuntos disjuntos de X\ tais que d(z,y) > % para
todos x,y € 5. Os conjuntos A=U72 ;Sa, e B=U)2;52,_1 sao disjuntos e
densos em X\ . Define-se a funcdo f: X\I — R tal que f(z)=g(z)(x,(z)-1),
em que x, ¢ a func@o igual a 1 em A e a 0 fora de A. Cada vizinhanca de
um ponto x €int((X\I)\G) contém pontos y em que os sinais de f(z) e f(y)
sdo diferentes. Se z €GN ((X\I)\G), entdo f(z)#£0 e toda vizinhanca de z
contém um ponto y € X\I com f(y)=0. Logo, f nado é continua em pontos
de (X\I)\G. A extensao de f a X com valores arbitrarios nos pontos de
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I é funcao de X em R continua em [, pelo que com conjunto de pontos de
continuidade desta extensao é G. Q.E.D.

Segue-se um teorema importante e util em espacos métricos completo.

(I.3) Se X € um espago métrico completo, intersecgoes numerdveis de
abertos densos em X sdo densas em X.

Dem. Seja {U;} um conjunto numeréavel de conjuntos abertos densos em X,
Bpr uma qualquer bola aberta de X e b€ Br. Com subdivisoes sucessivas
de raios de bolas para menos de metade do raio da bola precedente obtém-se
uma sucessao de bolas abertas {B,.,} com 0<r;;1 <% para j€N tal que

Br D (clBy,)NUy DBy, D(clBy,)NUs DclBpyD -+,

pois dada a bola B,,, do passo n, como U, é denso em X, é (cl B, )NU, #0
e, portanto, existe b, € (cl B, )N U, Ccl Bg. Como B, NU, é aberto, existe
uma bola B, ,, com raio 7,11 €]0, 2| tal que

cdB,,., CB,NU,C(lB,,)NU,.

{bn} é Sucessao de Cauchy e, como X é espago métrico completo, converge
para algum be X. Como para n>m é b, €cl B,,, e este conjunto é fechado,
beny® qclB,, CNX_ (1B, )N Upy. Este conjunto é simultaneamente
subconjunto de NyenU, € de Br, pelo que b€ Br Nypen Uy, . Logo, toda bola
de X tem pontos de NpenU, - Q.E.D.

O resultado nao vale em geral em espaco métricos nao completos, como
se pode ver com Q com a distancia usual. Se {¢g;};en ¢ uma enumeracao de
@, como este é subconjunto aberto do espago e o conjunto {qj} s6 com um
dos elementos de Q é fechado, cada U; =Q\ {g¢;} é subconjunto aberto do
espaco. Como clU;=Q, cada U; é denso no espago. Logo, N;jenU; € uniao
numeravel de subconjuntos abertos densos do espago, e, como est& contido
em cada Uj, nao contém qualquer dos elementos de Q, pelo que é o conjunto
vazio, que nao é denso no espaco.

O argumento do paragrafo prcedente pode ser aplicado para provar que
qualquer subconjunto () numeravel e denso de um espago métrico completo
X nao é intersec¢ao numeravel de subconjuntos abertos de X . Portanto, de
(L2)), um tal conjunto @ nio pode ser o conjunto dos pontos de continuidade
de uma funcdo f: X — Y, em que Y é o espaco métrico K™ com K igual
aRou CeneN. Em particular ndo ha fungoes f: R — R continuas nos
niimeros racionais e descontinuas nos irracionais. Mas, também de ([2),
hé funcdes continuas nos nimeros irracionais e descontinuas nos racionais,
pois R\Q=Njen(R\{g;} com {g;};en uma enumeracdo de Q é uma unido
numeravel de conjuntos abertos densos em R; um exemplo é f: R — R

1990 provado em 1899 por R.-L.Baire em R™ a propésito de conjuntos de pontos de continuidade
de funcoes de duas varidveis reais com valores reais continuas separadamente em cada uma das
varidveis, e tinha sido provado em R por William Osgood (1864-1943) em 1897, a propésito da troca
de limite com integral. A prova para espagos métricos completos foi em 1914 por F. Hausdorff.



178 Apéndice I

com f(z) =0 se x é irracional e f(z) = L para z racional com x

e
. . 3 3 ° q 2 z 7
p € Z,q €N relativamente primos; é 6bvio que f é descontinua nos nimeros
racionais; prova-se que é continua em cada x irracional notando que se Iq’—" —x
n

com n € N, e p, € Z,q, € N sdo relativamente primos, entao ¢, — oo e
f(2)==L —o0.

qn qn
Se X é um espaco métrico, diz-se que S C X é um conjunto Magr

ou de 12 categoria de Baire em X se é unido numeravel de conjuntos com
fechos com interiores vazios; caso contrario, diz-se que S é um conjunto
Gordo ou de 22 categoria de Baire em X.

_p

Com esta terminologia, o Teorema de Baire pode ser enunciado:

(I.4) Teorema de Baire: Um espago métrico completo é Gordo nele préprio.

Dem. A afirmacao é, em esséncia, a de (L3) por outras palavras, pois decorre
simplesmente de aplicacao das Leis de de Morgan. Se X fosse espago métrico
completo Magro em X , seria X =UjenV; com int clV; =0, pelo que Njen(X\
clV; seria intersec¢do numerdvel de abertos densos em X e, de (L3), seria
densa em X . Das Leis de de Morgan,

ﬂjeN(X\Cl VJ = X\UJGNCI VJ C X\UJGNV]' = X\X =0,
em contradicdo com ser denso em X . Logo, X é Gordo em X . Q.E.D.

Espacos métricos completos tém as seguintes propriedades importante.

(I.5) Num espago métrico completo X :
1. Subconjuntos numerdveis sio Magros em X.
2. Complementares de conjuntos Magros sao densos e Gordos em X.
3. Subconjuntos fechados # () sem pontos isolados sdo inumerdveis.

Dem. Todo conjunto numeravel U é uniao numeravel dos conjuntos que
s6 tém cada um dos seus pontos, cada um conjunto fechado (por ser o
complementar de um fechado num aberto) com interior vazio (por nao conter
qualquer bola). Logo, U é Magro.

Se R ¢é o complementar de um conjunto Magr em X,
entdo X\R = UjenU; com intclU; = 0, e, das Leis de De Morgan,
R =Njen(X\Uj) D Njen(X \clUj), que é interseccao numerdavel de con-
juntos abertos densos em X | pelo que, de ([3), é conjunto denso em X.
Se R fosse Magro, como X \ R é Magro, X = RU(X \ R) seria Magro, em
contradi¢ao com (L4); logo, R é Gordo.

2005m inglés diz-se meager. A nocgao de Categoria de Baire deve-se a R.-L. Baire em 1899.

201 A0 complementar de um conjunto Magro num espaco chama-se conjunto Residual. Diz-se
que uma propriedade é Genérica num espaco se vale num subconjunto Residual do espago. Um
conjunto Residual num espago métrico completo é denso e Gordo no espaco, mas um subconjunto
denso do espago pode ser Gordo (e.g. R\Q em R) ou Magro (e.g. Q em R). Logo, a propriedade
de um conjunto ser Residual é mais forte do que ser denso.
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Se S#() é subconjunto fechado do espaco métrico completo X , é subes-
pago métrico de X completo. Se S fosse numeravel, com S ={z1,z2,...},
cada S\{z;} seria aberto e, como cada x; nao é ponto isolado de X , seria
denso. Do Teorema de Baire, Nj—1(S\{z;}) seria Gordo em S, em contra-
dicao com esta interseccao ser (). Logo, S nao é numeravel. Q.E.D.

Uma consequéncia imediata deste resultado é que bolas (fechadas ou aber-
tas) de um espago métrico completo X sao conjuntos inumerdveis Gordos em
X, porque bolas fechadas sdo subconjuntos fechados nao vazios sem pontos
isolados e toda bola contém uma, bola fechada, e, portanto sao inumeraveis,
e os complementares de bolas nao sao densos em X , pelo que as bolas nao
sao Magros em X . Em particular, obtém-se uma prova que R, R"™, C nao sao
numeraveis.

Uma outra cnsequéncia é que todo subespaco métrico numerdvel de um
espaco métrico X nao € completo, e, portanto, nao € fechado em X.

Do capitulo 1, C é espago métrico com a distancia entre dois pontos dada
pelo valor absoluto da diferenga dos pontos e, portanto, com a topologia
definida com base nos circulos abertos na métrica considerada. O espaco C é
separavel, nomeadamente o conjunto dos pontos com partes real e imaginaria
racionais é numerével e denso em C.

Os espagos lineares normados sdo espagos métricos com a distancia
d(xz,y) = ||z —yl|, que designa a norma do vector z—y. Ha espagos line-
ares métricos que nao sao normados, e.g. R? com a distancia

d((z1,22), (y1,92)) = V]z1—v1| + V]v2 =],
pois ||(z1,x2)|| = /|z1| ++/|z2| ndo satisfaz a homogeneidade positiva de
normas (e.g. [[¢(1,0)[[ =+/[t][(1,0)[ e \/|t| # [t| para ¢t € R\{0,1}). Um
espaco linear real ou complexo métrico (X, d) é normado se e s6 se
d(tz, ty)=|t|d(z,y), d(z+z,y+2)=d(z,y), r,yeX, tek,

em que K é o corpo dos escalares do espaco linear X (em caso afirmativo a
norma é ||z|| =d(z,0)). H4 espagos métricos que ndo sdo espacos lineares,
e.g. qualquer X #( com d(z,y)=1se x £y, e d(z,y) =0 se z =y é um
espaco métrico com distancia d.

1.4 Espacos compactos

Seja (X, d) um espaco métrico.

Chama-se cobertura de um subconjunto S de um espago um conjunto
de subconjuntos do espaco cuja unido contém S.

Diz-se que K C X é um conjunto compacto se para toda cobertura
aberta de K existe uma subcobertura finita2°4 de K. Considerando K como
subespaco métrico de X, a condicao anterior verifica-se ou nao independen-
temente de se considerarem conjuntos abertos de X ou conjuntos abertos do

202Fgta condigao é conhecida por Propriedade de Heine-Borel.
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subespago métrico K (ou seja conjuntos abertos relativamente a K ). Por
isso, se K é conjunto compacto, também se diz que é espago compacto.

A nocgao de compacidade de um conjunto s6 envolve topologia e relaciona-
se com a de conjunto fechado pelos dois resultados seguintes.

(I.6) Subconjuntos fechados de conjuntos compactos sao compactos.

Dem. Se K é um conjunto compacto, F'C K é fechado e % é uma cobertura
aberta de F, entdao Z U{X \ F'} é uma cobertura aberta de K, pelo que
existe uma subcobertura aberta finita de K, que também é cobertura aberta
de F. Se esta cobertura contém X \ F, a familia obtida retirando-lhe este
conjunto é uma cobertura aberta de F', pelo que % tem uma subcobertura
finita de F' e, em consequéncia, F' é compacto. Q.E.D.

Um subconjunto de um espaco métrico é limitado se existe uma bola
aberta que o contém, e é totalmente limitado se para todo £ > 0 existe
uma cobertura do conjunto por um n° finito de bolas abertas com raio €.

Um subconjunto totalmente limitado de um espago métrico é limitado.

Chama-se diametro de um subconjunto S de um espago métrico ao
supremo das distancias entre pares de pontos de S se este for finito, ou em
caso contrario a +00.

Subconjuntos limitados de um espago métrico sao os com diametro finito.

(I.7) Subconjuntos compactos de um espago métrico sao limitados e fechados.

Dem. Seja K subconjunto compacto de um espago métrico X . {B,(0) }nen
é cobertura aberta de X ; logo, também de K. Portanto, existe subcober-
tura finita de K, {Bn].(()) ]\11 com N €N. Se R=max{n;: j=1,..,N},
K C Bg(0); logo, K ¢ limltado

Sex € IK\K , {C\cl By, () }nen é cobertura aberta de X\{z} ; logo, tam-
bém de K . Portanto, existe subcobertura finita de K, {C\ ¢l By, (w)}évzl
com NeN. Se R=max{n;: j€{l,...,N}}, K C{C\Byp(z)}, e v ¢ K,
em contradicdo com o suposto. Logo, 0K C K e K é fechado. Q.E.D.

Em geral, o reciproco é falso, como é exemplo o espago métrico limi-
tado e fechado X =Q N [0, 1] com a distancia usual d(z,y) = |z —y|, pois
intX=0,0X=X, ese {qj};-‘;l ¢ uma enumeracao dos elementos de X ,
entao {]qj—Q_(j+2),qj +2_(j+2)[};11 é cobertura aberta de X e qualquer
subfamilia finita é um conjunto de intervalos com soma de comprimentos
<327 (G+1) 12; r =1 e como a soma dos comprimentos dos intervalos
de qualquer cobertura finita de X por intervalos abertos tem de ser > 1,
a cobertura aberta considerada nao tem subcobertura finita e, portanto, X
nao é compacto, embora seja limitado e fechado.

Contudo, tem-se a caracterizagdo de conjuntos compactos em espacos
métricos com a condicao mais forte de conjunto totalmente limitado seguinte.
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(I.8)  Um subespago de um espago métrico € compacto se e sé se €
completo e totalmente limitado.

Dem. 1) Necessidade. Como o conjunto das bolas abertas com raio € > 0
qualquer centradas em cada ponto de um espago métrico X é uma cobertura
aberta de X, se K C X é compacto, existe uma subcobertura finita de K,
pelo que K é totalmente limitado. Se {x,} C K é Sucessao de Cauchy e y € K
nao ¢ o limite de {z,}, existe ¢ >0 tal que d(x,,y) >¢ para infinitos n€N.
Como d(2m,y) > d(zn,y) —d(Tm, x,) , tomando N €N tal que d(xp, z,) <5
para m,n > N e escolhendo n> N tal que d(z,,y) >¢, é d(xp,y) > § para
todo m> N, pelo que a bola aberta BE/Q(y) contém um n° finito de termos
de {z,}. Se {z,} nao fosse convergente, a familia dos conjuntos abertos
com um n° finito de termos da sucessao seria uma cobertura aberta de K e
existiria uma subcobertura finita de K. Cada elemento desta subcobertura
teria um n° finito de termos de {x,}, pelo que K também teria um n° finito
de termos de {z, }, em contradigdo com ser uma sucessao em K. Logo, {z,}
é convergente. Portanto, toda Sucessao de Cauchy em K converge para
um ponto, que pertence a K porque, do pentultimo resultado anterior, K é
fechado, e, portanto, é um subespago métrico completo de X .

2) Suficiéncia. Seja X um espago métrico e K C X totalmente limitado e
completo. Prova-se por absurdo, com sucessivas divisoes ao meio dos raios
de bolas de coberturas. Assim, supoOe-se que existe uma cobertura aberta
% de K sem qualquer subcobertura finita de K. Como K é totalmente
limitado, ha uma cobertura finita com elementos que sao bolas abertas com
centros em pontos de K todas com raio &, = 2%, com n€N. Se a cobertura
Z tivesse alguma subcobertura finita para cada uma destas bolas abertas,
existiria uma subcobertura aberta finita de K e, como se supoe que tal nao é
0 caso, nao existiria subcobertura finita de % que cobrisse alguma das bolas
abertas de raio €1 consideradas, designada B;, (k1). O conjunto K N B, (k1)
¢é totalmente limitado, pelo que o argumento anterior garante que existiria
B.,(k3) com ko € K tal que nao existiria subcobertura finita de % que
cobrisse alguma das bolas abertas com raio €9 consideradas. Procedendo
assim sucessivamente, obter-se-ia uma sucessao {k,} tal que nao existiria
subcobertura finita de % que cobrisse By, (ky), para todo n€N. Como

p—1 p—1
d(kn; knip) < Z€"+j = Zzi(nﬂ) < g =2'"", peN,
§=0 §=0

{k,} seria Sucessao de Cauchy, que, como K é completo, convergiria para
algum k € K pertencente a algum elemento U € 7. Como U é aberto,
existiria § >0 tal que Bs(k) CU. Para n grande seria d(kn, k) <3 e g, <3,
pelo que B.,, (kn) C Bs(k)CU. Logo, {U} C % seria uma subcobertura finita
de B., (ky), o que contradiz o que se supos. Logo, K satisfaz a Propriedade
de Heine-Borel e, portanto, é compacto. Q.E.D.
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Um exemplo simples de um espaco métrico limitado e nao totalmente
limitado é¢ X = (R,d’) com d'(z,y) = 11(;(’;/;) e d(z,y) = |xr—y| a distancia
usual, pois d’' <1 e, portanto, X é limitado, mas nao é totalmente limitado
porque um intervalo de comprimento ¢ >0 na distancia d’ tem comprimento
1= na distancia d e ndo ¢ possivel cobrir R com um n° finito de intervalos
com este comprimento na distancia usual d, e, portanto, também nao com un
n° finito de intervalos com comprimento € na distancia d’. Devido a relacao
entre as distancias d’ e d, as sucessoes de Cauchy do espago métrico R com
a distancia d’ sao as mesmas do espaco métrico R com a distancia usual
d, e também as sucessoes convergentes em cada um destes espacos sao as
mesmas; logo, X = (R, d’) é espago métrico completo. Portanto, X = (R, d’)
é um espaco meétrico limitado, mas nao totalmente limitado. pelo que, de
(L), ndo é compacto. E um outro exemplo de um subconjunto de um espaco
métrico que limitado e fechado, mas ndo é compacto, e agora num espago
métrico completo.

Contudo, em R™ (logo, também em C"), para n € N, com a distancia
usual d(z,y)=||z—yl||, os subconjuntos compactos sdo precisamente os que

sao limitados e fechados.

(I.9) KCR"™ ou K CC™ é compacto se e so se € limitado e fechado.

Dem. R™ e C" sao espacos métricos e, de um ponto de vista métrico, C™ é
idéntico a R?", pelo que basta provar o resultado para R™.

1) Necessidade. Se K CR™ é compacto, de (7)), é limitado e fechado.

2) Suficiéncia. Se K CR"™ é limitado e fechado, como, de ([I), R™ é espago
métrico completo, do que se referiu mesmo antes desse resultado, K ¢é espaco
métrico completo; logo, de (L8], para provar que K é compacto basta provar
que é totalmente limitado. Isto é trivial se n=1, pois existe R >0 tal que
K C [-R, R] e para qualquer € > 0 este intervalo pode ser coberto por um
n° finito de intervalos abertos com comprimento 2. Se n>1, existe R>0
tal que K C[—R, R]"; como [—R, R] é totalmente limitado, existe cobertura
finita de K por conjuntos abertos I"™ com I C R intervalos com comprimento
2¢; cada I™ estd contido numa bola aberta de R™ com raio y/n €; logo, existe
cobertura finita de K por bolas abertas com raio >0 e, como é arbitrario,
K é totalmente limitado. Q.E.D.

Obtém-se a seguir uma caracterizacdo de subconjuntos compactos de
espagos métricos pela existéncia de subsucessao convergente de qualquer su-
cessao no subconjunto para um ponto desse subconjunto.

(I.10) Um subconjunto infinito de um compacto K tem ponto limite em K.

Dem. Se K é compacto e SC K ¢ infinito sem qualquer ponto limite em K,
cada k € K teria uma vizinhanga com, no maximo, 1 ponto de S. Como K
é compacto existiria uma subcobertura finita de K e S seria finito, o que é
contraditorio. Logo, K tem pelo menos um ponto limite de S. Q.E.D.
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Diz-se que um subconjunto S de um espago topoldgico tem a Propri-
edade de Bolzano-Weierstrass se toda sucessao em S tem pelo menos
um ponto limite em S. Como z é ponto limite de uma sucessao se e s6 se
alguma subsucessao converge para x, a propriedade de Bolzano-Weierstrass
equivale a toda sucessdo em S ter alguma subsucessdo convergente para um
ponto de S, pelo que se diz que S é sequencialmente compact 0203,

(I.11) Teorema de Bolzano-Weierstrass: Um subconjunto de um
espaco métrico € compacto se e s6 se € sequencialmente compacto.

Dem. 1) Necessidade. De (L10)), qualquer sucessao num conjunto compacto
K com termos que assumem infinitos valores tem um ponto limite em K.
Caso contrario, pelo menos um ponto de K é assumido em infinitos termos
da sucessao, pelo que é um ponto limite da sucessao.

2) Suficiéncia. Se K é subconjunto de um espago métrico com a Proprie-
dade de Bolzano-Weierstrass, como toda Sucessao de Cauchy com um ponto
limite em K converge para esse ponto, K é completo. Se K nao é totalmente
limitado, existe € >0 tal que nao ha qualquer cobertura finita de K com bo-
las abertas com raio € >0. Constrdi-se uma sucessao {z,} C K escolhendo
z1 € K arbitrdrio e, sucessivamente, 2,41 € K \Uj_;B:(z;). Como
d(Xpm, xy) > € para m,n € N, nenhuma subsucessao de {z,} converge, em
contradi¢do com a Propriedade de Bolzano-Weierstrass. Logo, se K tem
esta propriedade, é totalmente limitado, e, de (L8], é compacto. Q.E.D.

Seguem-se resultados para fungoes continuas em conjuntos compactos.

(I1.12) Se f € fung¢ao continua num espago K compacto, f(K) é compacto.

Dem. Se % ¢é uma cobertura aberta de f(K), {f~'(U)}yez ¢é uma co-
bertura aberta de K, pelo que existe uma subcobertura finita de K, e o
conjunto das imagens dos elementos desta cobertura é uma subcobertura fi-
nita de f(K) com elementos de 7. Logo, para toda cobertura aberta f(K)
existe uma subcobertura finita de f(K), e f(K) é compacto. Q.E.D.

(I.13) Teorema de Weierstrass de extremos de fungoes conti-
nuas: Uma fung¢ao com valores reais continua num espago compacto
K #0 assume mdximo e minimo em K.

Dem. De (LI2), se f é continua num compacto K e f(K) C R, f(K) é
compacto e, de (L9)), é um subconjunto limitado e fechado de R, pelo que
tem supremo e infimo em R, que pertencem a f(K) pois este conjunto é
fechado, e, portanto, sao, resp., maximo e minimo de f em K. Q.E.D.

2 s . . . .

930s teoremas de Arzela-Ascoli e de Montel do capitulo 10 caracterizam pela Propriedade
de Bolzano-Weierstrass a compacidade de espagos de funcdes, resp., continuas e Holomorfas na
métrica correspondente & convergéncia uniforme em conjuntos compactos.
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(I.14)  Funcgoes continuas injectivas de um conjunto compacto nao vazio
num espago métrico sio Homeomorfismos.

Dem. Se K é conjunto compacto, f é funcao injectiva continua que trans-
forma K num subconjunto de um espago métrico e F'C K é fechado, de (L1
F é compacto, de (L12), f(F) também é compacto, e, de (L) é fechado.
Logo, f transforma conjuntos fechados em conjuntos fechados, pelo que,
como f é injectiva, preimagens de conjuntos fechados por f~! sdo conjuntos
fechados, e, portanto, f~! é continua, e f é um Homeomorfismo.  Q.E.D.

(I.15) Teorema de Heine-Cantor: Funcoes continuas de um espago
métrico compacto num espaco métrico sao uniformemente continuas.

Dem. Se (K,d) é um espago métrico compacto, f é uma funcao continua
de K num espago métrico (Y,d’), e € >0, para cada k € K existe pp> 0
tal que f(By, (k) C B:(f(k)), pelo que % = {B,, jo(k): k € K} é uma
cobertura aberta de K, e, portanto, existe uma subcobertura finita de K.
Se § > 0 é o menor dos raios das bolas em tal subcobertura finita de K,
para todo z,y € K com d(z,y)<J existe uma bola aberta na subcobertura
finita considerada com centro num ponto z€ K e raio £ tal que d(z, 2) < &.
Logo, d(y, z) <d(y,x)+d(z,z) <6+ % < p,. Portanto, d'(f(z), f(z)) <c e
d'(f(y), f(2)) <e, pelo que d'(f(z), f(y)) <2. Conclui-se que qualquer que
seja £ >0 existe 6 >0 tal que z,y € K,d(z,y) <0 = d/(f(y),f(z)) <e, pelo
que f é uniformemente continua em K. Q.E.D.

Seguem-se duas propriedades importantes de conjuntos compactos.

(I.16) Teorema de Interseccao de Cantor:
Se {K,} ¢ sucessio de conjuntos compactos ndo vazios com
K, DKy t1 para neN, N> K, € nao vazio e compacto.

Dem. Se fosse S=N2,K,, =0, a sucessao {U;} em que cada U; é o comple-
mentar de K, j € N, seria uma cobertura aberta de K, pelo que existiria
uma subcobertura aberta finita {Uj,,...,Uj,} de K; e o conjunto desta
subcobertura com maior indice conteria os outros, e existiria n € N tal que
K; C Ky CU, para todo j€N, o que é contraditério porque U,, nao contém
os pontos de K,, #0. Logo, S#(. De ([1), os conjuntos Ko, K3,... sdo
fechados e, portanto, S=N>2, K, é fechado, logo compacto. Q.E.D.

(I.17) Lema de Lebesgue: Para toda cobertura aberta de um subcon-
junto compacto K de um espaco métrico existe € >0 tal que todo subcon-
junto de K com diametro <e estd contido num elemento da cobertura.

Dem. Caso contrario, para cada n €N existiria S, C K de didmetro inferior

a % nao contido em nenhum dos elementos da cobertura. S = U,=15, ¢
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infinito, pois se nao fosse, para % menor do que a distancia minima entre

pontos de S, cada S, teria quanto muito um ponto e, em consequéncia,
estaria contido num elemento da cobertura. De (LI10), S tem pelo menos
um ponto limite p € K, que pertence a algum elemento U da cobertura.
Como U é aberto, existe r > 0 tal que B,(p) C U. Logo, para infinitos
nimeros naturais n > 2 ¢ SnNBr(p) # 0 e, portanto, S, C B,(p) CU, em
contradi¢ao com as especificagoes para escolha dos conjuntos S,. Q.E.D.

A distancia de subconjuntos de um espaco métrico X com distancia
déd(A,B)= inf d(a,b) para A, BCX.
a€A,beB

A distancia de conjuntos fechados disjuntos pode ser 0, e.g. dos graficos
das funcoes reais % e 0, mas se um é compacto, a distancia nao pode ser 0:

(I.18) Se K e F sao subconjuntos disjuntos nao vazios, resp., compacto
e fechado de um espago métrico com distancia d, entdo d(K,F)>0.

Dem. Define-se em K a fungao f por f(x)=d({z}, F), que é >0 porque
x nao pertence a F'=cl F. Para cada z,y € K e € >0 existe a € F' tal que
d({z},0) <d({z}, F)+=. Logo,

d{y}, F)—d({z}, F) <d(y,a) —d(z,a) + £ < d(y,z)+e,
em que a ultima desigualdade se deve a Desigualdade Triangular. Como £ >0
é arbitréario, f(y)—f(z)<d(y,z). Trocando x com vy, |f(y)—f(z)|<d(y,x)
paraz,y€ K . Logo, f: K —]0,400[ é continua e, do Teorema de Weierstrass

de extremos de fungoes continuas, assume um valor minimo m em K , pelo
que d(K,F)=m>0. Q.E.D.

O resultado seguinte é uma aplicacao de compacidade que é utilizada no
capitulo 13 na prova de (?7?).

(I1.19) Se K € um espago métrico compacto com distancia d e h: K — K
€ um Homeomorfismo expansivo no sentido de existirem ¢ >0 e C > 1
tais que d(z,y) <e = d(h(z), h(y)) > Cd(z,y) , entdo K ¢ finito.

Dem. De ([[12), h(K) é compacto. Como h~! é uma funcio continua de
h(K) em K, de ([[I5), h~! é uniformemente continua, pelo existe § > 0
tal que d(h(x),h(y)) <0 = d(z,y) <e. Da hipétese de h ser expansivo,
d(z,y) < &d(h(z),h(y)) <§. A cobertura aberta {Bs(z)}scx tem uma
subcobertura finita {Bjs(z;)}j=1,..v com N €N e {h7"(Bs(x;))}j=1,..N é
uma cobertura finita de K por conjuntos com didametros g% qualquer que
seja n €N pelo que K é um conjunto finito. Q.E.D.

Se (X,d) é um espaco métrico, chama-se distancia de Hausdorff no
conjunto Z(X)\{0} dos subconjuntos nao vazios de X a

dr (A, B) = max { ilelgf}g{? d(a,b), ing);relg d(a, b)} , A BeZ2(X)\{0}.
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Em geral, a “distancia de Hausdorff” nao é uma distancia, e.g. se X
¢ ilimitado, dy (A, B) é infinito se um dos conjuntos A, B € Z(X)\ {0} ¢é
limitado e ou outro ilimitado. Contudo, se (X,d) é um espago métrico e #
¢ o conjunto dos subconjuntos compactos de X ndao vazios, (&, dg) € um
espaco métrico com a distancia de Hausdorff, o que fica como exercicio.

1.5 Espacos conexos

Seja (X, d) um espaco métrico.

Como se pretende definir subconjunto descconexo de um espaco com to-
pologia (em termos de conjuntos abertos), é natural considerar um conjunto
desconexo se pode ser separado em dois subconjuntos disjuntos nao vazios,
cada um separado do outro por estar incluido num conjunto aberto do espaco
que nao contém pontos do outro, e é natural considerar um conjunto conexo
se nao é desconexo, adoptam-se as defini¢Oes seguintes.

Diz-se que SC X é conexo se nao é uniao de dois conjuntos nao vazios,
disjuntos e abertos relativamente a .S (como um subconjunto de S é aberto se
e s0 se o seu complementar em S ¢é fechado, nesta definicao pode-se substituir
abertos por fechados); diz-se que é desconexo se nao é conexo. Se S é
desconexo, chama-se separagao de S a qualquer particdo de S em dois
subconjuntos abertos (ou dois subconjuntos fechados) relativamente a S.

Considerando .S como subespaco métrico de X, a condigao anterior verifica-
se ou nao independentemente de se considerarem conjuntos abertos de X ou
do subespago S (i.e. conjuntos abertos relativamente a S). Por isso pode-se
considerar um conjunto conexo como um espago conexo.

(I.20)  Um conjunto S € conexo se e sd se 0s seus unicos subconjuntos
abertos e fechados relativamente a S sio S e (). Se S ¢ desconexo,
os subconjuntos abertos e fechados relativamente a S, sio S, 0 e os
conjuntos ACS tais que {A, S\ A} € uma separagio de S.

Dem. AC S é um subconjunto aberto e fechado relativamente a S se e s6
se S\ A também é. Como S =AU(S\A), S é conexo se e s6 se A= ou
A\S=0; a dltima igualdade é equivalente a A=S. Q.E.D.

Diz-se que S C X é conjunto conexo por caminhos se para cada par
de pontos de S existe um caminho em S com extremidades nesses pontos.

A nocgao de conjunto conexo tem ligacoes importantes a continuidade de
fun¢des, como é evidenciado no resultado seguinte.

(I.21) Fungoes continuas tém as propriedades:
1. Transformam conjuntos conexos em conjuntos coneros.
2. Um conjunto mao vazio € conexo se e $6 se as funcdes continuas
desse conjunto em {0,1} sao constantes.
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Dem. 1)Se f é uma funcao continua definida num conjunto conexo S e f(5)
fosse desconexo, existiriam conjuntos A, B nao vazios, disjuntos e abertos
relativamente a f(S) tais que f(S)=AUB. Como preimagens de conjuntos
abertos por uma funcao continua sao abertos relativamente ao dominio da
funcao, seria S= f~1(A)Uf~1(B) com f~1(A), f~1(B) nio vazios, disjuntos
e abertos relativamente a S, em contradicao com S ser conexo.

2) Se S é desconexo, existem A, B C S nao vazios, disjuntos, abertos
relativamente a S e tais que S=AUB. Define-se f:5— {0, 1} igual a 0 em
pontos de A e a 1 em pontos de B. Como preimagens por esta funcao de
subconjuntos de {0,1} sdo um dos conjuntos A, B, S, (), todos conjuntos
abertos relativamente a S, f é continua. Logo, se S é desconexo, existem
fungdes continuas de S em {0,1} que nao sao constantes. Reciprocamente,
se existe f:S — {0,1} continua e nio constante, é S = f~1(A)Uf1(B)
com f~Y(A), f~1(B) nao vazios, disjuntos e abertos relativamente a S, pois
preimagens de conjuntos abertos por uma funcao continua sao conjuntos
abertos relativamente ao dominio da funcado. Logo, se existe uma fungao
f:5—{0,1} continua nao constante, S é desconexo. Q.E.D.

(I1.22) Se S € um congunto conexo e SCT CclS, T é conexo.

Dem. Se a restricao a S de uma fungao f continua de 7" em {0, 1} é cons-
tante, como f é continua em T Ccl.S também é constante em 1. Logo, de
2 no resultado precedente, se S é conexo, também T' é. Q.E.D.

Em R as noc¢oes de conjuntos conexo ou conexo por caminhos e intervalo
sao indistinguiveis.

(I.23) Para SCR com mais de um ponto sao condigoes equivalentes:
1. S € um intervalo.
2. S € conexo por caminhos.
3. S € conexo.

Dem. 1) implica 2). Se S é intervalo, existe [a,b] C S. A identidade em
[a,b] é caminho em S de a a b; logo, S é conexo por caminhos.

2) implica 1). Se S é conexo por caminhos e z,y € S com x <y, existe
caminho v : [a,b] — S com 7(a) =z, v(b) =y. Como v é continua, do
Teorema de Bolzano, v([a,b]) D [z,y]; logo, S é um intervalo.

1) implica 3). Se S é intervalo e f:5—{0,1} é continua e assume os valores
0 e 1, do Teorema de Bolzano, f(S) >0, 1], em contradicao com sé poder
ter estes dois valores. Logo, f é constante em S e, de (L2112), S é conexo.

3) implica 1). Se S é conexo e fosse r<z<ycomz,ycSez¢S, A=]-00,z|
e B=]z, +o0o[ seriam conjuntos abertos disjuntos tais que S C AUB e tanto
ANS como BNS seriam nao vazios, em contradigdo com S ser conexo.
Logo, z€ S e, portanto, S é um intervalo. Q.E.D.
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Mesmo em geral, as no¢oes de conjunto conexo e de conjunto conexo por
caminhos estdo interligadas, como se vé nos dois resultados seguintes.

(I.24) Todo congunto conexo por caminhos € conezo.

Dem. Se S é um conjunto conexo por caminhos, f:S — {0,1} é continua
e z,y € S sao arbitrarios, existe um caminho v :[a,b] =S com vy(a) =z e
v(b)=y. fovy:[a,b] = {0,1} é continua e, como do resultado precedente
o intervalo [a,b] é conexo, de ([2I}2), fov é constante em [a,b]. Logo,
f(z)=f(y) para todos z,y €S, e outra vez de ([2112), S é conexo. Q.E.D.

(I.25)  Um subconjunto aberto de um espago métrico é conexo se e so se
€ conexo por caminhos.

Dem. Se S nao é conexo por caminhos e x,y € .S ndo podem ser ligados por
caminhos em S, designando por A o conjunto de pontos de S que podem
ser ligados a x por caminhos em S, verifica-se x € A e y ¢ A. Considera-se
f:5—{0,1} tal que f(2)=0sez€Ae f(z)=1se z€ S\A. Sewes,
como S é aberto, existe uma bola aberta B,(w)CS. B,(w) é um conjunto
convexo e, portanto, é conexo por caminhos. Se w € A, todos pontos de
B,.(w) podem ser ligados a  por caminhos em S, e f(B,(w)) = {0}. Se
we€ S\ A, nenhum ponto de B, (w) pode ser ligado a = por caminhos em S,
e f(Br(w))={1}. Logo, f é continua em todo we S, f(z)=0e f(y)=1, e,
de (L2I12), S é desconexo. Portanto, se S é conexo, é conexo por caminhos.
O reciproco é imediato do resultado precedente. Q.E.D.

Qualquer caminho num conjunto aberto pode ser arbitrariamente apro-
ximado por caminhos seccionalmente regulares no conjunto, e qualquer ca-
minho num subconjunto aberto de um espago métrico linear de dimensao
finita (e.g. R™ ou C™) pode ser arbitrariamente aproximado por caminhos
poligonais simples que sao a concatenacao de segmentos de recta paralelos a
cada um dos elementos de uma qualquer base do espaco linear fixada (e.g.
no caso de R™ ou C" aos vectores da base can(’)nic.

Portanto, para conjuntos abertos conexidade é equivalente a conexidade
por caminhos seccionalmente regulares, e em R™ (resp., C equivalente a co-
nexidade por caminhos poligonais unides de segmentos de recta paralelos aos
eixos coordenados (resp., eizos real e imagindrio).

O exemplo seguinte é de um conjunto conexo nao conexo por caminhos.

(I.26) Exemplo: Seja S=C1UCs, com Cy Cy o gréfico de f:]0,1] - R com
f(z)=sinZ e Cy o segmento de recta {(0,y)eR?: |y|<1} (Figura [L2).

204Em alternativa, um caminho num subconjunto aberto de R™ ou C" pode ser arbitrariamente
aproximado por caminhos poligonais simples concatenagao de segmentos de recta nado paralelos a
cada um dos elementos de uma qualquer base do espago linear fixada (e.g. no caso de R™ ou C"
aos vectores da base candnica).
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Cy é conexo por caminhos, pois se (ai,a2),(b1,b2) € Cy e a1 < by,
v : [a1,b1] — R? tal que y(t) = (t,sin %) é caminho em S que liga os dois
pontos. Se existisse caminho A = (A1, A2) : [a,8] = S CR? de (3,0) €C a
(0,0) € Cy, seria A;(a) =2 e A\ (b)=0 e, do Teorema de Bolzano, existiriam
sucessoes estritamente crescentes {t,},{sn} C [a,b], com ¢, < s, <tp_1 €
M(tn) = 55, M(sn) = ﬁ, limitadas, decrescentes e com limites iguais a
algum L€ [a,b]. Seria A(t,)—(0,0) e A(sp)—(0,1), em contradi¢ao com a
continuidade de A. Logo, S nao é conexo por caminhos.

Se f:S—S—{0,1} é continua, como C; é conexo por caminhos, f é
uma constante ¢ em Cy. Como Cy C clC, para y € Co, f(y)=c. Logo, se
f:8—5S—{0,1} é continua, entdo é contante. De ([2112), S é conexo.

Portanto, S é conexo, mas nao é conexo por caminhos.

f(x)

Figura 1.2: Conjunto conexo que nao é conexo por caminhos

(1.27)  Unides (finitas ou infinitas) de conjuntos conexos com intersec-
€ao nao vazia SaG0 conjuntos coneros.

Dem. Se % é uma familia de conjuntos conexos com T = NpegF # 0,
S=UpeczF e U,V s@o conjuntos abertos tais que UUV DS e SNU, SNV
sao disjuntos, com a € T, que, sem perda de generalidade, se supoe a € U
(caso contrario troca-se U com V'), entao para todo F € .# é acF e, como
F é conexo, tem de ser FNV=0,e SNV =0, pelo que S é conexo. Q.E.D.

(1.28) A intersec¢io de uma sucessao {Kp}nen de subconjuntos nao
vazios compactos conexos de um espago métrico com Ky, D K,11 € ndo
vazia, compacta e conexa.

Dem. Do Teoremade Intersecgaode Cantor (LI6), S =N, K, # 0 e compacto.
Seja a € NpZ 1 Ky Se f:9— {0,1} é continua, as restrigdes f|, sdo cons-
tantes e, como a € K,, para todo n€N, f= f(a) em cada K, para n€N.
Logo, f=f(a) em S. De ([2112), f é conexo. Q.E.D.

O resultado seguinte estabelece que qualquer conjunto nao vazio pode ser
decomposto de modo tinico em subconjuntos conexos maximos, chamados
componentes conexas do conjunto considerado. Mais precisamente, diz-se
que T C S é uma componente conexa de S se T ¢é conexo e nao existe
qualquer outro subconjunto conexo de S que contém T
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(1.29) Todo conjunto #0 tem particdo em componentes conezas unica.

Dem. Se a é um ponto de um conjunto S # () e C, é a unidao de todos
subconjuntos conexos de S que contém a, de ([[.21), C, é um subconjunto
conexo de S. Se BC S é conexo e a€ B, de (L27), C,UB é conexo e contém
a, pelo que B C C, e, portanto, C; é uma componente conexa de S. Logo,
para cada par de pontos a,b€ S existem componentes conexas C, e ('} que
contém, resp., a e b, e verifica-se a alternativa C,=C}, ou C,NCy,=0. Logo,
{Cy: a€ S} é uma partigdo tinica de S em componentes conexas.  Q.E.D.

(I.30) Componentes conexas de subconjuntos abertos de um espago mé-
trico sao conjuntos abertos.

Dem. Se S é aberto e a €5, existe um subconjunto aberto de S que contém
a bola aberta B.(a) CS. Se C, é a componente conexa de S que contém
a€ S, como B,(a) é conexo, é B,(a) C C,. Logo, as componentes conexas
de S sao conjuntos abertos. Q.E.D.

H& conjuntos com infinitas componentes conexas (e.g. um conjunto in-
finito de pontos isolados), o que pode acontecer mesmo para conjuntos
abertos (e.g. uma uniao infinita de intervalos abertos disjuntos de R como

1 ] n+r17 % [) Apesar de haver subconjuntos de R com infinitas compo-
nentes conexas nao numeraveis, tal ndo acontece para conjuntos abertos, pois
em espagos métricos separaveis (e.g. R™ e C™) as componentes conexas de

um conjunto aberto sdo numeraveis, como se prova a seguir.

(I.31) O conjunto das componentes conexas de um subconjunto aberto
de um espaco métrico separdvel € numerdvel.

Dem. Se S é subconjunto aberto de um espago métrico separdvel, do resul-
tado precedente, as componentes conexas de S sao conjuntos abertos e, como
X é separavel, existe um conjunto numeravel Q C S denso em S. Cada con-
junto aberto AC.S. Logo, cada componente conexa de .S contém um ponto
qa € @, pelo que as componentes conexas de S sao numeraveis. Q.E.D.

Diz-se que S C X ¢ localmente conexo (resp., localmente conexo
por caminhos) se para todo ponto de S, todo conjunto aberto relativamente
a S a que o ponto pertence contém um subconjunto aberto que contém o
ponto relativamente a S conexo (resp., conexo por caminhos).

Tal como para a no¢ao de conjunto conexo, considerando S como subes-
paco métrico de X, a condicao anterior verifica-se ou nao independentemente
de se considerarem conjuntos abertos de X ou conjuntos abertos do subes-
paco S (i.e. conjuntos abertos relativamente a .S'). Assim, pode-se considerar
um conjunto localmente conexo como um espago localmente conexo e a
definicao pode ser simplificada considerando conjuntos abertos do espaco S.
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(I.32) Exemplos:

1. Se X é espaco métrico e S é subconjunto aberto de X , para todo z € S
existe bola aberta centrada no ponto contida em S e bolas abertas sao con-
juntos conexos; logo, subconjuntos abertos de espago métrico X (inclusiva-
mente o préprio X ) sao localmente conexos.

2. Considera-se o espago métrico R com a distancia usual d(z,y) =|z—y|,
S={0tu{i: neN}, I,=]-r,r[e S, =SNI, para r>0. Cada S, contém
0 e é aberto relativamente a S. Todo conjunto aberto relativamente a S
que contém 0 contém um conjunto S, para algum 0 <a<1; .S, ndo é um
intervalo e, portanto, é desconexo. Logo, S nao é localmente conexo.

3. Um exemplo simples de subconjunto nao localmente conexo denso no
espaco métrico R com distancia usual é QQ, pois o argumento no penultimo
periodo do exemplo 2 é véalido substituindo com S=Q.

4. No espago métrico R com a distancia usual S=]0,1[U]2,3[ é desconexo
porque nao é intervalo e, como é conjunto aberto, de 1, é localmente conexo.

5. O subconjunto S = {x+isin%: O<x<1} do espago métrico C com a
distancia usual é conexo porque é o fecho da imagem da fungdo continua
T4y — x+sin% definida no conjunto conexo |0, 1[+iR. Contudo, nao é
localmente conexo; e.g. todo subconjunto de S aberto relativamente a .S que
contém o ponto z% ¢é desconexo porque as rectas de equagao Rlez =35 +2km

com k €N nao intersectam SN B1 (2%) e todos subconjuntos abertos relativa-
4

mente a S que contém z% tém pontos com partes reais menores e com partes
reais maiores do que §+2k7m para k€N grande.

Estes exemplos mostram que um conjunto conexo pode ou nao ser local-
mente conexo e um conjunto localmente conexo pode ou nao ser conexo.
Seguem-se vérias caracterizagoes de conjuntos localmente conexos.

(I.33) Se S € um subconjunto de um espago métrico, as condigoes
sequintes sao equivalentes:

1. S € localmente conezxo,

i.e. Para todos x€S e U CS aberto relativamente a S que contém
x existe um subconjunto conexo aberto de U que contém x.

2. Para todos x €S e U CS aberto relativamente a S que contém x
existe um subconjunto conexo de U que contém um conjunto aberto
relativamente a S a que pertence x.

3. Todo subconjunto de S aberto relativamente a S € uniao de sub-
conjuntos conexos de S abertos relativamente a S.

Se S também € compacto, a condi¢do sequinte equivale as anteriores:

4. Para todo € >0 existe § >0 tal que dois pontos de S que distam

<6 pertencem a um subconjunto conexo de S com didgmetro <eg .

Dem.E claro que 3=1=2, 4=2.2=3 porque, de 2, se z€ S e U C S ¢ aber-
to relativamente a S, existe conjunto conexo C' contendo um aberto U > x.
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Logo, existe bola aberta B, (z) C U. Portanto, U = Uzey By, (z) e, como
as bolas de um espaco métrico sdo conexas, verifica-se 3. As implicagoes
estabelecidas, com a transitividade de implicagoes, provam que 1, 2, 3 sao
equivalentes. Para provar a equivaléncia com 4 se S é compacto, basta
provar que uma das condigoes 1,2,3 implica 4. Prova-se que 1 = 4. Se
O ¢é o conjunto de todos conjuntos conexos abertos relativamente a S com
didmetro < e, e § = inf{d(x,y): (x,y) € S?\Upegs U?}, com d a distancia,
como 5%\ Uyeg U? é subconjunto fechado do compacto 52, é compacto. E
§=d(z,y) para algum (z,y) € S*\Uyep U?, e, de 1, §>0. Q.E.D.

Funcoes continuas preservam compacidade e conexidade e em espacos
métricos também preservam compacidade e conexidade local simultanea. Em
particular, curvas num espagco métrico descritas por caminhos definidos em
intervalos compactos sao conjuntos compactos localmente conexos.

(I.34) Se X,Y sao espagos métricos, f: X —Y € continua e SCX €
compacto e localmente conexo, também f(S) é.

Dem. Como f(S) é compacto e preimagens de conjuntos abertos (resp.,
fechados) por fungoes continuas sdo conjuntos abertos (resp., fechados) rela-
tivamente a S, dado y € f(S) e uma vizinhanca N de y tem-se f~'({y})C S
fechado e f~Y(N) C S aberto, ambos relativamente a S, e como S é com-
pacto, f~'({y}) também é compacto. Seja & o conjunto dos subconjuntos
de f~1(N) conexos e abertos relativamente a S que intersectam f~1({y}).
Uvegf(U) é um subconjunto conexo de N porque é uniao de conjuntos cone-
xos (por serem imagens de conjuntos conexos por uma funcao continua) com
intersec¢do # () (por todos conterem y), e contém f(S) \ f(S\Uveaf(U)),
que é aberto relativamente a f(S) e contém y. Logo,de 2 no resultado
precedente, f(S) é localmente conexo. Q.E.D.

Segue-se uma condigao suficiente para um subconjunto fechado da super-
ficie de uma esfera em dimensao 3 com a distancia esférica ser localmente
conexo. Pode-se provar que esta condicao também é necessaria.

(I.35) Se K é um subconjunto fechado da superficie S* de uma esfera
em dimensao 8 com a distancia esférica, as fronteiras das componentes
conezas de S*\ K sdo localmente conexas e para todo € >0 o conjunto
dessas componentes com diametros >¢ € finito, K € localmente conexo.

Dem. De ([L3314), para todo >0 existe 56]0, 5 [ tal que para cada compo-
nente conexa U; de S\ K e dois pontos de oU. ; a distancia < pertencem a
um subsconjunto conexo de dU; de diametro < g . Para cada y€ KN Bs(x)
seja Gz, 0 arco de circulo maximo de S? com extremidades z e y de menor
comprimento ou se x e y sao diametralmente opostos um qualquer dos dois
desses arcos. Substituindo cada componente conexa de G ,\K por um sub-
conjunto conexo da fronteira do correspondente conjunto U; com diametro
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< § obtém-se um subconjunto conexo de K NN (z) que contém x e y . Logo,
K é localmente conexo. Q.E.D.

1.6 Espacos topolégicos (nao) metrizaveis

Nao é necessario, e por vezes nao é possivel, expressar relacoes de vizi-
nhanca em termos de distancias. E facil observar que muitas das proprieda-
des anteriores sao formuladas e estabelecidas a partir de conceitos definidos
em termos de conjuntos abertos. Os conjuntos abertos sao definidos em es-
pacos métricos com base numa distancia, mas a nogdo de espago topoldgico
considera directamente conjuntos abertos a partir de propriedades bésicas,
independentemente da nogdo de distancia. Nem todos espagos topologicos
sao metrizaveis. O objectivo desta seccao é alertar para a nocgao de espaco
topoldgico e para alguns dos seus aspectos elementares, considerados a pro-
posito das nocgoes das secgoes anteriore.

Dado um conjunto X # () chama-se topologia em X a uma familia .7
de subconjuntos de X que contém X e (), e é fechada para unides (finitas ou
infinitas) e intersecgoes finitas de conjuntos. Um espago topolégico é um
conjunto X # () com uma topologia. Os conjuntos abertos de um espago
topoldgico sao os elementos da sua topologia.

Tal como em espacos métricos, um subconjunto Y de um espaco topolo-
gico X com topologia .7 é um espaco topologico com a topologia que consiste
na intersec¢ao de Y com os elementos de .7, i.e. 0s conjuntos abertos re-
lativamente a Y, pelo que se diz que esta é a topologia em Y herdada
da, ou induzida pela, topologia em X, e que este espago topologico Y é um
subespago topolégico de X.

Diz-se que uma familia % de conjuntos abertos de um espaco topologico
é base da topologia se para cada ponto e cada conjunto aberto U que o
contém existe um elemento de 4 contido em U que contém o ponto.

A familia das bolas abertas de um espago métrico é uma base da topologia
do espago. Dada uma base de uma topologia, os conjuntos abertos sao todas
as unioes (finitas ou infinitas) de elementos da base.

E util poder especificar uma topologia a partir de uma base, para o que
é necessério identificar as propriedades que uma familia de conjuntos deve
satisfazer para ser base de alguma topologia.

Uma familia 4 de subconjuntos de X # () € base de alguma topologia
em X se e so se cada ponto de X estd contido em pelo menos um elemento
de B e para cada ponto da interseccao de dois elementos de P existe um
elemento de A contido nessa intersec¢ao que contém o ponto.

Hd espacos topologicos que ndo sao métricos. Um exemplo trivial é
X ={0,1} com topologia .7 = {@, {0}, {0, 1}}, pois sed fosse distancia em X,
seria d(0,0)=0=4d(1,1), d(0,1)=D>0 e Bp(1)={1}¢ .7 seria aberto.

205 . . . . .

Um excelente texto de topologia geral que contém os aspectos aqui mencionados e muitos

outros é o livro de J.R. Munkres indicado na bibliografia: Topology, 2™¢ edition, Prentice-Hall,
Englewood Cliffs, New Jersey, 2000. Munkres, James (1930-).
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Para dar um exemplo mais natural de espaco topoldgico nao métrico
considera-se a noc¢ao de seminorma em espacos lineares reais ou complexos.

Chama-se seminorma num espago linear real ou complexo V a uma
funcdo com as propriedades de definicdo de norma excepto que pode haver
vectores nao nulos com seminorma nula.

Uma seminorma num espago linear real ou complexo pode nao ser uma
norma, e.g. no espaco linear complexo das das fun¢oes continuas do intervalo
real [—1,1] em C, designado C°([~1,1],C), f+|fl=1f(0)|.

Qualquer familia de seminormas num espaco linear V real ou complexo
define uma topologia em V pelos conjuntos S tais que S = int S, em que
xre€int S se para todo feF existe r>0 tal que {yeV: |ly—z|f<r}cCS.

O espaco linear complexo das func¢oes com valores complexos definidas
e continuas na bola fechada cl B (0) C C, designado C°(cl B1(0),C), com a
familia de seminormas F = {|| - [|z}zec1 B, (0), €m que [|f[l. =[f(z)|, é¢ um
espago topologico que nao é metrizdvel (i.e. ndo existe qualquer distancia
neste espaco que defina a mesma topologia). Neste espago, uma sucessao
{fn} converge para f se e s6 se converge pontualmente para f, ou seja
fn(x) = f(x) qualquer que seja x € [—1,1], pelo que se diz que a topologia
definida pela familia de seminormas considerada é a topologia da conver-
géncia pontual em C° (cl B1(0), (C) . Outro exemplo 1util é a topologia da
convergéncia uniforme em conjuntos compactos, por exemplo no conjunto
CY(C,C) das fungdes continuas f: C — C, com a familia de seminormas
F=A{|l"llx } ke, em que £ ¢é o conjunto dos subconjuntos compactos de C
e para cada K €% e f€C%C,C), ||f|lx =max f(K), chamada topologia
compacta-aberta?d em C°(C,C).

Os conceitos considerados em espacos métricos na seccao 2 sao todos de-
finidos em termos de conjuntos abertos, com excepcao das nocoes de bola
aberta, conjunto limitado, conjunto totalmente limitado, didmetro de con-
junto, Sucessao de Cauchy, espaco completo, fungdo uniformemente continua
e oscilacao de funcao, pelo que, com excepcao destas 8 nocoes, podem ser
considerados em espacos topologicos. E de notar que em espacos topologicos
uma sucessao pode ter mais de um limite, e pode ter um ponto limite que
nao ¢é limite de uma qualquer das suas subsucessoes. O Teorema de Baire
pode falhar; se é valido, diz-se que é um espago topoldgico de Baire.

As nogoes de conjunto e espago compacto da sec¢do 3 também fazem
sentido no contexto mais geral de espagos topoldgicos, pois sao definidas
em termos de conjuntos abertos. Portanto, os resultados da secgdo 3 para
conjuntos compactos sao validos em espagcos topologicos, com excep(;é

de (LD), LY), @1D), @I1T), [C12), (CL14), (LI5), (LI8) e (LI

208F6i introduzida em 1945 por Ralph Fox (1913-1973). O nome é porque uma base da topologia
é o conjunto dos conjuntos V(K,U)={fcC%C,C): f(K)CU} com K compacto e U aberto.

207para distinguir nas seccoes 3 e 4 os resultados que permanecem vélidos em espagos topold-
gicos sdo enunciados sem referir que sdo subconjuntos de espacos métricos, enquanto os que nao
permanecem validos em espacos topoldgicos arbitrarios referem no enunciado espagos métricos.
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A parte de ([7) que respeita a conjuntos limitados nio faz sentido em
espagos topologicos gerais, pois depende da nogao de distancia. A parte que
respeita a conjuntos fechados pode ser provada com o argumento alternativo
seguinte: se K é subconjunto compacto de um espac¢o métrico X e x € X\ K,
como {By.2)/2(k) : k€ K} & cobertura aberta de K, existe subcobertura
finita de K, {Bd(kj,a:)/2(kj): j=1,....,n},e U= m?:le(kj,a:)ﬂ(x) é aberto,
contém x e ndo intersecta elementos dessa subcobertura finita de K ; logo,
xeUC X\K, pelo que X\ K é aberto e K fechado. Este argumento exige
que para qualquer par de pontos distintos do espago haja pares de conjuntos
abertos disjuntos com cada um dos pontos. Quando é assim, diz-se que o
espaco topolégico é um espago de Hausdorff. Em espagos topoldgicos de
Hausdorff o argumento anterior pode ser aplicado e, portanto, subconjuntos
compactos destes espacos sao fechados, pelo que a parte de ([1) que respeita
a conjuntos fechados é valida em espagos topoldgicos de Hausdorft.

Limitacao total, diametro, continuidade uniforme e distancia de dois con-
juntos sdo nog¢des métricas. Nao fazem sentido em espagos topoldgicos e,
assim, a parte de ([7)) relativa a conjuntos limitados, (L8), (L17), (L15)),
(L18) e (L1I9) nem sequer podem ser formulados em espagos topologicos. Na
prova de ([14), (L7) ¢ a anica propriedade que se usou que pode falhar em
espagos topologicos gerais, pelo que ([L14]) ¢ valido em espagos de Hausdorff.

Quanto ao Teorema de Bolzano-Weierstrass ([I1)), a prova da necessi-
dade da condigao permanece valida em espacos topoldgicos gerais, mas a da
suficiéncia usa limitagao total e a covergéncia de toda Sucessdo de Cauchy
com um ponto limite, que podem falhar em certos espagos topologicos. A
Propriedade de Bolzano-Weierstrass nao ¢é suficiente para compacidade em
espacos topologicos arbitrarios, mas é possivel provar que é equivalente a
compacidade em espacos topoldgicos que tenham uma base cujos elementos
que contém cada ponto do espaco sejam numeraveis. Quando um espaco
topoldgico tem esta propriedade diz-se que satisfaz o 1° axioma de nume-
rabilidade. Como R é um espago métrico separavel, todo espaco métrico é
um espaco topoldgico que satisfaz o 1° axioma de numerabilidade.

As nocoes de conjunto e espaco conexo da seccao 4 também fazem sentido
no contexto mais geral de espacos topoldgicos, pois sao definidas em termos
de conjuntos abertos. Pela mesma razao, os resultados da seccdo 4 para
conjuntos conexos sao validos em espagos topoldgicos gerais, com excepga
de (C23), (L25), ([C28), (L30), ([L31), [L33) e ([L34).

(L23)) respeita a subconjuntos de R.

A prova de ([23]) exige que toda vizinhan¢a de um ponto contenha uma
vizinhanca do ponto conexa por caminhos, i.e. que o espaco seja localmente
conexo por caminhos, o que equivale a existir uma base da topologia de
conjuntos conexos por caminhos. Logo, ([25]) ainda é valida em espacos to-
pologicos localmente conexos por caminhos. Um espaco topoldgico pode ser

298 Ver a nota de pé de pagina anterior.
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localmente conexo por caminhos sem ser conexo e vice versa. E semelhante
para (L30), substituindo localmente conexo por caminhos por localmente
conexo, o que equivale existir uma base da topologia de conjuntos conexos.

A prova de ([28)) exige que para qualquer par de pontos distintos do
espaco haja pares de conjuntos abertos disjuntos que contém cada ponto, ou
seja que o espaco topoldgico seja de Hausdorft.

(L3T)) nao ¢ valido para todos espagos topologicos, mas é valido se existe
uma base numeravel da topologia, caso em que se diz que o espago topoldgico
satisfaz o 2° axioma de numerabilidade, e qualquer familia de conjun-
tos abertos disjuntos é numeravel. Pode-se provar que todo espago métrico
satisfaz o 2° axioma de numerabilidade se e s6 se € separdvel.

(L33) e (L34]) ndo sao validos em todos espagos topologicos, mas sim em
espacos topologicos de Hausdorff.

A validade do 2° axioma de numerabilidade implica a validade do 1°
axioma de numerabilidade, acima referido como condi¢ao que assegura a
validade do Teorema de Bolzano-Weierstrass num espago topoldgico.

2

A relacdo entre espacos topologicos e espagos métricos é essencial, em
particular o esclarecimento das condigoes em que um espaco topoldgico é
metrizéve, i.e. em que existe uma distancia tal que a topologia que
define coincide com a do espago topoldgico inicial. Uma 1* grande contri-
buicao para esta questdao foi o Teorema de Metrizagcao de Uryshon,
que estabelece que uma condi¢do suficiente para um espaco topoldgico ser
metrizavel é satisfazer o 2° axioma de numerabilidade e ter a propriedade de
para qualquer par de um ponto e um conjunto fechado que nao o contenha
existir um par de conjuntos abertos disjuntos em que um deles contém o
ponto e o outro contém o conjunto; quando um espaco topologico tem esta
propriedade diz-se que é um espaco regular.

Pode-se verificar que com uma topologia tal que para cada par ordenado
de pontos distintos existe um conjunto aberto que contém um dos pontos e
nao o outro, todos conjuntos singulares de pontos do espaco sao fechados.
Logo, esta propriedade é mais fraca do que a condi¢do que define espaco de
Hausdorff, acima referida como condi¢ao que assegura a validade de (L7), e
esta é mais fraca que a condigdo que define espaco regular. Portanto, os es-
pacgos requlares sao espacos de Hausdorffe em espacos regulares 0s conjuntos
com um sé ponto sao fechados.

Os espagos métricos sdao espagos regulares, pelo que a condi¢ao de um
espaco topoldgico ser regular é necesséria para ser metrizavel. Contudo, a
validade do 2° axioma de numerabilidade nao é necessaria. O Teorema de
Metrizagao de Nagata-Smirnov estabelece que um espaco topoldgico é
metrizdavel se e so se € regular e tem uma base numeravelmente localmente

209para provas dos teoremas de metrizagao referidos a seguir ver, e.g. o livro de J.R. Munkres
referido na bibliografia final.
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ﬁm’t@. Como consequéncia obtém-se o Teorema de Metrizagao de
Bing, que estabelece que um espaco topolégico € metrizdvel se e so se €
reqular e tem uma base numeravelmente localmente discreta. Também se
obtém o Teorema de Metrizagao de Smirnov, pelo qual um espaco
topoldgico é metrizavel se e so se é paracompacto e localmente metrizdvel.

1.7 Espacos de homologia-1 e de homologia-0

No capitulo 7 consideram-se Cadeias de caminhos com coeficientes intei-
ros e grupos de Homologia. De modo a tirar partido do que se sabe sobre
dimensao de espacos lineares e evitar introduzir conceitos adicionais para
grupos, consideram-se aqui Cadeias com coeficientes reais.

Chama-se Cadeia-1 em Q@ C C a T =%, _ %, em que r € N,
c; €R e v, sdo caminhos seccionalmente regulares em €2, para k=1,...,r,
considerando duas Cadeias-1 iguais se os integrais sobre elas de cada
funcdo continua definida na unido I'* das curvas descritas pelos caminhos
que as compoem sao iguais, com frf = > ckf%f. Diz-se que uma
Cadeia-1 é um Ciclo-1 em () se é combinacao linear de caminhos fechados
em Q. Chama-se Indice do Ciclo-1 I' em relacio a um ponto p € C \ I
a Indp(p) =>"}_; ¢k Indy, (p) . Diz-se que Ciclos-1 I', ¥ em 2 sdo Ciclos-1
Homoélogos em (2 se Indp =Indy em C\2. A relagdo de Homologia entre
Ciclos-1 em 2 é uma relagao de equivaléncia e as correspondentes classes
de equivaléncia constituem um espago linear real designado H:€2 e chamado
espaco de Homologia-1 de ().

Define-se analogamente Cadeia-0 em (), substituindo na definicao de
Cadeia-1 em ) caminhos seccionalmente regulares por pontos em 2 e o
integral de uma fungdo continua f sobre uma Cadeia-1 I' pelo valor de uma
funcao f numa Cadeia-0 P =, _, cxgpr. Diz-se que P,Q sio Cadeias-0
Homdlogas em (2 se f(P)= f(Q) para todas funcoes constantes em cada
componente conexa de ). A relacdo de Homologia entre Cadeias-0 em ) é
uma relacdo de equivaléncia cujas classes de equivaléncia formam um espaco
linear real, designado Hof) e chamado espago de Homologia-0 de ).

HyQ da informacao sobre as componentes conexas de 2 e H1{2 sobre as
componentes conexas limitadas de C\Q. Em particular, o n° de compo-
nentes conexas de ) € a dimensdo do espaco linear HoS) e, no caso do n°
de componentes conexas de §) ser finito, uma base de HoQ) € um conjunto
de pontos de 2 com exactamente um elemento em cada componente conera

210Dy se que uma familia de subconjuntos de um espago topoldgico é localmente finita (resp.,
localmente discreta) se todo ponto do espago tem uma vizinhanga que intersecta apenas um
n® finito de (resp., no maximo um dos) elementos da familia. A uma unido numerével de familias
localmente finitas (resp., localmente discretas) chama-se familia numeravelmente localmente
finita (resp., numeravelmente localmente discreta).
2Mum espago paracompacto é um espaco topolégico de Hausdorff tal que toda a sua cobertura
aberta tem um refinamento aberto localmente finito que cobre o espaco, em que um refinamento
aberto de uma familia de conjuntos é uma familia de conjuntos abertos em que cada elemento
estd contido num elemento da familia inicial. Um espacgo topolégico é localmente metrizavel
se todo ponto do espago tem uma vizinhangca em que a topologia induzida é metrizavel.



198 Apéndice I

de Q. Analogamente, o n° de componentes conezas limitadas de C\Q € a
dimensao do espaco linear H1§2 e, no caso do n° de componentes conexras
limitadas de C\ Q ser finito, uma base de H1€Q € um conjunto de Ciclos-1
em §2 correspondentes a cada wma das componentes conexas limitadas de
C\Q e com Indice 1 nessa componente e 0 nas outras.

Seja I'=)";_ ¢y, uma Cadeia-1 em QCC, com reN, ¢t €R e v
caminhos seccionalmente regulares em 2. Sem perda de generalidade,
consideram-se estes caminhos definidos em [0, 1]. Chama-se bordo do ca-
minho ~:[0,1] - C a Cadeia-0 9y =~(1)—~v(0), bordo da Cadeia-1T" a
Cadeia-0 O' =3, _, cx O, e diz-se que uma Cadeia-0 P em € é um bordo-0
em () se existe uma Cadeia-1 I' em €2 tal que P=0T.

O bordo de uma Cadeia-1T" € vazio se e sé se I € um Ciclo-1. Dois pontos
de  sdo as extremidades de algum caminho em ) se e s6 se pertencem a
uma mesma componente conexa de 2. Duas Cadeias-0 em 2 sGdo Homdlogas
em ) se e so se diferem de um bordo-0 em ).

Analogamente, se R:[0,1]x[0,1] — C é continua e tal que os caminhos
que sao as restrigoes de R as arestas de [0, 1] x [0, 1], i.e.
V172,73, 74:(0,1] =€, com 1 (8) =(£,0), 72(t) = (1,8), y3(t) = (£, 1), 7 (t) = (0, 1),
sdo seccionalmente regulares, bordo de R é a Cadeia-1 OR="1+72—"Y3—V4
(Figura [L3)) e diz-se que uma Cadeia-1 I' em Q é um bordo-1 em () se é
uma combinacado linear finita de bordos de funcées Ry com as propriedades
acima consideradas para R, mas com valores em Q. E claro que um Ciclo-
1 em Q Homdlogo a zero em ) é combinacgao linear de caminhos fechados
seccionalmente requlares com Indices zero em C\Q, cada um Homdlogo a
um bordo-1 em Q. Dois Ciclos-1 em ) sao Homdlogos em ) se e so se
diferem de um bordo-1 em 2.

R'Y,
Figura 1.3: Bordo de R:[0,1]x[0,1] =C, dR=v1+72—v3—4

I.8 Teorema da curva de Jordan

Nesta seccao prova-se o resultado seguinte.

(I.36) Teorema da Curva de Jordan: Se J C C € uma curva de
Jordan, C\J tem duas componentes conexas, uma limitada e a outra
ilimitada, ambas com fronteira J.
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Figura [.4: Curva de Jordan J

Seja J C C uma curva de Jordan, A # B pontos em J e Ji,Jo as cur-
vas com extremidades nestes pontos tais que JyUJy =J e JiNJo={A, B}
(Figura [[4). Provar que C\.J tem exactamente duas componentes conexas
é equivalente a provar que dim Hy(C\J) =2, para o que se considera uma
Cadeia de transformagdes lineares definidas entre espacos de Homologia

Hi(C\{A, B}) - Ho(C\J) - Hy(C\{A, B}),

e se calcula a dimensao do niicleo e do contradominio da transformacao
linear ¢, designadas, resp., nul¢ e rank ¢, pois, de Algebra Linear elementar,
dim Hy(C\J) = nul t+rank ¢ .

¢ transforma cada classe de Homologia-0 de C\J que contém p € C\J
na classe de Homologia-0 de C\{A, B} que contém p. Se p,q sdo pontos de
uma mesma classe de Homologia-0 de C\ J, pertencem a mesma componente
conexa deste conjunto e, como {A,B}CJ, C\JCC\{A,B} e C\{A,B} ¢
conexo, também pertencem & mesma classe de Homologia-0 de C\{ A, B}, pelo
que ¢ é uma transformagao linear de Hyo(C\J) em Ho(C\{A, B}). C\{A4, B}
é conexo, ¢ é sobrejectiva e dim Hy(C\{A4, B})=1, pelo que rank t=1.

d é definida em cada classe a de Homologia-1 de C\{A, B} do modo
seguinte. Toma-se um Ciclo-1 v € . De ([37) abaixo, existem Cadeias-1
v1 em C\J; e y9 em C\ Js tais que y=~;+72. Como 0y, + Oy, =907=0,
07v1 = —079 é simultaneamente uma Cadeia-0 em C\.J; e em C\J; . Define-se
da= [671] =— [872] , em que [8%], k=1,2, designa a classe de Homologia-
0 em C\J que contém a Cadeia-0 07y . Para que § seja uma funcdo de
H(C\{A, B}) em Hy(C\ J) é necessario que para 7, 71,7v2 € ¥, 71, y2 COm as
propriedades acima, dv; seja Homdloga-0 a 97, em C\ J, o que resulta de
(L38) abaixo. d é uma transformagao linear de Hq(C\{A, B}) em Hy(C\J).
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(I.37) Se v € uma Cadeia-1 em C\{A, B}, existem Cadeias-1 1 em
C\J1 ey em C\Js tais que y=~1+2 .

Dem. Como ~* é compacto, do Lema de Lebesgue ([L.I7), v pode ser sub-
dividido num n° finito de caminhos, cada em C\J; ou C\Jo. Define-se a
Cadeia-1 ~; pela soma dos caminhos da subdivisao contidos em C\J; e a
Cadeia-1 o pela soma dos restantes caminhos da subdivisao. Q.E.D.

1
01 1 Rk N
v,
00
O 1

Figura 1.5: Operador de subdivisao usado na prova de (L38)

(1.38) Se~,7 sdo Ciclos-1 Homologos em C\{A, B}, ~;,7; sdo Cadeias-
1 em C\Jj, j=1,2, tais que y="1+72, Y=71+72, entdo 01,071 sio
Cadeias-0 Homdlogas em C\ J.

Dem. Como ~,7 sao Ciclos-1 Homoélogos em C\{A, B}, v—7% é um bordo-1
em C\{A,B} e v =3 = >, _1ckORg, em que r € N, ¢, € R ¢
Ry, :[0,1] x[0,1] — C sao fungdes continuas tais que as restrigoes as arestas
de [0,1]x[0, 1] s&o caminhos seccionalmente regulares. Define-se um opera-
dor de subdivisao S que transforma cada Rj na soma das quatro fungoes
Ril :[0,1]x[0,1] = C, 4,1 € {0,1}, obtidas dividindo 80 meio cada uma das
arestas de [0, 1] x [0, 1] e reescalando-as de modo a R] (t,s)= Rk(J+t, sy,
Define-se o bordo 8S(Ry)=>.? Si=1 ORy ! Analogamente S transforma cada
caminho o : [0, 1] — C na soma dos d01s caminhos o;: [0 1] —-C, je{0,1}
tais que o;(t) = O'(j+t) . Define-se o bordo 9S(o) = Z 1 00; . S estende-
se linearmente a combinagoes lineares de caminhos deﬁnldos em [0,1] por
S35 i ckor) =h_y cxS(ox) . E S(ORy)=0S(Ry,) (Figura [L5).

Do Lema de Lebesgue ([I7), por um n° finito m € N de aplicagoes do
operador de subdivisdo obtém-se S"(9Ry) como soma finita de bordos-1,
cada um em C\J; ou C\Jy. Portanto, a Cadeia-1 y—5=3;_, cxORy, em
C\{A, B} é uma combinagao linear finita de bordos-1, cada um em C\ J;
ou C\Jy. Designa-se \; a Cadeia-1 em C\J; que consiste nos termos que
envolvem bordos-1 em C\Ji, e Ay a Cadeia-1 em C\J; obtida subtraindo a
combinagao linear os termos que envolvem bordos-1 em C\J;. Como A\ é
um bordo-1 em C\Jj, é um Ciclo-1 e 9A\; =0. Como

Attde =7=F =n+r2—Nn+%,
A —71+71=—A2+72—72 é simultaneamente uma Cadeia-1 em C\J; e em
C\ Ja, e, portanto, é uma Cadeia-1 em C\J com bordo
OM—r1+71) = 0A =071 +07 = 01 =0 -
071 —0v é bordo-0 e 01,071 sdo Cadeias-0 Homoélogas em C\J. Q.E.D.
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C\{A, B} tem duas componentes conexas limitadas {A} e {B}. Logo,
dim H;(C\{A4, B})=2 e uma base deste espaco consiste no par de caminhos
regulares simples que descrevem no sentido positivo circunferéncias o ,, 0,
com centro, resp., em A, B e o mesmo raio r€|0,|A—DB|[.

Como J é compacto, existe um circulo que contém J e estd contido na
componente conexa ilimitada de C\J . A fronteira deste circulo esta contida
na mesma componente conexa de C\J; logo, se o; é um caminho regular
simples que a descreve no sentido positivo, 5[0 J] =0 (Figura [.4). Como,
Ind,,(A)=1, ¢ [O'J] #0 e, portanto, nul 6 >1.

Se J é descrita por um caminho seccionalmente regular v, , de (), com
r >0 suficientemente pequeno para B,(A)NJ ser um arco conexo, B.(A4)\J
¢ a uniao de duas componentes conexas tais que se pi,ps sao pontos de
cada componente, ¢ |Ind, (p2) —Ind,(p1)| =1, pelo que p;1,ps pertencem a
componentes conexas diferentes de C\J, e 6[0A] =+ [pl —pg], rankd>1.

Como dim H;(C\{A,B})=2, érankd>1 enuld>1, e, do Teorema da
Caracteristica e Nulidade de transformacdes lineares

rank 6+nul § = dim H;(C\{A4, B}),

rankd = nuld = 1. Do resultado seguinte, N(:) = R(d), pelo que
rankd =nul. = 1. Logo, dim H;(C\{A4, B}) = rankd+nuld = 2, o que
conclui a prova do teorema para curvas seccionalmente regulares.

(I.39) O nicleo N(¢) de v: Ho(C\J)— Ho(C\{A, B}) e o contrado-
minio R(5) de §: H(C\{A, B}) — Ho(C\J) sao iguais.

Dem. Se aw € H(C\{A,B}), §(«v) é uma classe de Homologia-0 de C\ J
que contém uma Cadeia-0 soma finita de diferencas de pares de pontos em
C\J. Logo, ¢ () é uma classe de Homologia-0 de C\{A, B} que contém a
Cadeia-0 referida. Como C\{A4, B} é conexo e C\J C C\{A4, B}, cada par
dos pontos considerados estd na mesma componente conexa de C\{A, B},
pelo que a sua diferenga é Homdloga-0 em C\{A, B} a zero e td(a) =0.
Logo, R(6) CN(¢). Por outro lado, se uma classe de Homologia-0 [P] em
C\J pertence ao nicleo de ¢, t([P])=0€ Ho(C\{A, B}), ¢, como i([P]) é
a classe de Homologia-0 em C\{A, B} que contém a Cadeia-0 P, esta é um
bordo-0 em C\{A, B}. Portanto, existem Cadeias-1 7y; em C\J; e 72 em
C\ J; tais que P=07v; =07,. A Cadeia-1 y=7;—72 em C\{A, B} satisfaz
0y =071 — 07 =0, pelo que é um Ciclo-1 em C\{A, B}. Se «a é a classe
de Homologia-1 de C\{A, B} que contém v, é §(a) = [0v1] = [P]. Logo,
N()CR(9). Q.E.D.

A hipoétese da curva de Jordan J ser seccionalmente regular foi usada ape-
nas para considerar o Indice de um caminho que a descreve como definido no
capitulo 4 e para aplicar o resultado (Z.I)) que estabelece que o Indice de um
caminho seccionalmente regular altera-se de 1 se for atravessado transversal-
mente. Contudo, a no¢ao de Indice e o resultado (ZI)) podem ser estendidos
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para caminhos de Jordan arbitrérios. Para tal basta ver que para um cami-
nho de Jordan v em C arbitrario e todo par de pontos p € v* e g € C\~*
existe um circulo aberto com centro em p cuja intersecgdo com v*U{q} é
um arco conexo e nao fechado de v*, como se prova no resultado seguinte,
pois dado g € C\v* existe uma cobertura aberta de * por circulos abertos
com a propriedade indicada e, como ~v* é um conjunto compacto, existe uma
subcobertura finita de +*, e o valor em ¢ do Indice de um caminho poli-
gonal inscrito em « com cada um dos segmentos contido num dos circulos
da subcobertura finita é independente da cobertura e do caminho poligonal
inscrito considerados. Define-se Ind,(g) por esse valor (Figura [LG). Com
esta defini¢ao, (I é vélido para todos caminhos de Jordan, mesmo nao
seccionalmente regulares. Em consequéncia, a argumentacao acima também
é valida para quaisquer curvas de Jordan em C, o que estabelece o Teorema
da Curva de Jordan enunciado em ([36).

Figura I.6: Definicao de Ind (¢) se v nao é seccionalmente regular
em termos do Indice de um caminho poligonal inscrito em -y

(I.40)  Se v € caminho de Jordan em C, para cada par de pontos
pEN* e qe C\v* existe um circulo aberto com centro em p cuja in-
tersec¢ao com v*U{q} é um arco conexo e nao fechado de v*.

Dem. A fungdo d = |y —p| é continua no conjunto compacto [a,b] e, do
Teorema de Weierstrass de extremos de func¢oes continuas, assume um valor
méximo M >0 neste conjunto. Por subdivisoes ao meio sucessivas de [0, M|
obtém-se uma sucessao de conjuntos S, = dil([O, 2%]) tais que Sp4+1 C Sy
e cada S, é uma unido de subintervalos fechados de [a,b]. Se t €N Sy,
como d é continua, é d(t) = 0. Como 7 ¢ injectiva e v(a) = v(b), é
7~ 10)={a,b} ou v~ 1(0)={to} com a<ty<b. No 1° caso é t=a ou t=b,
e no 2° caso é t=ty. Logo, existe N €N tal que para n> N no 1° caso S,
é a unido de dois intervalos fechados, S, = [a,t,] U [t,,b] e no 2° caso é um
intervalo fechado [t,,t,] que contém to. Para n> N tal que 2Mn <|p—q|, a
restricao de v a S, é um arco conexo nao fechado de v* que é a intersecgao

de v* U {q} com o circulo B (p). Q.E.D.
2n

Uma consequéncia imediata deste resultado é que uma curva de Jordan
no plano € Homeomorfa a uma circunferéncia.
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Um outro enunciado usual do Teorema da Curva de Jordan é que uma
curva de Jordan num plano separa-o em duas componentes conexas, uma
limitada e outra ilimitada. De uma das caracterizacoes de regioes simples-
mente conexas em (??) obtém-se que a componente conexa limitada do com-
plementar de uma curva de Jordan num plano é uma regidgo simplesmente
coneza, pois o seu complementar é a unido da curva de Jordan com a com-
ponente conexa ilimitada do seu complementar. Além disso, a componente
conexa ilimitada do complementar de uma curva de Jordan num plano é mul-
tiplamente conexa com conectividade 2, pois o seu complementar é a uniao
da curva de Jordan com a componente conexa limitada do complementar
desta curva.

Do Teorema do Mapeamento de Riemann e do Teorema de Carathéodory
de correspondéncia de fronteira, o fecho da componente conexa limitada
do complementar de uma curva de Jordan é Conforme, e portanto Home-
omorfo, ao circulo fechado cl By com raio 1 e centro na origem do plano
complexo. Por outro lado, por projeccao estereografica do plano complexo
numa superficie esférica com vértice num seu ponto, e nova projeccao es-
tereografica da superficie esférica no plano, mas com vértice no ponto da
superficie esférica diametralmente oposto, o fecho da componente conexa ili-
mitada do complementar de uma curva de Jordan seccionalmente regular é
Homeomorfa a B1\{0} que, por sua vez, ¢ Homeomorfa a C\ By . Obtém-se,
assim, uma prova simples do Teorema de Schoenﬁie para o plano:
Um Homeomorfismo de S'=0B; numa curva de Jordan J num plano pode
ser estendido a wm Homeomorfismo do plano no plano, que transforma o
circulo aberto limitado por S' na regidgo do plano limitada por J e o com-
plementar daquele circulo no fecho da componente conexa ilimitada do com-
plementar de J no plano.

O Teorema da Curva de Jordan no plano implica que toda curva fechada
numa superficie esférica separa-a em duas componentes conexas. Neste caso
o Teorema de Schoenflies assegura que os fechos destas componentes com-
plexas sao ambos Homeomorfos ao fecho de uma semiesfera.

O Teorema da Curva de Jordan é um caso particular de resultados to-
polégicos conhecidos por teoremas de separagao. Por exemplo, com base
em espacos de Homologia de ordens superiores pode-se provar que uma es-
fera de dimensao n é separada em duas componentes conexas por qualquer
seu subconjunto Homeomorfo a uma esfera de dimensao n—1. Contudo, o
Teorema de Schoenflies nao é valido em geral para n > 2 e a sua validade
depende do modo como a esfera de dimensao n—1 estd mergulhada na de
dimensao n, o que revela a subtileza destas questoes.

212v/er seccao “Regides simplesmente conexas conformes” no capitulo 10.
213Schoenflies, Arthur (1853-1928).
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1.9 Triangulacao de superficies compactas conexas

Como referido na introdugao a este apéndice, a 12 prova de toda superficie
compacta conexa ser Triangularizavel foi por T.Radd em 1925. Apresenta-se
aqui a prova mais simples obtida em 1992 por C. Thomassen.

Chama-se Superficie a um espaco topoldgico tal que todo ponto tem
uma vizinhanga Homeomorfa a uma bola B,.(0) de R?.

Uma maneira comparativamente facil de provar que toda Superficie com-
pacta conexa tem Triangulacao utiliza Grafos.

Chamarse Grafo G & unido de dois conjuntos finitos disjuntos V(G) e
E(G), com elementos chamados, resp., vértices e lados de G, tais que a
cada lado estao associados 2 vértices distintos, chamados extremidades do
lado; designa-se um lado com vértices X, Y por XY. A um Grafo subcon-
junto de um Grafo G chama-se Subgrafo de G. Chama-se caminho em
G a uma sequéncia finita de lados, com lados consecutivos partilhando uma
das extremidades. Chama-se Ciclo em G a um caminho com o vértice final
coincidente com o inicial. Se G é Grafo e ACG, G— A ¢é o Grafo obtido de
G suprimindo os vértices e os lados em A e os lados em G com uma extre-
midade num vértice em A. Diz-se que um Grafo G é conexo se todo par
de vértices pode ser ligado por um caminho em G . Diz-se que um Grafo G
¢ conexo-2 se é conexo-2 e para cada vértice X o Grafo G—{X} ¢é conexo.

(I.41) Se H ¢€ Subgrafo de Grafo G e ambos sdo Grafos conexos-2, entao
G pode ser obtido de H acrescentando sucessivamente um lado de G que
ainda nao pertence ao Grafo com extremidades vértices deste Grafo.

Dem. Se H=_G nao ha nada a provar. Se H #(G, como G é conexo, existe
algum lado em G\ H com extremidades um vértice X em H e outro Y em
G. Como G é conexo-2, G\{X} é conexo. Considera-se um caminho em
G\{X} com n° de lados minimo e extremidades Y e um vértice de H. Um
tal caminho vy nao nao tem lados de H devido & condicao de minimalidade
considerada. O caminho que se obtém comecando com XY e prosseguindo
com y tem vértices inicial e final em H e lados fora de H. Adicionando este
caminho a H obtém-se um Grafo conexo-2 H' ¢ o n° de lados G fora de H' é
menor do que o n° de lados de G fora de H. Repetindo sucessivamente este
procedimento, o processo termina quando nao h& mais lados a adicionar,
obtendo-se o Grafo G. Q.E.D.

Diz-se que um Grafo G pode ser Mergulhado num espaco topologico T'
se os vértices de G podem ser biunivocamente representados por pontos de
um subconjunto de S e cada lado de G pode ser representado por uma curva
simples em S com extremidades os vértices desse lado com cada par lados
com no maximo uma extremidade comum. Diz-se que o Grafo Mergulhado
em R? ¢ Grafo Plano e que um Grafo pode ser Mergulhado em R? é um
Grafo Planar. Se G é Grafo Plano, as componentes conexas limitadas
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de R?\ G chamam-se Faces de G e a componente conexa ilimitada chama-
se Face Exterior de G. Se G é Grafo Plano conexo-2, chama-se Ciclo
Exterior de G & fronteira da Face Exterior de G.

Se C' & curva fechada em R?, designam-se a unido das componentes co-
nexas limitadas de R?\C por bd C e o conjunto C'Ubd por bd C .

Se 1,72 sdo curvas de Jordan e Gi,G9 sdo Grafos Planos conexos-2
com a uniao dos resp. lados coincidente com, resp., G, G acrecentados de
arcos poligonais simples incluidos em, resp., bd i, bd~s, diz-se que G1, G
sao Planarmente Isomorfos se existe isomorfismo de G; em Gy tal que
um Ciclo em G é fronteira de uma Face de G se e s6 se esse isomorfismo
transforma esse Ciclo na fronteira de uma Face de G’ e transforma o Ciclo
Exterior de G no Ciclo Exterior de G’, e a um tal isomorfismo chama-se
Isomorfismo Planar.

(1.42) Se G e G' sdao Grafos Planos conexos-2 e g é Homeomorfismo
e Isomorfismo Planar de G sobre G', entdo g pode ser estendido a um
Homeomorfismo em todo plano.

Dem. Se G é um Ciclo, é consequéncia do Teorema de Schoenflies no final da
seccao precedente. Caso contrério, de (L41)), existe Subgrafo conexo-2 G de
G que contém o Ciclo Exterior de G tal que G obtém-se de (G acrescentando
um caminho v em G em bd C, com C um Grafo que delimita uma Face de
G1. Repete-se sucessivamente este procedimento, primeiro a G1 e depois aos
dois Ciclos de CU~ que contém +, e prossegue-se com aplicagdes sucessivas
deste processo ao resultado obtido até terminar. Q.E.D.

Na prova de existéncia de Triangulagao de qualquer Superficie compacta
conexa usa-se a propriedade seguinte de curvas de Jordan que é consequéncia
da compacidade de curvas de Jordan.

Figura 1.7: Arco 1 de o mau relativamente a v, e
arco B2 de o muito mau relativamente a 1 e a o

Se «, 71,72 sdo curvas de Jordan em R? com +; na regido limitada U
por 7, diz-se que um arco 5 de o é mau relativamente a v, se as
suas extremidades sao pontos de 75 e todos os outros pontos pertencem a U.
Diz-se que um arco § de « é muito mau relativamente a v, e a y; se
é mau relativamente a ~, e intersecta v, (Figura [[7T)).
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(I.43) Se a, 1,72 sao curvas de Jordan em R? com v €bdvya, o con-
junto das arcos de o muito maus relativamente a s e a 1 € finito.

Dem. Como 7, é subconjunto compacto do conjunu aberto bd e, existe
cobertura finita de -y por circulos abertos contidos em bd~s com centros
em pontos de ;. Se houvesse infinitos arcos de o muito maus relativamente a
2 € a1, designando {f,,} uma sucessao de tais arcos disjuntos, e {c,,} uma
sucessao das extremidades desses arcos monétona relativamente a orientacao
positiva de a em relagao a regiao que limita, como {¢,,} é uma sucessao no
conjunto compacto « , tem subsucessao convergente para algum c€ .. Como
{em} T2 e 72 é conjunto fechado, ¢ € 75 N v. Logo, todo circulo aberto
B(c) centrado em ¢ contém algum dos arcos f,; com B(c) com raio menor
do que a distancia de 1 a 72, B(c) e, portanto, também [, ndo intersecta
1, pelo que B, nao é um arco de o muito maus relativamente a v5 e a 7y,
em contradicao com o que se supds. Portanto, o conjunto dos arcos de «
muito maus relativamente a v e a y; é finito. Q.E.D.

Um conjunto finito S € R? de poligonos convexos (incluindo a regido
que limitam) com interiores disjuntos e todos os lados de comprimento 1
com cada aresta de cada poligono identificada com exactamente uma outra
aresta do mesmo ou de outro poligono do conjunto é um espago topoldgico
compacto conexo com a topologia induzida pela de R? e tendo em conta as
identificagoes de lados. Também é um Grafo G cujos vértices e lados sao,
resp., os vértices e os lados dos poligonos. S é uma Superficie compacta
conexa se cada vértice tem uma vizinhanga Homeomorfa a uma bola B,(0)
de R%. Se sim, diz-se que o Grafo G é uma Célula-2 Mergulhada em
S'. Se todos os poligonos do conjunto sdo tridngulos e o conjunto tem pelo
menos 4 tridngulos, diz-se que o Grafo G é uma Triangulagao de S e que
S tem uma Triangulacao G.

(I.44) Toda Superficie compacta conexa é Homeomorfa a uma Superficie
com Triangulacao.

Dem. Como a regido de R? delimitada por um poligono convexo pode ser
Triangularizada, basta provar que S é Homeomorfa a uma Superficie com-
pacta conexa com uma Célula-2 nela Mergulhada.

Para cada p € S seja B(p) C R? um circulo Homeomorfo a a uma vizi-
nhanca de p em S . Para nao sobrecarregar a notagao designam-se na mesma
pontos correspondentes por um dado Homeomorfismo nessa vizinhanga e em
B(p) ; consideram-se em B(p) dois Quadrilstero?4 Q1(p) CQ2(p) com p na
regiao delimitada por Q1(p). Como a Superficie S é compacta existe um

24Um Quadrilatero é uma curva de Jordan com 4 pontos ordenados de acordo com um sentido

em que um caminho fechado simples descreve a curva, que sdo chamados os vértices do Qua-
drilatero; chama-se lados do Quadrilatero aos arcos da curva de Jordan com extremidades
dois vértices consecutivos.
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subconjunto finito de S, {p1,...,pn} tal que S= Uj_;bd Q1(p;) - Reescolhem-
se os circulos B(pj) CR? de modo a serem disjuntos.

Supoe-se que para um certo k as interseccoes de cada par dos Quadri-
lateros Q1(p1),...,Q1(pk—1) sdo conjuntos finitos. A unido de Q2(pr) com
os arcos muito maus de qualquer dos Q1(p1), ..., Q1(pk—1) relativamente a
Q2(pr) € a um dado Quadrildtero Qs(px) Cbd Qa(px)\ (bd Q2(pk) UQ2(pk))
é um Grafo G conexo-2. Aplicando ([.4I]) pode-se obter em bd Q2(px) uma
Grafo G’ Planarmente Isomorfo a G' com arcos poligonais simples. Aplicando
(L42), estende-se um Isomorfismo Planar de G em G’ a um Homeomorfismo
em bd Q2(py) que mantém Qo (py) fixo. Este Isomorfismo Planar transforma
Q1(px) e qualquer Q3(pk) incluido em bd Qg(pk)\(bd Ql(pk)UQl(pk)) em
Quadrildteros, resp., @', Q3 tais que pr € bdQ| & Q3. Para cada p € Q4
considera-se um quadrado R(p) centrado em p que ndo intersecta @] nem
qualquer arco de Q1 (px) mau relativamente a Q2 (pg) que nao seja muito mau
relativamente a Q2(pr) e a Q2(px). A unido de um conjunto finito desses
quadrados que é cobertura de Q% e nao tem qualquer subcobertura prépria
de Q% é um Grafo Plano conexo-2. O Ciclo Exterior Q4 deste Grafo é uma
curva poligonal simples em bd Q2(px) que nao intersecta qualquer arco de
Q1(pr) mau relativamente a Q2(pr) que ndo seja muito mau relativamente a
Q2(pr) e a Q2(px) e bdQ4 D Q). G'UQY também é Grafo conexo-2. Tendo
em conta ([42)), pode-se supor que Q4 é um Quadrilitero e bd Q% D Q.
Substituindo Q1 (px) por Q%, obtém-se que as interseccoes de cada par dos
Quadrildteros Q1(p1),-..,Q1(pr) sdo conjuntos finitos. Portanto, fica pro-
vado por indugao que tal se verifica para todos k€ {1,...,n}.

U;‘ZlQl(pj) pode ser visto como um Grafo G em S e a fronteira de cada
componente conexa de S\ G é um Ciclo C' de G; considera-se um poli-
gono convexo C’ com lados de comprimento 1 e vértices em correspondéncia
biunivoca com os vértices de C'. A uniao dos poligonos C’ para toddas com-
ponentes conexas de S\ G é uma Superficie compacta conexa S’ com uma
Célula-2 G’ nela Mergulhada que é um Grafo isomorfo a G. Um qualquer
isomorfismo do Grafo G em G’ pode ser estendido a um Homeomorfismo do
conjunto dos pontos de G sobre o conjunto dos pontos de G’. A restricao
de um tal Homeomorfismo a cada Ciclo C' fronteira de uma componente
conexa de S\G é Homeomorfismo de C sobre C’. Mais uma vez do Teorema
de Schoenflies, estes Homeomorfismos podem ser estendidos a Homeomor-
fismos de bd C sobre bd C’ e considerando todas estas extensdes obtém-se
um Homeomorfismo de S sobre S’ e, como esta Superficie tem faces que sao
poligonos convexos, pode ser Triangularizada. Q.E.D.

1.10 Classificacao de superficies compactas conexas
orientaveis

O teorema de classificacdo de superficies compactas conexas estabelece
que cada uma destas superficies ¢ Homeomorfa a uma superficie esférica a
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que se acrescenta um numero finito g de Pegas (o Genus da superficie), ou
outras descricoes equivalentes. Tem uma longa histéria com raizes nos tra-
balhos de B. Riemann e J. Listing, mas a 1* formulacao de uma classificagao
de superficies compactas conexas foi em 1863 por A.F.Mobius que também
pecebeu a necessidade de considerar superficies ndo orientaveis. Seguiram-se
outras contribui¢des para o problema de que se destacam as de C.Jordan em
1866, W.von Dyck em 1888, M. Dehn e P. Heegard em 1907, J. Alexander
em 1915, H. Brahana em 1921 e B. Kerékjarto. Até 1925 era usual assu-
mir como 6bvio que as superficies sao Triangularizaveis, o que, como ja se
referiu, s6 foi provado em 1925 por T. Rad6. Em 1992 C. Thomassen apre-
sentou uma, prova elementa que, além da utilizagdo de Triangulagoes, é
combinatoria e inclui a prova da validade da Féormula de Euler. Uma prova
semelhante e mais simples de seguir foi apresentada por E.Zeeman em 1966
para superficies orientaveis e é essa prova que se apresenta aqu.

Se 11,15 sao triangulos disjuntos com lados com o mesmo comprimento
numa face F' de uma Superficie compacta conexa S em que um Grafo G é
uma Célula-2 Mergulhada, considera-se a superficie S’ obtida eliminando de
F os interiores dos triangulos 17, T5 e identificando dois a dois os lados destes
triangulos, considerados num plano; das identificagbes possiveis, s6 se obtém
uma superficie orientavel identificando os lados dos tridngulos considerados
com orientacoes opostas, e diz-se que é obtida de S acrescentando uma Pega,
pelo que a superficie resultante S’ é a superficie de um Toro. Designa-se Sg
a superficie obtida de uma superficie esférica Sy acrescentando g€ N Pegas.

(I.45) Teorema de Classificacao de Superficies Compactas Co-
nexas Orientaveis: Se S ¢ Superficie compacta conexa orientdvel e G
¢ uma Triangulagdo de S com v Vértices, e Lados e f Faces, entdo S é
Homeomorfa a Sy e vale a Férmula de Euler v—e+f=2(1—g).

Dem. Suprimindo sucessivamente lados de G até obter um subgrafo conexo
T de G com um n° minimo de lados, este n° é ey = v—1. Considera-se
também o Grafo D com exactamente 1 vértice em cada Face de G e um par
de vértices ligados por um lado precisamente se as fronteiras das faces em

25 clusivamente para superficies nao orientaveis, que nao se consideram aqui porque nao sao
necessarias para os capitulos deste livro e complicariam a prova com a necessidade de considerar
Pegas Torcidas correspondentes a identificar os lados de T7,7> com a mesma orientacdo num
plano e Crosscaps correspondentes a, depois de considerar circunferéncias C7,C2 Homeomorfas
as fronteiras de, resp., 71, T com orientagoes opostas, identificar com cada ponto p € C1 nao o
ponto g€ C2 correspondente através dos Homeomorfismos, mas o ponto diametralmente oposto a
q, o que pode ser visto em C. Thomassen, The Jordan-Schonflies theorem and the classification
of surfaces, The American Mathematical Monthly, 99 (1992), 116-130. Opta-se aqui por chamar
Crosscap a superficie com bordo uma curva de Jordan que se acrescenta a uma superficie esfé-
rica no lugar em que se retirou um tridngulo identificando esse bordo com os lados do triangulo, a
semelhanca de como se acrescenta uma Pega. Contudo, é frequente que se chame crosscap a super-
ficie resultante desse acrescento, que é Homeomorfa ao Plano Projectivo real obtido identificando
pontos diametralmente opostos da fronteira de um circulo.

216 Alexander, James (1888-1971). Brahana, Henry (1895-1972). Kerékjarto, Beld (1898-1946).
Zeeman, Erik (1925-2016).
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que estao os vértices nao partilham um lado de T'. Como os vértices de T
coincidem com os de G e T nao tem ciclos, S\7T é conexo e, portanto, o
Grafo D é conexo. O Grafo D tem vp = f vértices e ep = e—er lados, e
tanto D como T tém 0 faces, pelo que as correspondentes Caracteristicas de
Euler sao x(D)=vp—ep=f—(e—er) e x(T)=vp—er=v—(v—1)=1. Logo,
v—e+f=x(T)+x(D).

Como um Grafo conexo com V vértices contém um subgrafo com V —1
lados e 0 Faces a partir do qual sé pode aumentar sucessivamente o n°
de faces com a adicao de pelo menos um lado, a Caracteristica de Euler
de qualquer Grafo conexo C' é x(C) <1 e verifica-se igualdade se e s6 se
o Grafo nao tem Faces. Logo x(T)=1ev—e+f=1+x(D) <2, com
igualdade se e s6 se o Grafo D nao tem faces. Se for este o caso, podem-
se considerar vizinhancas de T' e D Homeomorfas a circulos fechados que
podem ser expandidas até terem fronteira comum, pelo que a Superficie S
é Homeomorfa a S .

Como v—e+f<2e2—(v—e+[f)=0se e s6 se S ¢ Homeomorfa a Sy, se
existisse alguma Superficie compacta conexa que nao fosse Homemorfa a S,
com g= %(2— (v—e—l—f)) existiria um valor minimo de g € N em que tal se
verificaria. O correspondente Grafo D tem pelo menos 1 Face e, portanto,
pelo menos 1 Ciclo que corresponde a uma curva de Jordan em S'. Como os
vértices do correspondente Grafo T sdo todos os vértices do correspondente
Grafo G, existe um caminho que comeca num ponto correspondente a um
vértice de D segue uma curva correspondente a parte de um lado de D até
chegar a um ponto correspondente a interseccao desse lado com um lado
de T, prossegue por uma curva correspondente a uniao dos lados de T até
um ponto em que passa um arco de curva contida num lado de D com
extremidade num vértice pertencente a uma componente conexa de S\T
que nao contém o ponto inicial. Como a Superficie S é orientével, S\~ é
uma superficie com bordo com duas componentes conexas. Acrescentando
superficies Homeomorfas a Circulos com bordos coincidentes com cada um
dos bordos de S\ v obtém-se uma Superficie compacta orientdvel S’ em
que o Grafo G define mais 2 Faces sem alteracdo do n° de vértices nem
do n° de lados, ou seja com ¢’ = 3 (2— (v(S") —e(S)+ f(9")) =g—1,
em que v(S’),e(S"), f(S) sdo os n°s de, resp., vértices, lados e faces de
S’. Da hipétese de minimalidade de g, a Superficie S’ é Homeomorfa a Sy,
e, portanto, S ¢ Homeomorfa a S;, em contradicio com o que se supos.
Portanto, toda Superficie compacta conexa orientavel S é Homeomorfa a
Sy com g:% (2—(v—e—|—f)) para uma Triangulacao de S com com n°s de
vértices, lados e faces, resp., v, e, f . Q.E.D.

Exercicios

1.1 Diz-se que duas distancias d, d’ definidas num mesmo conjunto X # () sio distancias
equivalentes se existem constantes k, K >0 tais que

kd(z,w) < d'(z,w) < Kd(z,w), z,weX.
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1.2

13

1.4

L5

1.6

L7

I8
1.9

I.10

a) Mostre que as distancias na desigualdade acima podem ser trocadas.
b) Prove: Topologias definidas num mesmo conjunto por duas distdncias sao iguais
se e sO se as distancias sdo equivalentes.

a) Prove que a distancia euclidiana entre as projecgoes estereograficas (ver exercicio
(‘Z‘2+1)f‘/22(‘1,:“2+1)1/27 e

de um nimero do plano complexo z e 0o é d(z,00)= e

b) Prove que a funcao d de a) ¢ uma distancia no plano complexo estendido

Cw . Mostre que esta distancia é <2 e em cada subconjunto limitado do plano

complexo é equivalente & distancia usual entre nimeros complexos.

1.16) de dois ntimeros do plano complexo z e w é d(z,w)=
2

Considere o modelo de Geometria de Lobatchevski descrito no exercicio 10.16.

a) Determine a distancia de Lobatchevski entre cada par ordenado de pontos
de By de modo as circunferéncias de Lobatchevski serem conjuntos de pontos equi-
distantes do ponto fixo, e os hiperciclos com o mesmo par de pontos fixos serem
equidistantes. Prove que satisfaz as propriedades gerais de uma distancia.

b) Prove: O comprimento de um ciclo e a drea de um disco com Taio r em geometria
hiperbdlica sdo, resp., 2w sinhr e 4 sinh? 5 -

Prove: Se Q C C € aberto, existe uma sucessio {K,} de subconjuntos compactos
de Q com as propriedades sequintes: 1) Q=Us2 1Ky, 2) Kn C Kny1, 3) se K CQ
é compacto, eziste n €N tal que K C Kn, 4) toda componente conexa de Coo\ Kpn
contém uma componente conexa de Coo\2.

Prove o Teorema de Cantor: Um espago métrico (X,d) é completo se e sd se
para toda sucessio {Fy} de subconjuntos fechados nio vazios de X, com Fn,_1 CF,
para n €N, e diam F,, —0, a interseccio Ng=1 Fy, tem sé um ponto, em que diam F,
designa o diametro de F,, diam F,, =sup{d(z,y): z,y € F,}.

Diz-se que uma familia de conjuntos .# tem a propriedade de intersecgao finita
se as intersecgoes de quaisquer suas subfamilias finitas ndo sio vazias.

Prove: Um subconjunto K de um espaco métrico € compacto se e s se a intersecgdo
de todos os elementos de qualquer familia de subconjuntos fechados de K com a
propriedade de interseccdo finita é ndo vazia.

Dé uma prova alternativa com os dois exercicios precedentes de: Um espaco métrico
é compacto se e s6 se é completo e totalmente limitado.

Prov@: O produto cartesiano de um n° finito de conjuntos compactos € compacto.
Para S C C designa-se por C(S) o conjunto das funcoes continuas de S em C e, se
S =K é compacto, define-se p, (f,g) =max{|f(z)—g(z)|: z€ K}. Dado um con-
junto aberto QC C e uma sucessao {K,} de conjuntos compactos que satisfazem as
condicbes do exercicio 1.4, define-se para f,geC(Q) p(f,9)=> 0 27" %.
a) Prove: (C(K),p,) € um espago métrico completo .

b) Prove: (C’(Q),p) é um espaco métrico completo .

c) Prove: Uma sucessao em C(Q2) € convergente se e sé se é uniformemente con-
vergente em subconjuntos compactos de €2 .

d) Caracterizeossubconjuntoscompactosde C(2) usandoo Teoremade Arzela-Ascoli.
e) Prove: (H(S2), p) ¢ subespago métrico do espago em b) e f f' € continua de H(S2)
em H (). Caracterize os subconjuntos compactos usando o Teorema de Montel.
f) Prove: A topologia definida em C(2), ou em H(QY), pela distincia p € indepen-
dente da sucessao {Kn} considerada.

Para uma regido Q C C designa-se C(Q2,C) o conjunto das fungdes continuas de 2
em Co € pos a distancia definida como p no exercicio precedente, mas substituindo

217 .o~ P . . ,
A generalizagao deste resultado para familias infinitas de conjuntos compactos é o Teorema
de Tikhonov, estabelecido pela 1* vez em 1926 por Andrei Nikolaevich Tikhonov (1906-1993).
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a distancia usual em C pela distancia usual em C,, considerada no exercicio 1.2.
a) Prove: (C(Q,(Coo),poo) € um espago métrico completo.

b) Prove: (M(2) U {oo}, po) € um subespago métrico do espago anterior.

c) Prove: Uma familia de fungées F C M(Q) € normal em C(Q,Cs) se e s se
w(F) = {p(f): f € F} é localmente limitada, com p(f) : @ — R tal que
[w(NH(z) = 2% se z nao é um pdlo de f e [u(f)](z) = 211_1312%%)"2 se z
€ um pdlo de f.

I.11 a) Seja 2 C C compacto, C(K) como no exercicio 1.9, P=Cu\ K, Rp(K) o fecho
em C(K) do conjunto das restrigoes a K das fungdes racionais com poélos em P.
Prove:

1) Rp(K) € um espago linear.
2) f,ge Rp(K) = fge Rp(K).
8) acC\K = - cRp(K).

z—a

(Sugestao: Se oo ¢ P, mostre que V={a € C: i} é aberto. Se oo € P, considere a
distancia usual d em C (exercicio 1.2), escolha ap na componente conexa ilimitada de
C\ K tal que d(ap,o0) < %d(K7 00), |ag|>2max{|z|: z€ K}, defina Py=(P\ {oo}) U{ao}
e prove que Zia €Rp,(K)CRp(K)).

b) Prove o Teorema de Rung@: Seja Q C C aberto, K C Q compacto e
P CCo\K um conjunto com um ponto em cada componente conexa de Coo\K . Se
fEH(Q) ee>0, existe uma fungdo racional R com pdlos que sdo os elementos de
P tal que |f(z)—R(z)|<e para todo z€ K.

(Sugestao: Use a) e o exercicio 7.1, e mostre que se v:[0,1] = C é um caminho seccional-

mente regular fechado em C\K, existe uma fungao racional R com todos os po6los na curva
~* tal que| f,yg(w7 z) dwfR(z)| <e para todo z € K, em que g(w, z) = fw(f’z) R

existe uma particao finita de [0, 1], 0=to < - - - < tn =1, tal que |g(t, 2)—g(t, 2)| < 7= para
vy
t no subintervalo da particao com extremidade direita ty, e defina R(z)=>"7_; g(tg, 2).

mostrando que

c¢) Prove: Seja Q C C aberto, P C Coo\ K com K compacto, um conjunto com um
ponto em cada componente conera de Coo\Q. Se f € H(Q) e e >0, existe uma
sucessao { R, } de fungdes racionais com pdlos em P tal que R, — f uniformemente
em subconjuntos compactos de €). (Sugestdo: Use o exercicio I.4).

d) Provd®J:Seja QC C aberto e Co\Q conexo. Se F € H(SY), existe sucessio { Py} de
fungdes polinomiais tal que P,— f uniformemente em subconjuntos compactos de €) .
e) Prove: Se B1 CC € o circulo aberto com raio 1 e centro em 0 e @#KgaBl é
compacto, existe um polindmio P tal que P(0)=1 e |P|<1 em K.

f) Prove a caracterizagdo das regides simplesmente conexas seguint@: QcCeé
uma regiao simplesmente conexa se e sd se toda fungio f € H(Q) pode ser apro-
zimada por fungdes polinomiais, uniformemente em subconjuntos compactos de €).

1.12 Prove o Teorema de Mittag-LefHer@: Se Q C C ¢ aberto, A C Q) sem pontos
limite em Q, m: A—N e Py(z) = Z;”:(T) Cha—=—, com ci,o €C, eziste f € M(Q)

z—a’
com polos que sao os pontos a € A, com partes principais P, .

218 Roi estabelecido em 1885 por C.D.Runge para provar que toda regiao é dominio de Holomorfia
de alguma funcao. A prova aqui sugerida segue o artigo Grabiner, S., A Short Proof of Runge’s
Theorem, Amer. Math. Monthly, 83 (1976), 807-808. Grabiner, Sandy (1939-).

290 p. Runge nao referiu a aproximacgao de fungoes Holomorfas por fungoes polinomiais em
regioes simplesmente conexas, embora esta propriedade seja uma consequéncia directa do resul-
tado que obteve. Em 1897 D. Hilbert provou este caso particular de uma outra forma. Como
consequéncia obtém-se: Toda func¢do Holomorfa num conjunto compacto K C C tal que C\ K
€ conexo pode ser uniformemente aproximada em K por func¢oes polinomiais. Em 1951 Sergei
Margelyan (1928-2008) provou que a hipétese de f ser Holomorfa em K pode ser enfraquecida
para ser continua em K e Holomorfa no seu interior.

220Ver outras caracterizagdes em (7).

221 Roi estabelecido por M.G. Mittag-Leffler em 1884 (ver o exercicio 8.17 para uma prova alter-
nativa no caso Q=C).
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L.13

I.14

I.15

I.16

L.17

I.18

I.19

1.20

I.21

1.22

1.23

1.24

(Sugestao: Considere uma sucessido {K} de subconjuntos compactos de Q2 como no exer-
cicio .4, defina A1 =ANK1, An=AN(Kn\Kn—1) € Q":ZaeAn P,. Aplique o Teorema
de Runge do exercicio precedente para aproximar @, em por uma fun¢do racional Ry, a
menos de 2% e defina f=Q1+> 72 1 (Qn—Rn)).

Seja (X, d) um espago métrico, dy a distancia de Hausdorff associada e .#" o con-
junto dos subconjuntos compactos nao vazios de X . Prove:

(a) Se A, Be Z(X)\{0}, du(A,B)=inf{e>0: ACB.,BCA.} em Z.=U.cz{z€
X:d(z,z)<e}.

(b) du(A,B)=0 com A, B€ Z(X)\{0} se e s6 se os fechos de A e B sdo iguais.
(c) Seint(ANB)#D com A, Be€ Z(X)\{0}, existe ¢>0 tal que SNY #O para todo
SeZ(X)\{0} tal que du(S,A)<c.

(d) Se (X,d) é compacto, (A ,dm) € um espago métrico compacto.
(e) Se (X,d) é completo, (& ,du) € um espago métrico completo.

Prove: Um conjunto S € conexo se e sé se mdo € a uniao de dois conjuntos nao
vazios A e B tais que (cl A)NB=0=ANcl B.

Prove: Um conjunto S € conexo se e so se nao existem conjuntos abertos U e V
tais que SCUUV, SNV =0, SNUNV =0.

Prove: Um conjunto S € conexo se e sé se os seus subconjuntos simultaneamente
fechados e abertos sao s6 S e ().

Prove: A unido de duas bolas abertas Br(a) e Br(A) de um espago métrico € conexa

se e s6 se la—A|<r+R. O que se pode dizer da conexidade da unido se uma ou
as duas bolas sao fechadas.

Prove: Se S € um conjunto conexo e T € uma componente conexa do complementar
de S, o complementar de T' é conexo.

a) Prove: O produto cartesiano de conjuntos conezos é conezo.

b) Prove: Se um produto cartesiano de conjuntos é conezo e nao vazio, 0s conjuntos
530 cOneros.

a) Dé um exemplo de uma sucessdo {F,} de subconjuntos fechados conexos de C
tal que F,1 C F, para todo n€N e N;2; F,, nao é conexo.

b) Prove: Se {F,} € uma sucessao de subconjuntos fechados conexos de R tal que
Fh11 CF, para todo neN, Ny, F,, € conexo.

a) Prove: A unido de uma sucessio {S,} de conjuntos conezxos tais que SpNSy+1#0
para todo n €N € um conjunto conezxo.

b) Prove: Se {Sn} € uma sucessao de conjuntos que intersectam um mesmo conjunto
conexo C, US2,S, € conexo.

Prove: Se S é um conjunto que intersecta um conjunto conexo C e o seu comple-
mentar, a fronteira de S intersecta C.

a) Prove:Subconjuntos prdprios conexos de conjuntos conexos tém fronteira nao vazia.
b) O reciproco da afirmacao em a) é verdadeiro?

Se QCCe f:Q—S'=0B; CC é continua, diz-se que f é uma funcio inessencial
se existe uma fun¢do continua u: Q — R tal que f(z) = e para z € Q; caso
contrario diz-se que é uma fungao essencial.

Prove:

a) Se fi, f2 sdo fungdes inessenciais com o mesmo dominio, entdo fi, f2 e f_ll =fi
sao inessenciais. Se f1 € funcdo essencial e fa € fungdo inessencial com o mesmo
dominio, entdo fif2 e % sGo essenciais.

b) Se f é uma fungdo inessencial definida em QCC e g € fungdo compleza continua
com contradominio em 2, entdo fog € inessencial.

¢) Toda funcgdo continua de QCC em S* ndo sobrejectiva é inessencial.



Elementos de topologia 213

1.25

1.26

1.27

1.28

1.29

1.30

I.31

d) Se fi1, fo:Q — St sio continuas e fi1#—f2, se f1 € essencial (resp., inessencial),
também fo €.

e) Se K CC é compacto, f:K x[0,1]—S* e 2z f(2,0) € essencial (resp., inessen-
cial), também z+— f(z,1) é.

f) Toda funcao continua de cl B1 em St ¢ inessencial.

g) Se A, BCC sao conjuntos fechados, AUB, ANB sdo conezos e as restri¢oes de
fungdo continua f=AUB—S' a A e a B sdo fungées inessenciais, também f é.
h) f: 5" — S € essencial se e s6 se Ind,(0)#0, com v:[0,27] = C, v(0) = f(e").
Diz-se que um conjunto S CC separa os pontos a,becC se estes nao pertencem
a uma mesma componente conexa de C\S. Prove:

a) Critério de Eilenberﬂ: Um conjunto compacto K C C separa pontos a,beC

se e s6 se a funcdo definida em K por f(z)=2=¢/|2=%| € essencial.

(Sugestao: Use o exercicio anterior)

b) Teorema de Janiszewski®>]: Se A, B C C sdo conjuntos, resp., compacto e
fechado, ANB € conexo e a,be C\(AUB) sdo pontos distintos nao separados por A
nem por B, entdo AUB também ndo separa os pontos a,b.

(Sugestao: Use a) e o exercicio anterior)

c) O complementar de uma curva simples nao fechada em C € conexo.

(Sugestao: Use a) e o exercicio anterior)

Prove: C' C C € curva de Jordan se e sé se os seus pontos sao pontos simples da
fronteira da regigo que limita (ver exercicio 10.14).

(Sugestao: Prove necessidade com o exercicio [.25.b) e suficiéncia com o exercicio 10.13.b).)

Prove: A fronteira de qualquer regido limitada convexa em C é curva de Jordan.
(Sugestao: Use o exercicio precedente.)
Dé uma prova alternativa do Teorema da Curva de Jordan com 1.24 e 1.25.
(Sugestao: Comece por provar que, se C' é uma curva de Jordan em C, a fronteira de cada
componente conexa de C\C & C. Depois considere o caso em que C' contém um segmento
de recta, prove que C\C ndo pode ter mais de duas componentes conexas e, a seguir, que
nao é conexo. Se C ndo contém um segmento de recta, escolha dois pontos em C e o
segmento de recta que definem considere as curvas de Jordan que se obtém concatenando
este segmento de recta com cada um dos subarcos de C' com extremidades nos pontos
considerados, e aplique o caso anterior e I1.25.b).)
Dé uma prova alternativa do Teorema Fundamental da Algebrﬂ com [.24.
(Sugestao: Comece por considerar um polinémio complexo P(z) = z"+zz;3 crz® com
Z;é |ck| < 1, suponha que P nao tem zeros e mostre que a restricdo de f = % a St
é inessencial, prove que F':S1x[0,1] F(z,t) = z”+tzz;3 c,z®) ¢ uma Homotopia entre
as restrigdes de P(z) e 2™ a S! e obtenha uma contradigdo. Aplique este caso particular
a um polindmio qualquer P(z) :z"-i—zz;é ¢,z* com a mudanca de variavel z=aw com
a>0 grande.)
Prove: Se f:cl1 By —C\{0} com By a bola em C com raio 1 e centro 0 € continua,
existem a1, a2 € S'=0B1 tais que f(a;)=cjaj, j=1,2, com c1 <0<ca.
(Sugestao: Suponha que nio existe a; com a propriedade indicada. Mostre que a restrigdo
de f a S é Homotopica a j:S! —C\{0} tal que j(z)=2z e obtenha uma contradi¢gio com
o resultado do exercicio 1.24.f).
Prove o Teorema de Ponto Fixo de Brouwer’>] para circulos no plano: Se
ficlB1—clBi, em que B1 € a bola em C com raio 1 e centro em 0, é continua,

222 poi provado em 1936 por Samuel Eilenberg (1913-1998).
223Foi obtido em 1913 por Zygmunt Janiszewski (1888-1920).

224

Serd a 72 neste livro.

225~ . ( . -

E um caso particular do resultado andlogo para qualquer dimensao provado em 1910 por L.

Brouwer. Em dimensao 1 é simples consequéncia do Teorema de Bolzano, ou seja do teorema de
valor intermédio para funcées continuas num intervalo.
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1.32

existe um ponto fizo de f, ou seja um ponto z€cl By tal que f(z)=z.
(Sugestao: Suponha que ndo existe ponto fixo, obtenha uma funcdo a que possa aplicar o
exercicio precedente levando a contradic¢do).

Dé uma prova do Teorema da Curva de Jordan provando as afirmacoes seguinte@:
a) Todo Grafo Planarpode ser Mergulhado emR? com cada lado curvapoligonal simples.

b) O Teorema de Curva de Jordan para curvas de Jordan poligonais C' C R
(Sugestdo: Prove que o n® de componentes conexas de R\ C ndo pode ser >2 e, depois,
que para cada p €R?\C se o n® de segmentos de recta ou pontos isolados da intersec¢io
de uma semirecta com origem em p e C (ndo contando os em que C ndo atravessa para
lados diferentes da semirecta) é par, entdo é par para todas semirectas com origem em p).
c¢) Se C' é curva de Jordan poligonal, P é curva simples poligonal com extremidades
p,q € C e todos os outros pontos em bdC e Ci,C2 sao os dois arcos de C com
extremidades p, q, entio R?*\ (CUP) tem trés componentes conexas com fronteiras
sao, resp., C, ChUP, CoUP.

d) O Grafo K33 com vértices em 2 conjuntos de 3 vértices e lados que ligam cada
vértice de um dos conjuntos a cada vértice do outro ndo é Planar. (Sugestao: Usea), c)).
e) Se C & curva de Jordan em R?, entdo R*\C é desconexo, usando e).

(Sugestao: Considere rectas verticais que intersectam a curva de Jordan C e um arco po-
ligonal em R2\bd C concatenagdo de um segmento de recta vertical com uma extremidade
um dos pontos de C' mais a esquerda, um segmento de recta horizontal e um segmento
de recta vertical com uma extremidade um dos pontosde C mais a direita. Mostre que se
um segmento de recta vertical entre as duas rectas verticais que intersecta C' apenas nas
extremidades pertencesse a R2\bd C, existiria um Grafo Plano isomorfo a K3 3).

f) Se G é um Grafo Plano Conexo-2 com mais de 3 vértices cujos lados sdo curvas
poligonais simples, entiio R*\G tem # FE(G)—#V (G)+2 componentes conexas cada
uma com fronteira um Ciclo de G, em que E(G),V(G) sao os conjuntos dos, resp.,
vértices e lados de G (i.e. vale a Formula de Euler). (Sugestdo: Use b), (L) e c)).
g) Se G1, G2 sao Grafos Planos com lados curvas simples poligonais, entdo G1UG2
pode ser decomposto numa uniao de pontos com uma uniao de segmentos de recta
sem extremidades disjuntos, com a unido de pontos o conjunto dos vértices e o
fecho da unido dos segmentos de recta o conjunto dos lados de um Grafo Plano.
h) Se Gi,...,Gy sdo Grafos Planos conexos-2 com lados curvas poligonais com
#G; NGj_1,#GNGj1>2e GiNGe=0 para £ €{2,...,k—1}, GiN G =0,
para j€{1,...,k}, entdo todo ponto na Face Exterior de qualquer G;U G411 para
j€{1,...,k—1} pertence a Face Exterior de UleGj.

(Sugestao: Use f), escolha um Ciclo CEUj:ZGj com s—¢ minimo e prove que s—¢<1).
i) Se P CR?¢é arco simples, R*\ P é conexo. (Sugestio: Use continuidade uniforme e h)).
j) O Teorema da Curva de Jordan, com i) e d). (Sugestdo: Mostre que se R?\C' tivesse
3 componentes conexas com C' curva de Jordan, existiria um Grafo Plano isomorfo a K3 3).

226 . L .
Embora longa, esta prova é conceptualmente elementar, pois s6 usa compacidade e aspectos
elementares de Grafos. Foi obtida por C. Thomassen em 1992.
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Elementos de integral e

medida de Lebesgue

II.1 Introducao

Embora integral e medida de Lebesgue nao sejam necessarios em quase
todo este livro, pois em geral o leitor pode optar por integral de Cauchy,
Riemann ou Lebesgue sem inconvenientes, sao usados pontualmente nos ca-
pitulos 10 e 13 e em um exercicio em cada um dos capitulos 6 e 7 sobre
transformacoes de Fourier e de Laplace. Inclui-se este apéndice principal-
mente para facilitar uma referéncia imediatamente disponivel s noc¢oes béa-
sicas de integral e medida de Lebesgue, em particular a estudantes com uma
boa preparacao em Anélise Matematica ao nivel usual de 2° ou 3° ano na
universidade.

Integrais de fungoes reais ou complexas de varidvel complexa em subcon-
juntos de C sio iguais a integrais nos correspondentes subconjuntos de R? e
como a teoria é idéntica para funcoes de variavel em R” com n € N considera-
se este contexto mais geral. Na 1? seccao coligem-se propriedades basicas do
integral de Lebesgue de funcoes com valores reais ou complexos definidas em
subconjuntos de R™, sem provas, as quais podem ser encontradas em livros
que abrangem as bases do integral de Lebesgu em R"™.

A nocao de integral de Lebesgue deve-se a H. Lebesgue em 1902 na sua
tese de doutoramento com o elegante titulo Intégrale, Longueur, Aire, em
que criou a Teoria de Medida e definiu o integral de fungdes aproximéaveis por
fungoes simples constantes em conjuntos mensuraveis excepto possivelmente
em subconjuntos com medida nula, através de séries dos valores dessas fun-
¢oes em cada conjunto em que sao constantes multiplicados pela medida do
conjunto.

A ideia do integral de Lebesgue de uma fungao com valor e variavel real
limitada num intervalo limitado, comparativamente & de integral de Riemann
introduzida por B. Riemann em 1854, pode ser apreendida geometricamente

22"Parauma exposicao simples e.g. olivro do autor Integrais Muiltiplos, 3* ed., Texto Editora 1996.
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em termos de aproximagoes do integral pelo de fungoes simples que s6 assu-
mem um n° finito de valores. Para o integral de Riemann as aproximagdes
sao obtidas particionando o dominio da func¢ao num n° finito de subinterva-
los e somando as dreas dos rectangulos com larguras iguais ao comprimento
de cada subintervalo e alturas iguais a um valor assumido pela fun¢do no
resp. subintervalo. Para o integral de Lebesgue as aproximagoes sao obti-
das particionando o contradominio da fun¢ao num n° finito de subintervalos,
escolhendo uma constante em cada um destes subintervalos e somando o
produto dessas constantes pelas medidas das preimagens dos resp. subinter-
valos; esta ideia, substituindo parti¢oes finitas do dominio de uma funcao
por particoes finitas do seu contradominio, requer medida de conjuntos que
sao preimagens de subintervalos do contradominio da funcao, e esta é a razao
porque é necessario considerar a medida de conjuntos que nao sao intervalos.

A definicao de integral de Lebesgue de func¢oes com valores de varidveis
reais dada por H. Lebesgue comeca pela definicdo de medida de conjuntos e
a obtencao de varias das suas propriedades.

Em 1920 F. Riesz apresentou uma defini¢ao alternativa que segue a li-
nha da defini¢do do integral de Riemann, através de aproximagoes da fung¢ao
dada por sucessoes nao decrescentes de fungdes em escada com integrais li-
mitados excepto num conjunto de medida nula, apenas por baixo da fungao
considerada (em vez de também por cima, como para integral de Riemann),
e o integral da funcao é definido sé pelo limite da sucessdo dos integrais das
funcoes em escada consideradas para aproximar a funcao dada, que existe
dado que esta é umasucessao limitada nao decrescente de niimeros reais; logo,
em vez de medida de conjuntos gerais esta defini¢ao s6 considera medida de
conjuntos com medida nula, que sdo simplesmente os conjuntos com cober-
tura numeravel por intervalos com soma (para somas infinitas, no sentido
de séries) arbitrariamente pequena. O integral de fungbes que podem ser
aproximadas por baixo como indicado é definido simplesmente deste modo,
mas sem mais, o processo apenas definiria o integral destas funcgoes, cujo
conjunto designamos U, e como uma destas fun¢ées pode nao ser analoga-
mente aproximada por cima, multiplicando-a por constantes negativas daria
uma fungdo nao integravel; logo, para se ter um espaco linear real de fun-
¢oOes integraveis, como é usual, toma-se a expansao linear de U que, como
U é fechado para a adicdo de fungoes, é um conjunto L das diferencas de
elementos de U, com o integral definido de modo a ser transformagao linear
definida em L e, portanto, para f=wu;—us com uy,us €U, o integral de f é
definido pela diferenca dos integrals de uy e us .

Com este processo, a definicio do integral de Lebesgue é simplificada
seguindo a linha de defini¢ao de integral de Riemann, com a vantagem de ser
baseada, pela propria definicdo, na troca de limites com integrais e, portanto,
esta directamente relacionada com a questao pratica de troca de limites com
integrais. Neste quadro, as definicoes de conjunto mensuravel e medida de
Lebesgue obtém-se da definicao do integral de Lebesgue e ndo o contréario.
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I1.2 Propriedades de integral e medida de Lebesgue

O espaco das fungoes com valores reais integraveis a Lebesgue L(S),
com P#S CR"™, pode ser definido em 3 passos de fungoes:

(1) Fungoes limite superior num intervalo (possivelmente ilimitado)
ICR"™, U(I): As fungoes integréaveis sao os limites q.t.p. em I de uma
sucessao nao decrescente de funcoes em escada em I com a sucessao dos
seus integrais majorada, e os seus integrais sdo os limites das sucessoes
dos integrais das correspondentes funcoes em escada (U([) é fechado
para a soma e para a multiplicacdo por nimeros reais nao negativos,
mas nao por nimeros negativos).

(2) Fungoes definidas num intervalo I CR"™, L(I): As fungoes integraveis
sao f=u—wv com u,v € U(I) e os seus integrais sao [ f = [;u— [jv
(L(I) é espago linear real e o integral é uma transformagao linear de
L(I) em R.

(3) Fungoes definidas num conjunto S CR"™, L(S): As fungdes integraveis
sao as com extensao [ a R™ com 0 fora de S sao integréaveis no intervalo
R™ e os seus integrais sao [of = [ -

O integral de Lebesgue de fungoes com valores complexos em )£ .S CR"™ ¢
o nimero complexo com parte real e imaginaria igual aos integrais da parte,
resp., real e imaginaria da funcdo, sempre que existam; o conjunto das fun-
¢oes com valores complexos integraveis também se designa L(S).

Se ) £ S CR™, L(S) € espago linear com a adi¢ao e a multiplica¢ao
por escalares usuais definidas ponto a ponto, real ou complexo conforme se
consideram fungoes com valores reais ou complexos (neste iltimo caso pode
ser considerado, em alternativa, como espago linear real), e frs |, gf € uma
transformagao linear de L(S) em, resp., R ou C.

Dada uma f € L(S) (possivelmente com valores reais) e com z = [ f,
existe we€C com |w|=1 tal que wz=|z|. Logo,

(/Sf‘zldz/wf /Rewf /|f|

Portanto, | [¢f|< [ |f| para feL(S).

O que se segue s6 corresponde a assegurar que aplicando a fungoes in-
tegr+aveis com valores reais o mesmo processo utilizado para definir integral
a partir do integraj de fun¢oes em escada nao leva a funcoes adicionais.
Teorema de Convergéncia Monétona de Levi22d: Se {fm} C L(S)

€ sucessdo de fungoes com valores reais mondtona q.t.p.em S e {fsfm} é
limitada, entao f= lim f,, q.t.p.em S existe, f € L(S) e fo: lim fsfm'
m—-+00 m—-+00

Este resultado é util para identificar integrabilidade, bem como a sua
consequéncia seguinte.

228Levi, Bepo (1875-1961).
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Teorema de Convergéncia Dominada de Lebesgue: Se {f,,} C L(S) e

fyh sdo fungoes definidas em S com fp,—fq.t.p.em S, |fm| <h€L(S) q.t.p.

em S, entdo f€L(S), a sucessao { [¢fm} converge e fo:mLirleoo Jsfm-
Um corolario imediato deste resultado é:

Se {fm} CTL(S) e f,h sdo funcies definidas em S com fp,— f q.t.p.em S e

|f|<heL(S) q.t.p.em S, entdo hy,=max(min(fp,, h),—h)— f, a sucessao

{fshm} converge q.t.p.em S, f€L(S) e fo: lim f,,.

m— 400
Uma consequéncia imediata do Teorema de Convergéncia Mono6tona de

Levi é: f=0 q.t.p.em SCR" < |f|e L(S), [4|f]=0.

Chama-se funcao mensuravel em R” a uma funciao definida em R"™
que é q.t.p. o limite de uma sucessdo de func¢oes em escada em R™ (i.e.
funcoes 0 fora de um intervalo compacto e em escada nesse intervalo).

Se )£ S CR", diz-se que S é conjunto mensuravel se a fun¢ao caracte-
ristica x4 (1 em S e 0 fora de S) é mensuréavel. Se S é mensuravel, a medida
de Lebesgue de S a pu(S) :sts se o integral existe, e se nao existe diz-se
que a medida de S é co. Define-se que () é mensuravel e p(0)=0.

Em consequéncia, conjuntos de medida nula sdo mensuraveis, comple-
mentares e unides ou interseccoes finitas de conjuntos mensuraveis sdo men-
suraveis, subconjuntos abertos ou fechados de R™ sao mensuraveis.

Se SCR™ e Zg é o conjunto das coberturas numeraveis de S por interva-
los de R™ e |I| designa o volume-n de um intervalo I CR"™ (i.e. o produto dos
comprimentos das arestas de I), chama-se medida exterior de Lebesgue

de Sap*(S)= inf > |I|.
{In}efs
As propriedades seguintes sao imediatas da defini¢ao:
ACBCR" = p*(A)<u*(B).
Ay CR" keN = pu* (UkAk) <D ken M (Ag) -
ACR” = p*(A)=inf{p*(X): AC X, X CR" é aberto}.
ACR" € mensurdvel = p*(A)=p(A).

AN IR I

{]ck, dk[} € o conjunto das componentes conezxas de um conjunto aberto
UCR= p*(U)=3)(dx—cx) .

6. ACR,a<b<c= p*(AN]a,c[)=p*(AN]a,b])+p*(AN]b,c[).

Chama-se fungao mensuravel num conjunto mensuravel () # S C R"
a f:5—R limite q.t.p.em S de uma sucessao de funcées em escada em R";
designa-se o conjunto das fungdes mensuraveis em S por M(S).

Se 0 # S C R™ é mensurdvel, M(S) € um subespago linear do espaco
linear das funcgoes de S em R, pois ¢ #() (contém a fungdo 0) e satisfaz as
propriedades de fecho das operacdes no espaco linear RS.

E imediato das defini¢des que se ) # S CR" é mensurdvel e pc CO(R™,R) ,
fis-o s fm €M(S) e h € definida em S por h(x):go(fl(x), e ,fm(x)) , en-
tao he M(S). Em particular, se f,ge M(S), entdo

f£9, fg, |f], max(f,g), min(f,g), fT=max(f,0), f~=—min(f,0) € M(S),
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e se, adicionalmente, g#0 q.t.p. em S, entdo g eM(S). Se{fm}CM(S)
e fm— f qt.p.em S, entao f€M(S).

Portanto, M (S) é fechado em relagio as operacoes algébricas usuais, e
em geral a composi¢ao com fungdes continuas e a limites de sucessoes, o que
simplifica muito a identificagdo de fungoes e conjuntos mensuréwei.

A identificacdo da integrabilidade de uma funcdo mensuravel num con-
junto mensurével é facilitada pelas propriedades seguintes, em que SCR" é
mensuravel:

1. Se feL(S) e T'CS € mensurdvel, entao f€L(T).

2. Se feM(S) e |f|<geL(S) q.t.p.em S, entio feL(S).

3. Se feM(S), entio fe L(S) se e sé se |f|€L(S).

As provas destes resultados sao simples uma vez provado o Teorema de
Convergéncia Mono6tona de Levi, seguindo a ordem indicada e usando os
resultados anteriores e os passos de defini¢do do integral indicados no inicio.

Se ) # S C R™ & mensuravel, a fungao f — [¢|f]l € uma norma no
espaco linear das funcOes integraveis em S com as operagoes usuais, no caso
do integral de Lebesgue com as funcOes iguais q.t.p. identificadas, que se
designa L'(S); designa-se esta norma por ||f]z: .

Define-se analogamente o espaco L2(S) das funcdes f tais que
|fI*> € L'(S) considerado como espago euclidiano com o produto interno
(f,9)=/5f3, e, portanto, com norma || f|| 2= f[*|| 1= [5[l£*.

Teorema de Riesz—FisheI@: Se ) # 5 CR™ é mensurdvel, os espagos
normados L'(S) e L*(S) sdo completos, e para toda sucessio {fm} que
converge num destes espagos para f, € fp,(x)— f(x) q.t.p. para Xx€S.

Dem. Sejap=1oup=2. Se {fmn} é sucessao de Cauchy em LP(S), para
alguma subsucessao {fm,;} é ||fm— fn,llLr < 2790%%) para m > m;. Com

3

gj:fmj+1_fmj, €

o . e . 0 . . o .
> [2Plg P = o2 gyl < 32 Pr2 0D 372,
Jj=1 o j=1 j=1 =1

e, do Teorema de Convergéncia Mondtona de Levi, 3772, 2/P|g;|P converge

q.t.p.em S para alguma fungao he€ L!(S). Como |g;|<27h? q.t.p.em S,

k—1 k—1
. 1 a1
o= Fms | <D lgiel 270 9he =2'hp | qtp.em S.
/=0 /=0

Quando j — 400 o ultimo termo desta expressao tende para 0 q.t.p.em S,
e, portanto, q.t.p. para X € S a sucessao numérica {fn;(x)} ¢ de Cauchy e

2297 construgao de conjuntos ou fungdes ndo mensurdveis é complicada sem assumir o Axioma
de Escolha. Em 1970 Robert Solovay (1938-) provou que néo é possivel no quadro usual da teoria
de conjuntos, ou seja com a axioméatica de Zermelo-Fraenkel, provar a existéncia de subconjuntos
de R nao mensuraveis a Lebesgue, embora G. Vitali tivesse dado um 1° exemplo de conjunto nao
mensuravel em 1905 assumindo adicionalmente o Axioma de Escolha. Contudo, a existéncia de
conjuntos nao mensuraveis nao implica o Axioma de Escolha.

230Fischer, Ernst (1875-1950).
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converge para um numero que se designa f(x); nos pontos x em que essa
sucessao diverge, define-se f(x) = 0. Logo, toda sucessio de Cauchy em
LP(S) converge q.t.p. em S para alguma fungdo f.

Resta provar que f,, — f em LP. Fazendo k — 400 nas desigualdades

.1
acima, |f — fu,| <2'=Ih» q.t.p.em S, e
J1=tmlp < 2077 [ 1= 2
S S

Logo, ||f— fm,|lLr —0 quando j— +oc e, da Desigualdade Triangular,
”fm_fHLP < ”fm?fijLP‘i‘”fmj_fHLP .
fm—flloe < 2770+ ¢ || frn;— fllLr — 0 quando j — 400, e,

portanto, ||fm — f|lz» — 0 quando m — +o0c0. Conclui-se que toda sucessao
de Cauchy em LP(S) é convergente neste espago. Q.E.D.

Para m>m; é

Se ) # S C R™ é mensuravel a Jorda, o conjunto das fungoes iguais
q.t.p. a fungoes integraveis a Riemann em S é subconjunto de L(S), com os
valores dos integrais dessas fun¢des nos dois sentidos iguais.

Se S C R™ é mensuravel & Jordan, L'(S) é o menor espaco normado
completo que contém o espago das fungoes integraveis a Riemann em S
com a norma indicada, pelo que a extensao do integral de Riemann para o
de Lebesgue num conjunto mensurdvel a Jordan é andloga & dos nimeros
racionais para os nimeros reais, e igualmente natural.

Sob hipoteses bastante gerais as fungdes definidas por integrais

F(x) = /S F(x,¥) dy

com f definida em SxACR™RP? sdo continuas e diferencidveis, e derivadas
parciais trocam com o integral (Regra de Leibniz), em consequéncia dos
resultados de convergéncia enunciados, em que para estabelecer a regra de
Leibniz para derivadas de F' também se usa o Teorema do Valor Intermédio
do Calculo Diferencial de uma variavel real para estimar acréscimos de F
nas razoes incrementais que definem as derivadas parciais.

Para f: AxB— R, fx e f¥Y sao definidas por, resp., fx(y) = f(x,y) e
fY(x)=f(x,y) em, resp., B e A, para, resp., y € B e x€ A fixos.

Se S € mensurdvel, para cada x € A a fungao fx € mensurdvel em S,
existe he L(S) tal que |fx|<h q.t.p.em S e a fun¢io x+— f(x,y) € continua
em A q.t.p.para y €S, entdo para cada x€ A o integral na férmula acima
que define F' existe e F' é continua em A .

Regra de Leibniz: Se int A # (0, fx € L(S) e existe h € L(S) tal que
ﬁ(x,y) existe e ‘%(X, y)| <h(y) q.t.p.para y €S, x€int A, entao g—g

Ox;
existe para todo x€int A e

8200 = o [ iy dy = [ Aoy dy.

231 n oz . s . . .

S C R™ é mensurdvel a Jordan se tem fronteira que pode ser coberta por unides fini-

tas de rectangulos com somas de n-volumes arbitrariamente pequenas. o nome “mensuravel” é
tradicional, embora nao corresponda a qualquer medida no sentido usual.
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Os integrais de fungbes integraveis em subintervalos de R™ podem ser
obtidos por integrais iterados em subconjuntos das varidveis independentes,
inclusivamente por n integrais iterados em intervalos de R.

Teorema de Fubini®*3: Se A € R™, B € RP sao intervalos e f € L(Ax B),
entao: fx € L(B) q.t.p. para x€ A, f¥ € L(A) q.t.p.para yeB, x— [pfx €
y'—>fAfy sao integrdveis, resp., em A e B, e

1 =[] socwray]ax=[ [ [ roxyyax]ay.

A prova deste resultado é mais elaborada do que as dos enunciados anteri-
ores e pode ser feita com aproximagoes por fungoes em escada e utilizando
o resultado seguinte: se S C R™ x RP tem medida nula, entdo as secgoes
cartesianas Sxy={y €RP: (x,y) €S} e SY={xeR™: (x,y) €S} tém medida
nula em, resp., RP e R™, q.t.p.para x € R e y € RP, que pode ser provado
utilizando o Teorema de Convergéncia Mono6tona de Levi.

O resultado que se segue é 1util para facilitar a aplicacdo do Teorema de
Fubini, pois permite concluir sobre a integrabilidade a partir de mensurabi-
lidade e da existéncia de integrais iterados do valor absoluto da funcao.

Teorema de TonelliZ33: Se AcR™ ¢ BERP sdo intervalos, feM(AxB)
e pelo menos um dos integrais iterados sequintes existe, entdo f € L(AxB),

[ [estaslae [ [ [irenida.

A prova deste teorema pode ser feita considerando funcdes em escada
sk = k na bola de raio k com a norma ||(X,y)l« para (x,y) € R™xRF e
s = 0 fora desta bola e as fungdes fr = min(sg,|f|), k¥ € N, aplicando o
Teorema de Fubini a cada func¢io fi e obtendo do Teorema de Convergéncia
Monotona de Levi que |f|€ L(Ax B); como fe M(AxB) é fe L(AxB).

Teorema de Mudanca de Variaveis de Integracao:
Se S, T CR™ sdo abertos, g:T —R™ é uma mudanca de varidveis C* injectiva
qt.p.em T, SCg(T) é mensurdvel e f€ L(S), entao
/f :/(fog) |deth‘.
S 1(S)

A prova é elaborada, mas para certas mudancas de variaveis, como as defi-
nidas por funcoes afins ou com simetria esférica, é simples.

I1.3 Teorema de densidade de Lebesgue

Se ACR", xeR", B.(x) designa a bola aberta com centro em x e raio
#* (AN Br(x))

W(Br ) Diz-se que x é

r>0 a densidade de x em A ¢ d4(x) =lim
ponto de densidade de A se dg(x)=1. """

Por exemplo, para um quadrado em R? a densidade de um ponto no
quadrado é 1, 0, % ou i conforme o ponto é, resp., interior, exterior, de um
dos lados mas nao um vértice ou um vértice do quadrado.

232 Fubini, Guido (1879-1943).
233 Tonelli, Leonida (1885-1946).



222 Apéndice 11

O resultado seguinte foi obtido por H. Lebesgue em 1910. A prova mais
simples que se segue é de W. Sierpiﬁsk em 1917.

(II.1) Teorema de Densidade de Lebesgue em R™: Se ACR" e

D={peA: p épontodedensidadede A}, NdéfA\D tem medida nula.

Dem. Designa-se N o conjunto dos x€ A tais que lim %
r—0 "

N =Ug2 | Nj,. Para provar pu(N) =0 basta provar pu(Nj) =0 para k € N.

Se um conjunto N é ilimitado, é unidao numeravel de subconjuntos limi-

tados, e basta provar que tais conjuntos limitados tém medida nula. Para

simplicidade de notagao, designa-se N, um qualquer de tais conjuntos limi-
tados e p* (Vi) €R.

Seja € > 0 arbitrario. Existe um conjunto aberto U D N tal que
w*(U) < u*(Ng)+e. Para x€ Ny existe 7 > 0 arbitrariamente pequeno tal
que % <1—%.Como Ny CANU, existe >0 tal que B,(x)CU e

p*(NxNB,(x)) < (1— 1) p(By(x)) -

Como R" é separavel, existem sucessoes {x;} CU e {r;} C]0,+o0[ tais
que deéfBrj (x5)CG e N CU7245; , pelo que

<1—% e

o
p (NN Sj) < (1=5)u(S)) M( U 5j> = W (Ni) -
j=1
Logo, para J €N grande ,u(U}I:l Sj) > p*(Ng)—e. Reordenam-se 71, ...,Tx
por ordem decrescente (em sentido lato) e consideram-se ny,...,nge{1,...,J}
tais que n1 =1 e nj11 € o menor dos elementos de {1,...,J} tal que Sy, ,

ndo intersecta U’ S, ., até que nao haja nji1 que satisfaca esta condigao,

pelo que £ < J. Seja S;» = Bs;;(xj). Sey €S; e jnio é um dos indi-

ces ni,...,ny, o conjunto S; tem um ponto z comum com algum S, com

ns<j, pelo que r,,>r;; com a norma do produto interno canénico em R",
Iy =0l < Iy~ 2l + 2= X0 | < 2747, < 370

logo, y €S, (%Xn,), e S;CS,, (xy,). Portanto, U}J:lSj cUi_,S) .

d
Com R™UL_,S,. U,

4 14 J
) =33 (5,.) =3 utsi) = U i)z (U 8) 2 () -
s=1 ) s=1 s=1 j=1
P(RANR) <3 (S, NN) < Y (1=§)(Sn,) = (1= 1) u(R)

s=1 s=1
Como R\N, CU\Nj e N,CU,

p(R) = p"(RNNy) < p(U) =p*(UNNg) = p(U) —p*(Ni) < €3
com a tltima desigualdade do periodo precedente, u(R) < (1— %)M(R)—l—s e,
portanto, u(R) <ke, e agora com a 1* desigualdade do periodo precedente,
pw(Ni) <3"p(R)+e < (3"k+1)e. Como >0 é arbitrario, u*(Ng)=0. Logo,
cada Nj tem medida nula e, portanto, também N tem medida nula. Q.E.D.

'

234 Gierpinski, Waclaw (1882-1969).
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Invariancia de integral de campo

vectorial fechado com homotopia

Inclui-se este apéndice para possivel beneficio de leitores que podem nao ter
visto uma prova da invaridncia de integrais de linha de campos vectoriais
fechados em caminhos homoto6picos seccionalmente regulares estabelecida
com o Teorema de Green em R2, que é usado na secio do capitulo 4 “Indice
de caminhos fechados e homotopia de caminhos” para provar a invaridncia
do Indice de caminhos fechados seccionalmente regulares Homotopicos em
um conjunto aberto 2 C C relativamente a pontos fora do conjunto.

Nao é diferente provar esta propriedade em R? ou R” para qualquer
neN\{1}. Portanto, considera-se este quadro mais geral.

Homotopia de caminhos num subconjunto aberto S de R™ é definida
como na seccao do capitulo 4 mencionada, com SCR"™ em vez de QCC.

Diz-se que f: S —R"™, com componentes campos escalares (f1,..., fn), €
campo vecg?rlal feghado em S se ¢ C! e as derivadas cruzadas sdo iguais
em S, i.e. z(x)= 83’;’;( x) para X = (1,...,%,) €S, que é uma condigao
necessaria bem conhecida para f ser um gradiente em S'.

(IT1.1) Integrais de linha de campos vectoriais fechados num aberto S C R™
em caminhos seccionalmente requlares Homotdopicos em S sdo iguais.

Dem. E mais facil provar se a Homotopia H:RY [a,b]x[0,1] =S de cami-
nhos seccionalmente regulares g1, g2 : [a,b] —S é C2. Por isso, considera-se
1° este caso. Como o integral de linha de f num caminho g; ¢, por definicao,

ff dgl—ffgl ) ()dteH(tO gl, =89,
/fdgl—/ )-&L(t,0)dt, /fdgg—/ )-&L(t,1)dt,

P(t,s):f(H(t,s))-%—Ij(t,s), Q(t,s)=f(H(t,s))-L(t,s), F=(P,Q),

o campo vectorial F: R—R? é C! e do Teorema de Green,

// (%98 jtds = | Pdt+Qds,

OR
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em que o integral de linha no lado direito é num caminho seccionalmente
regular fechado simples no sentido positivo em relagao a pontos de int R. E

2 a 2
9P —(DfoH)IH .M 4 (fof)TH = 90— (Dfon) 9.0 | (fo ) TH

Como f é campo fechado, a matriz jacobiana Df é simétrica, e, portanto, os
1°s termos nos lados direitos das duas igualdades sao iguais, e como H é C?,
os 2°s termos nos lados direitos das igualdades também sao iguais; portanto,

%_%_1::0 in R. Logo,

b 1
O:/Bf:dtJers:/af(H(t,O))-%—If(t,O)dtJr/Of(H(b,s))-%—Ij(b,s)ds

b 1
—/f(H(t,l))-%—}tI(t,l)dt—/Of(H(a,s))-%—I;I(a,s)ds.

Se g1,8g2 sao caminhos fechados, entdao H(a,s) = H(b, s) para s € [0,1] e,
portanto, o 2° e o 4° integrais no lado direito da igualdade sao iguais; se
g1,82 nao sdo caminhos fechados com pontos inicial e final, resp., A, B,
entdo H(a,s) = A, H(b,s) = B e esses integrais anulam-se; portanto, em
ambos casos
0= [ Pdt+Qds :/f-dg1 — /f'de.
OR

Logo, os integrais nos caminhos Homotdpicos sao iguais f f-dg = f f-dgo .

Se a Homotopia H de g1 a gy ndo é C?, a ideia é aproxima-la por uma
funcao indefinidamente diferencidvel H, uniformemente convergente para H
quando € =0, e usar a validade da propriedade de invariancia estabelecida
para Homotopias C? para obter no limite a sua validade para H. Comeca-se
por estender g1, g2 para R de modo a serem continuas e constantes em |00, a]
e [b,400[, e estendendo H para R? comecando por estendé-la para [a, b]xR de
modo a para cada t € [a, b] as restrigoes a {t}x]—00,0] e a {t}x [1,+00[ serem
continuas e constantes, e depois estendendo-a a R? de modo a ser periédica
na 12 variavel com periodo b—a . Prova-se no resultado a seguir a presente que
as extensoes g1, g9, H podem ser arbitrariamente aproximadas por funcgoes
C* g1.,82,, H: uniformemente convergentes para, resp., g1, g2, H quando
£ —0 e as restri¢coes de H, a R sdo Homotopias C'°° de caminhos em .S que sao
restricoes hy . =H.[a, b]x{0} hy . =H_[a, b]x{1}. Como os caminhos iniciais
g1, g2 definidos em [a,b] e H definida em R séo fungoes continuas definidas
em conjuntos compacts, os seus contradominios sao subconjuntos compactos
de S. Logo, existe § >0 tal que os conjuntos dos pontos cuja distancia a cada
um desses contradominios é <§ sao conjuntos compactos contidos em S e
para € >0 pequeno os contradominios de g1 ., g2 -, H: também estao contidos
em S e a distancia dos pontos nos contradominios de gi ., h . a pontos do
cotradominio de g; ¢ <0 e analogamente para go.,ha. e go. As fungoes
G, R—R" com Gj(t,s)=(1-s)g;j(t+sh;.(t), j€{1,2} sao Homotopias
C*° de gj . para h;. em S e, da invariancia de integrais de linha de campos
vectoriais fechados com Homotopias C? provada no paragrafo precedente,

/f dgl,a :/f dhl,a :/f dh275 :/f dg275 .
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Para j € {1,2}, como g; é um caminho seccionalmente regular, [f-dg;. é
uma soma finita de integrais em subintervalos fechados de [a,b] em que g;
é C'. Como a convergéncia das aproximacoes consideradas para os resp.
limites quando & — 0 é uniforme nos resp. dominios, [f-dg;=1lim [f-dg;..
Como, do perfodo precedente, [f-dgy.=[f -dgs., é [f-dg) = [f-dga, i.e.
também ha invariancia de integrais de linha de campos vectoriais fechados
em caminhos Homotdpicos para Homotopias que nao sdo C2. Q.E.D.

(II1.2) Molificacao: Toda fungao limitada £:R™ —R"™ com conjunto de
pontos de descontinuidade com medida nula pode ser aproximada quando
e—0 por fungoes C* £f.:R™ —R"™, €€]0,g9| para algum >0, com:

1. If |[£(x)[| <M para xeR™, entao ||f-(x)|| <M para x€R™.

2. Se a derivada parcial de uma componente escalar de f existe e é
continua excepto possivelmente num subconjunto com medida nula
de R™ etemwalor absoluto majorado por M >0, entdo o valor absoluto
da derivada parcial correspondente de f. € majorado por M.

3. Se f € continua num conjunto aberto U CR™, entdo f. —f unifor-
memente em subconjuntos compactos de U quando € 0.

4. Se a derivada parcial de uma componente escalar de f existe em
U CR"™ aberto, entdao a correspondente derivada parcial de f. con-
verge uniformemente para a derivada parcial da correspondente
componente de f em subconjuntos compactos de U quando € —0.

5. Se f € periddica de periodo T' >0 numa das varidveis escalares,
entdo f. € periddica de periodo T nessa varidvel.

Dem. Sej ®.: C — [0,+00[ uma fungao C*° que se anula fora de
[—e,e]™ C R™ tal que mefba =1. Uma func@o com estas propriedades é

P.(x) = [T, ¢e(x;) para x = (z1,...,2m), em que @-: R — [0, +00]

é C® e acnula—se fora de [—e,¢], que pode ser construida de uma funcao
C*° com valores positivos excepto em 0 onde é 0 assim como as derivadas
de todas as ordens, e.g. 1(t) = e /¥ para t # 0 e 1(0) = 0, definindo
@:(t) = (t+e) Y (—(t+e)) para [t| <e e igual a 0 para [¢t| > ¢, e para o
integral de ®. ser 1, C:f[—@e}m 172 ee(z;) dx.

f. é definida por Convolugao de f com @, i.e.

£.(x) = (£x0)() = [ £) 0. (x—y)dy

Todas as derivadas parciais de todas as ordens de componentes desta fungao
podem ser obtidas aplicando a regra de Leibniz para troca de derivadas com
integrais, pois ®. é C* e anula-se fora de [—¢,¢]|™ ; logo, f. é C*°.
Mudando variaveis de integracao,
£() = (£40.)(x) = [ £(x-y) D(y) dy
Rm

35 ~ . . 7 . ~
235 As fungoes com as propriedades de &, chamam-se Molificadores e o método de regularizacao
associado chama-se Molificagao.
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1) Com esta férmula, 1 é imediata.

2) Segue-se da mesma férmula usando a regra de Leibniz para troca de
derivadas com integrais e majorando como para 1.

3) Se K é subconjunto compacto de U, existe outro conjunto compacto K’
tal que K C int K/ € K/ Cc U. Como f é continua no conjunto compacto
K', do teorema de Heine-Cantor ([I5]), é uniformemente continua em K.
Portanto, para todo § > 0 existe particao finita de um intervalo limitado
e fechado em R™ (i.e. um produto cartesiano de m intervalos limitados e
fechados) que contém K’ em subintervalos fechados onde 0 méximo da norma
de diferengas de valores de f em cada subintervalo é <¢§. A distancia de K
a 0K’ d=inf{||x—yl|: xe K,y€9K'} é >0. Sem perda de generalidade,
todos subintervalos fechados da particao tém didmetros <d. Se x,y € K’
pertencem a subintervalos da partigdo adjacentes, ||f(x)—f(y)|| <2d. Para
e >0 menor do que as arestas de todos os subintervalos, U (x—y) =0 if
x,y € K’ pertence a subintervalos nao adjacentes da partigao. Portanto,

~20<) 1860~ £ (x-y) dy [l 500 (x| <25.

Logo, |f-(x)—f(x)| <28. Portanto, f. —f uniformemente em cada conjunto
compacto K CU .

£ () ~ ()| =

4) Como para 3, usando a regra de Leibniz como para 2.

5)Se xp—f(z1,...,xm) parake{l,... ,m} e todas as outras varidveis fixos
é periédica com periodo 7' >0, designando (eq,...,e,,) a base candnica de
R™, é f(z+Te;)=1£(z) e

FxtTeg) = [ £(9) - (x+ Tej—y) dy = [ £(y-+Te;) @.(x-y) dy = £.6x):

m m

logo, zp—f.(z1,...,x,) é periédica com periodo T'. Q.E.D.

Este método de aproximacao de fungoes continuas por funcées C'°° tem
amplas aplicacdes. Um exemplo é a aplicacao directa deste resultado para
provar que o conjunto das fungoes C™ (e, portanto, também das funcoes
C* para um qualquer k € N) de wm conjunto compacto K C R™ para R™ ¢
denso no espagco normado das funcdes continuas de K para R™ com norma
0o madximo das normas dos valores da funcdo em K .
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